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Introduccion

®» En |la clase anterior caracterizamos a los sistemas
y encontramos las respuestas de los mismos en el
dominio del tiempo, resolviendo ecuaciones
diferenciales y/o haciendo la convolucion de la
senal de entrada y la respuesta al impulso.

» |[a Serie y la Transformada de Fourier son
meétodos alternativos para el andlisis de senales y
sistemas en el dominio de la frecuencia.

» Transforman una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes, en una expresion
algebraica, permitiendo enfre otras cosas,
simplificar la determinacion de la respuesta
permanente de ese sistema, asi como su
respuesta en frecuencia.




Dominio de Frecuencila

* Metodologia

-Senales elementales a partir de las cuales se puede
construir por combinacion lineal cualguier senal.

-Construir la respuesta al sistema a partir de su
respuesta a la senal elemental.

eSe infroducen los siguientes conceptos :
-Exponenciales complejas como senal basica.
-Dualidad entre dominios de tiempo y frecuencia.

-Respuesta en frecuencia de sistemas LIT.




* Antes pensdbamos mmmsp impulsos

* Ahora pensamos mmmmp  funciones propias de
los sistemas LIT...por qué ¢

°Las funciones propias y valores propios de un
operador H resuelven el problema:

H(pi(t)) =k @i (1)

di(t) K ¢y (t)

Entrada : funcion propia ==y Salida : misma funcion
multiplicada por una constante compleja.

A partir de la propiedad de superposicion de los
sistemas LIT:

X(H)=2 a, ¢ (t) mmp  y(t)= X k a ¢ (t)



Qué funciones y como calculamos
k?

o —

y(t) = j h(r)e*dr=] j h(r)e“"dr]e =

- H (S) eSt
/ Funcion propia

Fourier: con S=jw

_ Laplace: s=o+]jw
Valor propio




Las exponenciales complejas son funciones
propias de los sistemas LIT. Cumplen con la
caracteristica que al aplicarlas a dichos sistemas
la respuesta permanente es igual a la entrada
multiplicada por una constante compleja.

Las exponenciales complejas son periddicas.

La constante compleja se denomina funcion de
transferencia H(s) evaluada en la frecuencia jw,
de la senal de entrada. Es el valor propio
correspondiente.

La respuesta permanente a una entrada
exponencial compleja es:

x(t) = e/¥ > y(t) = H(S)ls=jw, /0"



Ejemplos

X(t) — ej =
w _)y(t) = H( )
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Veremos mas adelante que podremos definir,
bajo ciertas condiciones, a una senal como la
superposicion de un numero infinito de
exponenciales complejas que pueden O NnoO
estar ponderadas y/o desplazadas.

De manera general la serie exponencial de
x(f) seria:

0.0)

x(t) = Z ¢, e k@ot

k=—o0
= -4 c_ye /2@t 4 ¢ e /Pt 4 ) + ¢ e/ @0t
- Czejzwot + .-

Donde los C, pueden ser complejos.

La salida o respuesta permanente sera:
(0.0)

y(t) = Z cx H(kjwy)el ot

k=—o0




Representacion de sefales

Uno de los métodos de representar la sefial x(t) es bajo la
forma de componentes de = f, c/u de ellas con una amplitud y
fase inicial.

Amplitud

frecuencia/fase inicial



Teorema de Fourier

* Toda senal periddica que cumpla las condiciones
de Dirichlet :

* Integrable en el periodo
* NO finito de maximos y minimos en el periodo
*N° finito de discontinuidades

uede reproducirse como una superposicion de
componentes sinusoidales de frecuencias f,, 2f,...

* La componente con el mismo periodo que la
funcion original se denomina fundamental.

* Las componentes con f superiores a la
fundamental se denominan armonicos.




Serie trigonometrica de Fourier

Algunas funciones periodicas f(t) de periodo
T pueden expresarse por la siguiente serie,
llamada Serie Trigonométrica de Fourier

f(t) =Y2a,+a,cos(wyt)+a,cos(2wyt)+...
+ b,sen(wyt)+b,sen(2w,t)+...

onde w,= 2x/T.

Es decir:




Serie trigonometrica de Fourier

Es posible escribir de una manera ligeramente
diferente |la Serie de Fourier, si observamos que
el termino a cos(nwyt)+b,sen(nw,t) se puede escribir

%
&

a- + b’

il cos(Nm,t) + an sen(nmot))

2 2 2
n+bn \/an_l_bn

Podemos encontrar una manera mas compacta
para expresar estos coeficientes pensando en un
triangulo rectanqgulo:



Serie trigonometrica de Fourier

an
/ > 2 = C0S0,
\ an + 0,
n S
/ 2 12 =seno,
\ dn + 0y

Cort lo cual la expresion queda

C.|cos 8, cos(nm,t) +send, sen(nw,t)]

=C_|[cos(hat—6,)]




Serie trigonometrica de Fourier

Si ademas definimos C,=a,/2, la serie de Fourier se
puede escribir como:

f(t)=C,+» C,[cos(ne,t-9,)]

Cn = x/aﬁ + bﬁ On - tanl(bnj




Serie trigonometrica de Fourier

»Asi, una funcion periodica f(t) se puede
escribir como la suma de componentes
sinusoidales de diferentes frecuencias o,=nw,.

»A/la componente sinusoidal de frecuencia
ng,: C,cos(hm,t+g,) se le llama la enésima
rmonica de f(t).

>A la primera armonica (n=1) se le llama la
componente fundamental y su periodo es el
mismo que el de f(t)

»A la frecuencia o,=2af,=27/T se le Illama
frecuencia angular fundamental.




Forma trigonometrica
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Propiedades de las funciones seno y
coseno: funciones ortogonales

= Un conjunto de funciones @ () es
ortogonal en un infervalo a<t<b si para
dos funciones cualesquiera se cumple:

)
0 para m=n

[ 4009, dt =+

r, para m=n




Senos y Cosenos: Ortogonalidad

El siguiente es un conjunto de funciones
ortogonales en el intervalo -,<t < T/,.

1, cosw,t, COS2w,t, COS3wyt, ..., SeNw,t, Sen2am,t, sendwt, ...
(para cualquier valor de wy,=2"/+).
PAra verificar lo anterior podemaos probar:

Tﬁ: os(maog )t = sen(Mmat) ''? _ 2sen(mw,T/2) _ 2sen(mm) _ ;

Ya que m es un entero.



Senos y Cosenos: Ortogonalidad

T/2 _ T/2
[sen(ma,t)dt = Sga{ing =
~T/2 ma, _T/2
-1

[cos(Mw,T/2) - cos(mMw,T/2)] =0

Mo,

e 0 aram#n
[ cos(mmgt)cos(ne,t)dt = ¥
—Uri T/2 param=n=0




Senos y Cosenos: Ortogonalidad

T/2 0 aram=n
[sen(mmgt)sen(nm,t)dt = P
_T/2 T/2 param=n=0

T/2
[sen(mam,t)cos(nwyt)dt =0 para cualquier m,n
-T/2




Calculo de los coeficientes de la
Serie de Fouriler

»Dada una funcidn periddica f(t) scomo se
obtiene su serie de Fouriere

f(t)=2a,+ i[an cos(nmyt) + b, sen(nwyt)]
n=1

Obviamente, el problema se resuelve si
sabemos como calcular los coeficientes a,, a;, a,,
b,

»Esto se puede resolver considerando lao
ortogonalidad de las funciones seno y coseno
comentada anteriormente.



Multiplicando ambos miemibros por cos(nwgt) e
infegrando de -T/2 aT/2, obtenemos:

a, =2 [f(t)cos(nmyt)dt n=0123,...

Similarmente, multiplicando por sen(nwgt)
tegrando de -T/2 aT/2, obtenemos:

b, =2 [f(t)sen(nwpt)dt n=123,...

Similarmente, infegrando de -T/2a T/2,

obtenemos:
! T8
_T/3




v El intervalo de integracidn no necesita ser
simétrico respecto al origen.

v Como la ortogonalidad de las funciones seno y
COSeNO No solo se da en el intervalo de -T/2 G
[2, SinO en cualqguier intervalo que cubra un

periodo completo:

(de t, a t,+T, con t, arbitrario)

v las férmulas anteriores pueden calcularse en
cualquier intervalo que cumpla este requisito



Ejemplo: Enconftrar la Serie de Fourier para la
siguiente funcion de periodo T:

110

_|
~~
N
o
____|_____
~~
N
____r____‘

Solucidn: La expresion para f(t) en -T/,<t<T/, es:

—1 para-T<t<0

f(t) =+
(1) 1 para0<t<]

\




Coeficientes a,:

T/2
a, =2 [f(t)cos(noyt)dt

-T/2

-T/2

1
— sen(nm,t)
N,

— N

-T/2

0 T/2
:%{ [—cos(nmgt)dt+ | cos(nooot)dt}

0

1
+ sen(nm,t)
N,

=0 paran=0

T/2




Coeficientes b,

b,

—-T/

0
—~ %[ [—sen(nw,t)dt +
-T/2

2
z

0

1
cos(nNwyt)
N,

-T/2

T/2
¢ [f(t)sen(no,yt)dt

2

T/2
[sen (nmot)dt}
0

1
— cos(nmyt)
N,

~ 1 [~ cos(nm)) - (cos(nm) ~1)]
N7T

2 n
S S

paran =0

T/2




Finalmente |la Serie de Fourier queda como:

f(t)= i [sen(coot) + 5sen(3myt) + zsen(Soyt) + ]
TU

En |a siguiente figura se muestran: Ia
componente fundamental y los armonicos 3, 5
y 7 asi como la suma parcial de estos primeros

cuatro términos de la serie para w,=n , es decir,
T=2.



Componentes de la Serie de Fourier

B

qu
se

Suma
fundamental
tercer armoénico

into arménico
ptimo arménico

0.

5



Convergencia de la serie de Fourier

» Las senales que encontramos en el mundo
real cumplen las condiciones de Dirichlet.
Por lo fanto :

Las series de Fourier = x(t) donde x(t) es
continua.

» Las series de Fourier = “puntfo medio” en
puntos de discontinuidad.

» Convergencia. Fendmeno de Gibbs en
puntos de discontinuidad.
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N=199
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Forma compleja de la Serie de
Fouriler

Consideremos la serie de Fourier para una
funcion periddica f(t), con periodo T=2 &t /w,.

f(t) = éaO + il[an cos(nwyt) + b,sen(nm,t)]
n=

Es posible obtener una forma alternativa
usando las formulas de Euler:

COS(nQ)Ot) — %(ejnﬁ)ot + e—jn(Dot)
Sen(nﬂ)ot) — zlj(ejn(l)ot —e_jn(DOt)
Donde _
j=+-1




Forma compleja de la Serie de
Fouriler

Sustituyendo:

f(t)=1a, +Z[an L(e™ +e7 ™)+ b, L (e —eT )]

%ao+Z[ (a, - jb,)e"™" +1(a, +jo,)e ™'




Forma compleja de la Serie de
Fouriler

La serie se puede escribir como:

f(t)=c,+ > (c,e™" +c_e™")

n=1
O bien,
f(t) = C, + chejnwot n chejnmot
n=1 n=-1
Es decirr,




Forma compleja de la Serie de
Fourier

A la expresion obtenida:

f(t) = icne"” :

N=—00

e le llama forma compleja de la serie de Fourier
y sus coeficientes ¢, pueden obtenerse a partir
de los coeficientes a,, b, como ya se dijo, o bien:

Para n=0, +1, +2, £3, ...




Los coeficientes ¢, son numeros complejos, vy
también se pueden escribir en forma polar:

C, = C, e

C. =C,=c g™

Donde

T = ;\/aﬁ +b? ¢, = arctan(— Z”)

Para fodo n0,
Para n=0, ¢, es un nimero real: €, = 34d,




Exponencial compleja (lo mismo que
antes)

» Asoclado a cada exponencial compleja existe un
conjunto de sefiales relacionadas armonicamente,
sus frecuencias son multiplos enteros de una unica
frecuencia o,

» Para cada k, ¢ es una funcion periodica de
frecuencia fundamental |k|w,.

nm—) @, () = eJ@otk k=0 +1,+2, ...




Una combinacion lineal de dichas senales :

también es periddica con periodo T, y se conoce
como representacion por Series de Fourier de
X(t). Expresa la descomposicion de la senal x(t)
como combinacion lineal de k exponenciales
complejas:

»Con amplitudes C, discretas

»Para un conjunto discreto de frecuencias ko,
relacionadas armdnicamente



Determinacion de la representacion en series
de Fourier de una sefal periodica continua

Suponiendo que una sefal periodica pudiera
representarse con la serie anterior, necesitariamos
un procedimiento para determinar  los
coeficientes c,:

X(t) e—jnWOt _ iCkejkWOt e—jnwot
k=—00

Integrando ambos miembrosde0Oa T



T 4o

X(t)e ™ dt={ D cel e ™ dt

0 k=—o0

X(t) g~ Mt it = ZC [J' NICIERT

K=—00

Ot O Oy

gl k=mwet (¢ — j cos(k —n) wotdt + | j sen(k — n) yy, tdt
0 0

T —
Il dr = Lo
. 0 k=#n

1 T
—jnWOt
- j X(t) e imetgt

0

I C,=




Este par de ecuaciones define la serie de
Fourier de una senal periodica continua :

1 T
- — Jnwpt
Cn B T !X(t) e dt

X(t)= > ci el

K=—00

Ecuacion de
analisis

Ecuacion de
sintesis



Espectros de frecuencia

** A la grafica de la magnitud de los coeficientes

c, contra la frecuencia angular o de |la
componente correspondiente se le llama el
espectro de amplitud de f(t).

A la grafica del angulo ? de fase de los
coeficientes c, contra o, se le llama el espectro
de fase de f(t)

“*Como n soOlo toma valores enteros, Ila
frecuencia angular o=no, es una variable
discreta y los espectros mencionados son
graficas discretas.



Espectros de frecuencia

**Dada una funcién periddica f(t), le
corresponde una y solo una serie de
Fourier, es decir, le corresponde un
conjunto Unico de coeficientes c,.

‘*Por ello, los coeficientes ¢,
especifican a f(t) en el dominio de la
frecuencia de la misma manera gue
f(t) especifica la funcidn en el
dominio del tiempo.




Propiedades de la serie de Fourier

> Linealidad
X(t) —— a, y(t) —— by
AX(t)+By(t) > c =Aa +Bb,

» Desplazamiento en el tiempo

— jkwoto




Propiedades de la serie de Fourier

» Escalamiento de tiempo

+o0
x(at)= > a.e’!

K=—00

» Relacion de Parseval



Simetria de la forma de onda

v' Funcion par

v' Funcion impar

v Simeftria de Y2 onda
f(t)=-f(t+T/2)

La porcion negativa de la onda es el
reflejo de la porcion  positiva,
desplazada 2 periodo.




Simetria de la forma de onda

» Simeftria de cuarto de onda

Si una funcidn peridodica f(t) tiene simetria
de media onda y ademads es una
funcion par & impar, entonces f(t) tiene
simetria de cuarto de onda par & impar.



¢ Que podemos decir de los
coeficientes con la simetria?

» Funcion par  m=p 3,y a, SOIO Cos.
» Funcion impar === | solo sen.

» Funcion con simeftria de 2 onda  nessp
armonicos impares.

» Funcidon con simeftria de 4 de onda
par =y Grmonicas impares Coseno

» Funcion con simeftria de V4 de onda
impar =y  Armonicas iMmpares senos




%
Simetria par (cosenos)

v

v

Simetria impar (senos)

/

Simetria 2 onda
(senos y cosenos
impares)

v

v

Simetria 1/4 onda par
(cosenos impares)

v



SENO0S Yy COSeENOS

N

Simetria 1/4 onda
impar (senos impares)




Simetrias y Coeficientes de Fourier

_ , N Funciones
Simetria Coeficientes en la serie

5 T 5 P Senos y
Ninguna n =7 f f (©) cos(nwyt)dt bn == f f(B)sen(nwot)dt COSenos

-T/2

—T/2

T/2

unicamente

4 —
Par @y = f £ (t) cos(nwot)dt b,=0 COSenos
0
0 Unicamente
Impal" a,= 0 b, = 7_[ f(t)sen(nwyt)dt senos
0
0 n par 0 n par Senos y
o T/2
sl e ff f (@) cos(nwet)dt n impar b, = 4T/2 : COSENOS
onda To 0 TJ f(t)sen(nwyt)dt n impar impares
0




Simetrias y Coeficientes de Fourier

Simetria Coeficientes Funuone_s
en la serie
. T/2 . T/2 S
Ninguna | @ =7 | f(&cos(ragtydt b=z | fOsentrogtydt €nos'y
i T i, Ccosenos
a,= 0 (n par)
Vs de e Solo
onda a=7 | 1O costraotrd b,=0 CoSenos
par 0 impares
(n impar)
b,=0 (n par)
14 de 8T/4- Solo
Onda a,= 0 bn = Tf f(t)sen(na)ot)dt senos
impar (n impar) impares

\
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