Analisis de Senales

Sistemas Lineales




Sistemas

> Un sistema procesa u opera con senales en
una 6 mas entradas para producir sehales en
una O mas salidas. Los representamos
mediante diagrama en bloques

Senal de Senal de
entrada 0 salida o
excitacion - “ — respuesta

X(t) - Y(t)




Sistemas

> Matematicamente es un operador que toma
una senal y nos devuelve otra senal.

> Puede ser lineal, no lineal, estatico,
dinamico, variante o invariante en el tiempo
y mas caracteristicas que vamos a ver...

» En particular en esta materia estudiaremos
sistemas lineales.



Sistema continuo y discreto

> Un sistema continuo transforma las senales
de entrada continuas, en senales continuas
de salida.

X(t) - y(t)
> Un sistema discreto transforma las senales

discretas de entrada, en senales de tiempo
discreto de salida.

x[n] - y[n]




Sistema de tiempo continuo

* Muchos sistemas y procesos en tiempo continuo
relacionan la salida con la entrada mediante
ecuaciones diferenciales lineales, cuya forma

general S€ expresa como

. VN d"y(t) _ N d"xt)

* Donde a,, y b,, en general son constantes.




Sistema de tiempo continuo

* Como ejemplo recordar la corriente en un

circuito RC

DR+ < [Cidt =x(t)

* La solucion de este sistema tiene una respuesta
de la forma y(t) = y,(t) + y,(t)

* Donde y;, (t) es la respuesta a la ecuacion

homogénea (condiciones iniciales) e y,(t) es la
respuesta a la ecuacion particular (depende de la

excitacion)




Sistema de tiempo discreto

* Asi como en TC hay ecuaciones con derivadas e
integrales, en TD hay ecuaciones con diferencias y

acumulaciones

*a, yinl + a,_q yln — 1] + a,_ - y[n — 2] =x|n]




Propledades de |os sistemas

> Sistema estatico 60 sin memoria: si su
salida en cualquier valor de la variable
independiente (t 6 n), depende a lo sumo de
la entrada en ese mismo instante.

‘/ y(t)=Ax(t)
§ y[n]=x*[n]+x[n]



Propledades de |os sistemas

> Sistema dinamico 0 con memoria:
cuando su salida en un instante depende del
valor de la entrada en otros instantes.

v y(t)=% f_too i(u)du tension en un capacitor

v' y[n]=x[n-1] retardo



Propledades de |os sistemas

> Linealidad: si una excitacion x;[n] ocasiona
una respuesta y,[n] y una excitacion x,[n]
provoca una respuesta y,[n], entonces una
excitacion:
x[n]=ax;[n]+bx,[n] (combinacion lineal)
causara la respuesta:
y[n]=ay,[n]+Dby,[n]

donde a y b son constantes arbitrarias. Lo
mismo en tiempo continuo.



Propledades de |os sistemas

x1(t) axq (t ay, (t)

2 es equivalente hacer

x1(t) V1 (t? @Y (t)
T,




Propledades de |os sistemas

es equivalente hacer

x4 (t) y(t) = y1(t) + y,(t)
>—m—
\sz(t)

x1(t) y1(t)
] 69 y(t) = y,(t) + y,(t)

x5 (1) y2(t)

—_—_ ¢




Propledades de |os sistemas

> Esta caracteristica de los sistemas lineales
da lugar a lo que se llama superposicion.

> Un sistema lineal ademas debe cumplir que
para excitacion x[n]=0 debera ser y[n]=0

» Para tiempo continuo lo mismo.
> axy(t)+bx,(t) - ay,(D)+by,(t)




Propledades de |os sistemas

» Entonces un sistema es lineal si:
> la respuesta a x;(t)+x,(t) es y;(t)+y,(t)

> la respuesta a ax,(t)+bx,(t) es ay,(t)+by,(t)
donde a y b son ctes. complejas
cualesquiera.

» Propiedad de aditividad
> Propiedad de escalamiento



Ej: y(t)=tx(t) eslineal?

I i) = )
) yalt) = bo(d)

v X5(t) = axy(t) + bxy(t)

7 ys(t) = bg(t) = taxy(t) + bxy(t)) =
v abx(t) + bbg(t) = ayy(t) + byy(t)

v Concluimos que el sistema es lineal.

]



Ej: y[n]=2x[n]+3 es lineal¢

v Xq[n yi[n] = 2x[n] + 3

v %[N] yo[n] = 2x[n] + 3

7 x[n] = x,[n] + x,[n]

v ys[n] = 2x5[n] + 3

v ysln] = 2(x,[n] + x;[n]) + 3 # yi[n]+y,[n]

v No es lineal. No cumple y[n] = 0 para
X[n] =0




Invariancia en el fiempo

» Un sistema es invariante en el tiempo si el
comportamiento y caracteristicas del mismo
no cambian con el tiempo.

> Si se aplica una senal x[n] la salida es y[n], si
aplicamos x[n-n,] la salida sera y[n-n,] pues
el sistema es invariante en el tiempo. Un
desplazamiento en tiempo de la senal de
entrada produce un corrimiento en tiempo de
la senal de salida.




Invariancia en el tiempo

x(t)

X(t — to)

es equivalente hacer

——— dety — Y(t —tp)

x(t) y(t)




Ej. y[n]=2X[N]

e Si retardamos la secuencia de entrada k
muestras:

o y[n]=2x[nk] <o
e Ahora retardemos la salida original:
e y[n-k] = 2x[n-k] <

e Como y,[n] = y[n-k] el sistema es invariante
en el tiempo.




Ej. y(T)=1x(t-3)

e Si retardamos la entrada:

o y.(t) = tx(t-3-t,)

e Si retardamos la salida original:
o y(t-ty) = (t-to)x(t-3-ty)

° yt) = y(tt) s

o El sistema no es invariante en el tiempo.




Causalidad

> Un sistema es causal si su salida en

cualquier instante de tiempo depende solo
de los valores de la entrada en el momento
presente y en el pasado. También se le suele
llamar sistema no anticipativo.

v[n] = x[n] - x[n-1] 4= causal

y(t) = x(t-1) 4= causal
y(t) = x(t-2) + x(t+4) <= no causal



Causalidad

— La salida sc')_lo puede tener
valores hacia este lado

Instante en que se aplica la
excitacion

> La salida es el efecto de la entrada.
» Todos los dispositivos reales son causales.
» No puede haber salida antes que la entrada.

» Si consideramos t=0 como el tiempo a partir
del cual es aplicada la excitacion, la salida
de un sistema causal solo tendra puntos
para t>=0.




Estabilidad

> Definimos un sistema estable como aqueél
en el que cualquier entrada acotada produce

una salida acotada. Es decir
IXE)| <My < oo nmmmmp |y(t)| <M, < o

> Si para alguna entrada acotada x(t) la salida
no esta acotada (es infinita) el sistema no es
estable (inestable).



Ej. y[n]=nx[N-3]

e Si consideramos que Ila entrada es
X[n]=u[n], que es acotada, la salida sera
una rampa que no esta acotada

e y[n] = nu[n-3] )

e En consecuencia el sistema no es estable




SISTEMAS LINEALES
INVARIANTES EN EL
TIEMPO (LIT)




Sistemas LIT

= Dos propiedades importantes en el analisis de senales y
sistemas son la linealidad e invariancia en el tiempo.

= Muchos procesos fisicos y sistemas tienen estas
propiedades, y pueden ser modelizados por sistemas
LIT.

istemas no lineales pueden ser considerados como
lineales, al menos en un determinado intervalo.

» |os sistemas LIT cumplen con Ila propiedad de
superposicion, esto significa que si una senal de entrada
se puede representar en términos de una combinacion
lineal de un conjunto de senales basicas, entonces se
puede utilizar la superposicion para calcular la salida del
sistema en términos de las respuestas a estas senales
basicas.




Sistemas LIT

= | a respuesta de sistemas LIT a entradas especificas, se
lleva a cabo a través de los siguientes métodos:

= Solucion del modelo del sistema representado por una
ecuacion diferencial (Ecuacion de sumas y diferencias)

= Integral de convolucion (Suma de convolucion)
= Transformada de Fourier (En tiempo continuo y discreto)

Transformada de Laplace (Transformada Z)

= | 0os dos primeros métodos se realizan en el dominio del
tiempo ya que la representacion de los sistemas y las
sefiales asociadas estan dados en términos de funciones
de tiempo y los dos siguientes corresponden a métodos
en el dominio de la frecuencia debido a que son
especificados en términos de funciones de la variable
compleja s que corresponde a la variable de frecuencia.



Sistemas LIT discretos : la
suma de convolucion

» Nos preguntamos si existe un conjunto de
senales tales que:

v Podamos representar otras senales como
combinacion de estas funciones basicas.

v La respuesta a estas senales de los
sistemas LTI sera simple ?

> La idea es ver como se puede utilizar el
impulso unitario discreto para representar
cualquier senal discreta.




‘ (0] ‘ z[n]
! [ 1 |
~1 0 l 2 3 l l n
x[1]
1
| 2 [0) x[0]d[n]
) 0 Tl
_|_
x[1]é[n — 1]
. l . -
x 1]
_|_

xr[—1]d[n + 1]

T



TD muestras unitarias
desplazadas

» Es decir

o0

= + > (k5[ -K]

/ \

Coeficientes Funciones basicas




v' Representamos una secuencia arbitraria
como combinacion lineal de impulsos
unitarios desplazados, con pesos Xx[K].

v La ecuacion anterior se la suele llamar

propiedad de seleccion del impulso unitario
discreto.

v 0[n—k] es distinta de cero para n=k vy
selecciona el valor de la funcion x[k] para
k=n.



o) — .

e Supongamos un _sistema lineal
definamos _como /A,J[n] a la respuesta del
sistema a J[n-K]

e Por superposicion:

+00 L0

X[n]= > x[kl6[n-k] = yIn]= > x[k]h[n]

K =—0o0 K =—o0

e De acuerdo a la expresion anterior: si
conocemos la respuesta de un sistema
lineal al conjunto de  impulsos
desplazados, podemos construir |a
respuesta a una entrada arbitraria.




LIT

e Supongamos un sistema IT (invariante en el tiempo),
entonces :

o[n] = K [n]
Sk = h [n—k]

+00

y[n]= > x[kIh[n—K]

k=—00

e Suma de convolucion 0 suma de superposicion. Si el
sistema es LIT entonces la respuesta solo depende de la
diferencia de tiempos y no del tiempo de aplicacion.



Convolucion

> La operacion anterior la llamamos convolucion
de las secuencias x[n] y h[n]. De manera

simbolica :
y[n] = x[n]*h[n]

Por lo tanto el sistema LIT queda
completamente caracterizado por la respuesta a
una sola senal, su respuesta al impulso unitario.




Para TC

> Con un razonamiento analogo al caso de
TD, podemos obtener una caracterizacion
completa de un sistema LIT de TC en
término de su respuesta al impulso

unitario.

y(t)=[ x(r)h(t—7)dr

> Integral de  convolucion o @ de
SUPErposicion




Interpretacion grafica de la
convolucion

2\ /2
> T > T

| ]
I
[a—




t= -1 t=— = 0.

0 n I
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Propledades de |os sistemas
LIT

» Conmutativa
« X[n]*h[n] = h[n]*X[n]
« X(t)*h(t) = h(t)*x(t)
» Distributiva
* X[n]*(hy[n]+hy[n]) = x[n]*h{[n]+x[n]*h,[n]
* X(£)*(hy(t)+h,(t))=x(t)*h (£)+x(t) *h,(t)
» Asociativa
+ x[n]*(hy[n]*h,[n])=(x[n]*(h,[n])*h,[n]
+ X(O*(hy(£)*h,(t))=(x(E)*h;(£)) *h,(t)



Sistemas LIT descritos por
ecuaciones diferenciales

» Son aquellos sistemas para los cuales la
salida y la entrada estan relacionadas por

una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes.
> Ej.

dy(t)

it +2y(t) = x(t)



Sistemas LIT descritos por
ecuaciones diferenciales

> La solucion consistira de la suma de la
solucion particular y una solucion a la
homogénea (entrada cero).

> A la homogénea se la llama respuesta
natural del sistema.

» ES necesaria por las condiciones iniciales.




Sistemas LIT descritos por
ecuaciones diferenciales

> En general, una ecuacion diferencial de orden M

kzi; (t) kz(;bkd “X(t)

Para el caso que N=0

y(t) = Zbk

> y(t) es una funcion explicita.

d X(t)




Sistemas LIT descritos por
ecuaciones de diferencias

» Es la contraparte de TD.

S acyIn—Kl= b xin—k]

y[n]= l{ika[n k]- Zaky[n k]} Recursiva

k=0

(Db
y[n] = Z(ka[n —K] No recursiva
k=0 \ Ao




Eiemplo grafico de
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Eiemplo grafico de
superposicion
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Eiemplo de convolucion
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Eiemplo de convolucion
i |

1 0
I z[0] x h[-0] =1 x2=2
L

(z]0] x A[1]) + (=[1] x h[O]) =1 +4=5




Eiemplo de convolucion

i

(z[0] x h[2]) + (z[1] x A[1])=14+2=3

Mﬁ_
u‘ﬁ

i

(z[0] x h[3]) + (z[1] x K[2])=142=3




Eiemplo de convolucion

... 'y asi seguimos...
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