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Sistemas continuos

Densidad de estados

Consideremos ahora sistemas no interactuantes, para los que sus grados de libertad pueden tomar valores continuos.
El caso més elemental es el del gas ideal. Para construir su funcién de particiéon, debemos tener en cuenta el factor
de indistingubilidad de Gibbs
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IN =1

con lo que queda construir la funcién de particié para una tnica particula. Siguiendo el esquema de discretizacion
usual,
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2y =3O :/e pro 2
:

Si la energia no depende de la posicién, H(§) = (|p]), con e(p) la relacion de dispersion para la particula. Luego,
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7, = ﬁ/e Be(lPh) g3y

Como la energia depende del médulo de P, conviene expresar la integral en coordenadas esféricas,
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Si ademés la energfa es una funcién monétona en |p], podemos implementar el cambio de variables p = p(¢) = e~ *(¢)

y escribir la integral como
Zy = / e P g(e)de
e(0)

con AnV d
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la densidad de estados.

Con esta estrategia, podemos calcular la funciéon de particién candnica de algunos sistemas tipicos:

Gas ideal no relativista

En este caso, la relacion de dispersiéon viene dada por la expresion



con m la masa de la particula. Luego,

v la densidad de estados se expresa entonces como

4V dp 4wV 1 2V
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Integrando, la funcién de particion de una particula resulta ser
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Ahora, recordemos que la I'(3/2) = 1/2I'(1/2) y que
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Gas relativista

De manera andloga a la anterior, podemos considerar un gas en el que las particulas satisfacen la relacion de
dispersion relativista

e(p) = \/mict + 2p?
con c la velocidad de la luz y mo la masa en reposo* de las particulas.
La densidad de estados se construye de manera analoga, obteniéndose

4rV. . o 2 4\1/2
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con lo que la funcién de particién de una particula se expresa
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0, desplazando el integrando,
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A temperaturas muy grandes, 5 = ﬁ — 0, con lo que obtenemos el régimen ultrarelativista
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En el limite opuesto, cuando Bmgc? > 1, recuperamos el régimen no relatiista notando que para > fmgc? el
g

integrando se vuelve despreciable, de manera que
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Noétese sin embargo el exponente tipo potencial quimico extra "%~ que aparece respecto a la formulacién no

relativista, asociado con la energia en reposo de las particulas.

Caso general para relaciones de dispersién ¢ o p*

Podemos tratar en general sistemas cuya relacion de dispersion sea una ley de potencias, en un espacio de dimensién
d, con lo que los limites no relativista y ultra-relativista se recuperar como casos particulares.

En este caso, la densidad de estados se expresa como

d/2 d/2 /2
g(e) x 2n) pd_lﬁ x 2 / e Sl 2 / gd/x-1
Id/2)” dp  T(d/2) I'(d/2)x

La funcién de particion resulta, a menos de una constante multiplicativa,

Zy /e*ﬁgsd/xfldg = B~UXD(d/x)

lo que determina el comportamiento de la funciéon de particién con la temperatura.

Funcién de particion de un oscilador armoénico

Vimos antes que via un cambio de variables, el problema de un oscilador arménico, que involucra una dependencia
en las coordenadas ademas de la dependencia en momentos, puede reescribirse con la misma estructura que un
problema de una particula libre en dimension 2d. La funcién de particién para el caso 1-d se expresa

Ziip = /eXp(—ﬁs(p, q))%

Para el caso 3D,

3
Z13p = Zl,lD
y en general, para dimensién D,

_ 7D
Zl,D = Zl,lD

7’ 2 2 ’ . . ~ .
Como la energia se expresaba como ¢ = 2~ + %q{ via el cambio de variable ¢ — ¢ = mwyq, la integral para el

2m
caso 1D se expresa

2m mwh  mwh
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con & = /p? + ¢ = v/2me. Podemos entonces expresar la densidad de estados como

(e) = 2 %_ 2w 2m1\/2m5_2777
gg_mwh de ~ mwh €2 e wh

que resulta ser constante. Integrando explicitamente

g B2 g kT
2; P m d P —
Lib =, /e e Ldg B hw/(2m)

Notamos ademés que para el oscilador D dimensional aplica la misma relacién de dispersién, que es equivalente la
del caso ultrarelativista (£ = 1). La densidad de estados en dimensién D se expresa entonces

9D D
9le) =2 <F(D)(wh)D) EP
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Figure 1: Esquema de potencial entre particulas. El potencial es repulsivo (tiene pendiente negativa) para r < ro y
atractivo (pendiente positiva) para r >, anuldndose a grandes distancias.

Sistema de dos particulas acopladas

Consideremos ahora un sistema compuesto por dos particulas de masas m y mo acompadas por un potencial central
de interaccién U(r) de la forma mostrada en la figura:

El potencial es repulsivo a distancias menores a r = rg, y atractivo a distancias mayores, apagandose rdpidamente,
de manera que a distancias r > ¢, el sistema de dos particulas no interacttia con las particulas que forman otro
sistema semejante.

Para tratar este sistema, conviene realizar un cambio de coordenadas, de manera de desacoplar el movimiento del
centro de masa del movimiento relativo:

3 myT1 + Mot

Rcm = T (1)
Pon = P1+Pe (2)
Trel = T2 —T] (3)
Dred = mil Do — mizﬁl (4)

con M = my +my la masa total, y g = (my ' 4+my')~" la masa reducida. Se puede verificar que este cambio de
coordenadas corresponde a una transformacion candnica, de manera que conserva la medida del espacio de las fases.

En estas coordenadas, el Hamiltoniano del sistema se expresa como
H= B+ (el + U (7o)
= Tn
IM cm 2//4 Pred rel

De esta manera, la funciéon de particién candnica de una particula se factoriza en una parte asociada al movimiento
de centro de masa, y otra al movimiento relativo:

Zl = ZtrasZrel

Consideremos ahora la contribucién de Z,.;. Como las coordenadas relativas se comportan como una particula en
un potencial central, tiene sentido descomponer el Hamiltoniano en una contribuciéon radial y otra angular. Para
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Figure 2: Separacién de variables para el movimiento de centro de masa y el movimiento relativo. El movimiento
relativo sigue la dindmica del movimiento de una particula en un potencial central, con una masa igual a la masa
reducida del sistema.

€S0, exXpresamos

L2

2uur?

1,
Hrel = ﬂpr + U(T) +
con [ = Trel X Pred €1 momento angular del sistema, r = |7 la distancia entre las particulas y p, la componente
de pPreq en la direccién de 7.¢;.

A temperaturas bajas, podemos esperar que la probabilidad de que las particulas se encuentren a distancias r # rq
es muy baja, lo que permite desarrollar H,¢ en torno a ese valor. Luego,

1 pw? LJ?
Hou % o lpraal? + - =0 +
con I = prg el momento de inercia del sistema y pw? ~ U”(r). La aproximacién aplica si |[(r?)/r3 — 1| < 0, y

U”(T) > (L)

2,2
I%rg

En tal caso, podemos escribir
Zrel ~ Zvinrot

con Zyip = QZIZT la funcién de particién de un oscilador armonico de frecuencia w y Z,; la funcién de particiéon

asociada a un rotador rigido de momento de inercia 1.

Rotador rigido

Un rotador rigido representa un sistema que puede rotar respecto a un eje fijo, y que tiene un momento de inercia I
respecto a ese eje. El Hamiltoniano del sistema se expresa como

22|
Hro =
tToor

con L su momento angular. Podemos construir su funcién de particion candnica a partir del modelo anterior,
notando que la funcién de particién global se expresaba como

_ d3pd3r
Zrel ://e ﬂH’V‘El%



La idea ahora es descomponer la medida de integracién de manera que para cada vector 7, la integral en p se
factorice en una integran sobre la componente paralela a 7y otra en la direccién transversal:

dpd
Zrel ://eiﬁHMbZTot(r) pyb i

con

B \ﬁL\2T2 dng_
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donde usamos que |E| = |p'L||7], ¥ por lo tanto,
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Expresando la integral en coordenadas polares p; = p, (cos(¢), sin(¢)), podemos evaluar la integral directamente
€omo

Y R s
Zyot(r) = Z; /e 2107 27p L dp |
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Notamos que con este procedimiento, Z,,; depende cuadraticamente de r via I, sin haber introducido ninguna
aproTimacion.

donde utilizamos el cambio de variables u =

Observamos que el factor de rotaciones contribuye a la energia libre con un término

Frot = —NET In((27)*TkT/h?)

Derivando respecto a T' encontramos la contribucién a la entropia:

- aF’rot
oT

Srot = = NkIn((27)2IkT/h?) 4 nk

y derivando nuevamente, encontramos la contribucién al calor especifico:

T 9°F
= - = N
ov=-Narz '

que segun el teorema de equiparticion contribuye como dos grados de libertad cuadraticos.

Modos normales

Supongamos que tenemos un sistema de osciladores acoplados

2 2,2 2
. p; +miwy(x 1
H(p,(f): E %+5 E RijTiTj

Es posible descomponer el sistema en unas nuevas coordenadas candnicas &, p’, de manera que el sistema queda
representado por un conjunto de modos normales independientes:

k



con
P = Z Wh,ipi

7

/ 2 :
Z‘k = W;w»xi
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la correspondiente transformacién de coordenadas. W = (W?')~! es una transformacion ortogonal que diagonaliza la
matrix k;; + d;;w;, ¥ Qo son sus correspondients autovalores. Al ser una transformacién ortogonal, su determinante
es 1 y por lo tanto, preserva el elemento de volumen en el espacio de fases.

Via esta descomposicién, podemos expresar la funcién de particién de sistema como
Z =] %
k

con

kT
Zr = wih/(2m)

Notar que no introducimos un factor de indistinguibilidad 1/N! ya que cada modo estd en principio perfectamente
identificado.

Consideremos ahora el caso concreto para un sistema de N osciladores en una dimensién, acoplados entre primeros

vecinos
Oij—1+0ij41

2
Rij = ’ITLQO B

salvo en los extremos, en donde no hay vecinos. Podemos diagonalizar la interaccién via la transformacion

1 N . mn
1 N . mn
Pm(t) = N2 kz=:1 I, (t) SIH(WW)

con lo que remplazando en el Hamiltoniano,

2 m(w?+ Q%cos(mn/N))
H= En: <2m + 5 An)

eiT _p—i

x . .
T la suma se puede escribir como

N q X 9 _ 2 _ L2
;sin(ﬂ'ni/N)Q =7 Z(z” —z "2 = Z —

con z = e™/N  La suma sobre el término constante da N /2, mientras que la suma sobre las potencias de z*2 resulta
en

Prueba: Notar primero que, escribiendo el sin(z) =

ZN (22)1' _ 221 — ()N
- _ (x%2

= 1= (=)

2 _ p#i2n/N N = eti2m — 1 por lo que la suma se anula.

pero z # 1 mientras que 2>

De manera semejante, es facil probar que dos modos con diferente n son ortogonales:

21 —2i

2 | 2 _ 20 _
Zsin(imr/N) sin(in'm/N) = Z SRS 4Z+ “
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con z4 =e , de manera que todos los términos se anulan. De la misma manera, también podemos probar
que
ms ms
E 5 Ogia; = E 5 9 A2 cos(mn/N)
=1 n

Naturalmente, para que el sistema sea estable w? > Q2 ya que de otro modo tendriamos modos inestables.

Introduciendo la frecuencia w(n \/Wo + Q2 cos(mn/N) ppodemos calcular la funcién de particiéon como la
exponencial de suma de logarltmos:

Z = eXp(Z InZ,)

con

kT
w(k)h/(2m)

2T
7 = < ool > exp Zln n)/wop))

Es interesante notar que la funcién de particiéon de factoriza en un término que depende de la temperatura y otro
que depende de la interaccion. Luego, la energia libre se expresa como

7 =

luego,

th
F=—-kTIn(Z)=NkT1 -T
kT In(Z) k n<27rkT) S0

con

S0 = kZln \/1+ Y cos(mn/N)

Luego, la interaccion contribuye a la entropia, pero no al calor especifico, que sigue la prescripcion del teorema de
equiparticion.

Modelo de sélido

Consideremos ahora un arreglo de particulas que interactian con un potencial como el que usamos para discutir el
sistema de dos particulas acopladas. Si la energia por particula es lo bastante baja, estas deberdn acomodarse de
manera que la distancia entre ellas |7;j| o bien sea mucho mayor a 7¢, o bien sea tan préxima a ¢ como sea posible.
Supongamos que en el camino a minimizar la energia, las par “ticulas se acomodan en torno a los nodos de una red
cubica de lado rq:



En torno a un nodo de la red, el potencial producido por el resto de los nodos puede aproximarse por las contribuciones
de los primeros vecinos, cada uno de los cuales, produce un potencial de interaccién aproximadamente cuadratico.
Conviene realizar un cambio de variables, de manera que la particula i-esima tenga la posicién

7 = o7, + di

con d; la posiciéon de uno de los nodos.

La energia de interaccion entre dos vecinos se puede aproximar entonces como
2

U — 7)) = =Uy + m%(u

2

(67 — 67))7 = ~Up + m"-13 (8su — &)

|d; — dj|
con 6x; , la componente del vector 67 en la direccion de d@; — @;.

Sumando todas las contribuciones,

mw2

U = —6NUO + T B Z (5$i,p, — 6xj,u)2
iJp=x,y,z

de manera que el problema se factoriza en tres problemas de osciladores acoplados a primeros vecinos como el que
discutimos antes'. En este caso, g = w, con lo que los modos tienen frecuencias

w(n) = w(l — cos(mn/N))

Que las frecuencias resulten positivas habla de la estabilidad de la solucién.

mw?

1Excepto por un término de borde 5 (x% + x?\,) Este término introduce contribuciones de orden 1/N, que hacen que exista un
modo con frecuencia exactamente 0, que corresponde al movimiento del centro de masa.
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