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MECANICA ESTADISTICA 2

 En las clases anteriores vimos que desde el punto de vista macroscépico podemos describir el
comportamiento térmico de equilibrio de un sistema de muchas particulas a partir un conjunto
reducido de variables de estado que son medibles como la presidn, temperatura, volumen, etc.

 En este nuevo enfoque buscamos explicaciones de las propiedades estudiadas mediante modelos
microscopicos, que pueden ser clasicos o cuanticos segun la propiedad que nos interesa, y donde las
interacciones entre particulas juegan un rol fundamental en la determinacién del estado microscopico.

* ¢Qué es un estado microscopico?

Por ejemplo, en un gas clasico seria conocer las posiciones y velocidades de cada particula en un dado
tiempo de modo que mediante leyes de la mecanica poder predecir estas magnitudes un tiempo
después. En el caso de un sistema cuantico seria la funcion de onda especificando los niumeros cuanticos.

* Dado el numero de particulas involucradas, este estudio debe realizarse desde el punto estadistico,
mediante probabilidades de que se presente un dado estado microscopico. En el enfoque de Gibbs es
usar un conjunto estadistico donde se realiza el experimento en las mismas condiciones sobre un
conjunto de sistemas idénticos o ensamble.

* Nos queda preguntarnos ¢épor qué esto ultimo es una opcién?



DESCRIPCION CLASICA: ESPACIO DE FASE

Especificar el estado de un sistema de n particulas requiere conocer las coordenadas de las posiciones (q) y
las velocidades o momentos (p) de cada una. Estas magnitudes definen un hiperespacio de 6n dimensiones
(3n componentes de las g y 3n componentes de los p) donde el estado de un sistema corresponde a un
punto y su evoluciéon temporal es una trayectoria. En el caso de una particula, su estado se especifica en un
espacio de 6 dimensiones.

Se suele dividir el espacio de Fase en elementos de tamafio §3"q83"p = h3". Clasicamente h, puede ser
arbitrariamente pequena, pero esta limitada por el principio de incerteza en el caso cuantico a

3n
53"q83"p > A3 = (%) con h la constante de Planck.

La trayectoria en el espacio de fase, o evolucion temporal del sistema, esta determinada por las ecuaciones
de Hamilton del movimiento:

0H , 0H
= p = —
opy 7 0qy
El Hamiltoniano H(q,(t),p,(t),t) corresponde a la energia total del sistema, es una funcidon de las

coordenadas del espacio de fases y del tiempo, y mediante las ecuaciones anteriores determina su
evolucion temporal. En un sistema aislado, la energia es una cantidad conservada, aunque el sistema se

v

mueva en el espacio de fase: E = H(qv(t),pv(t))
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Si un observable presenta una variacion temporal:

3N 3N

dA(qy, py,t) A (6/1 Y ) A (6/1 oH  9A aH)

dt ot 0gy " ap, 94, 0py 0Py 04,

v=1 v=1

Si consideramos con el observable al Halmitoniano:

3N
dH_aH_l_z JH OH O0H OH
dt ot  £u\dq,dp, dp,aq,
v=

Si el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo: Z—Z =0

dH _ 0

dt
La energia se conserva y la relacion E = H(qv(t),pv(t)) elimina un grado de libertad, y las trayectorias
en el espacio de fase del sistema seran sobre una hipersuperficie determinada por E.



EJEMPLO ESPACIO DE FASE DEL OSCILADOR ARMONICO ;
UNIDIMENSIONAL

2 1 A
H(p,q) = g—m + Equ con K es la constante eldstica tal que K = mw?.

La ecuacion corresponde a un espacio determinado porpy q.

Dado que H no depende explicitamente del tiempo la energia se
conserva. t P

E+AE

H(p,q) = E determina la region en que el sistema (oscilador) puede

moverse en el espacio de fase, la cual es una elipse con ejes son a k
1

> 2E\2 “ . b
a= (2mE)zyb= (7) y su “superficie” 0 = 2nE /w. \
Aplicando las ecuaciones del movimiento de Hamilton: ‘ > e
 AH p | OH 2mE | 2E/K

q =v p=——=—Kqlaleyde Hook

dp m dq



6

EJEMPLO ESPACIO DE FASE DEL OSCILADOR ARMONICO UNIDIMENSIONAL

Si consideramos un oscilador cuya energia estd
imitada por E vy E + AE, cada punto de la
superficie delimitada por las elipses es un estado
instantaneo del oscilador.

Estos puntos son los microestados compatibles con
un dado estado macroscopico, caracterizado por
el intervalo de energia E vy E + AE.

Observar que para un dado Ag existe un conjunto
Ap que es mayor cuando q — b, lo cual es
compatible con que el sistema pase mayor tiempo
en esa region dado que su velocidad es menor en
los extremos de la oscilacion (maxima amplitud).

spor que consideramos E y E + AE?

-
&




CONTANDO ESTADOS EN EL ESPACIO DE FASE

El volumen del espacio de fase, w, lo podemos dividir en celdas de volumen:
dw = d3"q d3"p,

asi el volumen de estados accesibles:

Aw = d3"p d3"q

LSHSE+AE

El area de los estados con energia E:

g = j d3npd3nq
E=H

En el ejemplo del oscilador, dado el caracter bidimensional del espacio de fase:

el volumen Aw = dp dqg es en realidad es un area

fESHSE+AE

yeldreao = szH dpdgq es una longitud.
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El nUmero de microestados Q(E,V,n) compatibles con (E,V,n) en el limite termodindmico (n — o) es
arbitrariamente denso.

Si pensamos que asociamos cada microestado a un punto se dificulta cuantizar, sin embargo, podemos
dar una estimacion si lo relacionamos con el area de la hipersuperficie o:

o(E,V,n)
oy

Q(E,V,n) =

donde g, es una constante de proporcionalidad que no afecta el calculo de las magnitudes fisicas, como
veremos mas adelante.

Usando que podemos escribir:

ow

:a_E AE = O'(E,V,TL)AE
n

Aw

ow

Q(E,V,n) =0, =—
JE|,
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¢COMO RELACIONAMOS LOS ESTADOS MICROSCOPICOS CON LA MEDIDA MACROSCOPICA?

Para un sistema aislado en equilibrio, la probabilidad de enconftrar al sistema en cierto
estado debe ser independiente del fiempo. Ademds, el estado macroscopico mas
probable de obtener en una medida es aquel al cual corresponden el mayor nUmero
de microestados.

Postulado de igualdad de probabilidad a priori:

El sistema aislado debe estar en uno de los estados microscopicos accesibles, y
todos estos seran igualmente probables.

Si nuestro sistema aislado con (E,V,n) estd constituido de dos subsistemas con una
pared inferna que establecerd las ligaduras y por lo fanto los infercambios podemos
escribir:

E=FE,+E, condE =0
V=V,+V, condV =0
n=n,+n, condn=20
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¢COMO RELACIONAMOS LOS ESTADOS MICROSCOPICOS CON LA MEDIDA MACROSCOPICA?

E=E,+E, condE =0
V=Vvi+V, condV/ =0
n=n;+n, condn=>0

Si los subsistemas son estadisticamente independientes, el numero de microestados del sistema sera el
producto de los microestados de cada uno:

Q(E,V,n) = Q1(Ey, V,n)Q(Ey, Vo, mp) (1)
Dado que el estado de equilibrio se corresponde con el maximo de Q(E,V,n): dQ2 =0
Diferenciamos (1): dQ(E,V,n) = Q,dQ, + Q,dQ, =0
Dividiendo por (1): dinQ) = d(In2;) + d(InQ2,) = 0 y InQQ = InQp,4%

Si identificamos la energia del sistema con la energia interna U, la entropia y su principio extremal:
S(E; V; n) — Sl (Ell Vl) nl) T+ 52 (Ez, Vz,nz)
dS=d51+d52 =0 y S:Smax



RELACION ENTRE LOS ESTADOS MICROSCOPICOS CON LA MEDIDA MACROSCOPICA

De esta forma, podemos relacionar ambos principios extremales a través de la entropia definida por
Boltzmann:

S(E,V,n) = k InQ(E,V,n),
donde k es una constante de proporcionalidad que veremos que es la constante de Boltzmann kj.
Esta expresion permite, en principio, calcular las propiedades termodinamicas desde el hamiltoniano.

La constante gy no afecta el calculo de las magnitudes fisicas, dado que al reemplazar el numero de
estados seria solo una constante aditiva, que se elimina al tomar diferencias de S. Como veremos
podemos darle un significado, desde el punto de vista cuantico, donde g, se asocia al volumen en el
qgue tenemos que dividir el espacio de fases para tener en cuenta que la energia esta discretizada, y por
lo tanto no podremos hablar de superficie E sino de E + AE.

éLa expresion dada asegura que la extensividad?

A
Si tenemos A sistemas, el nimero de microestados serd Q(AE, AV, An) = (Q(E, v, n))

S(AE, AV, In) = kg In ((Q(E, v, n))/1> = Akg In(Q(E, V,n)) = AS(E,V, )



ENTROPIA DE UN GAS IDEAL revisiTADA

Dado que en un gas ideal monoatdmico, no existen interacciones ni otros grados de libertad que los de

3n_ Py

traslaciénales, su Hamiltoniano sera: H(p,) = X521 —-

_, 0w 3., 73 3
S =kin (Q(E, V,n)) =kin| oy, " == y w= d°"pd>"q =V" d°"p
OE Vn H<E H<E
La ultima integral es el volumen de una hiperesfera en 3n dimensiones de radio V2mE dado por la
condicion H < E. El volumen de una hiperesfera de radio R y dimension n (calculo detallado en el

Greiner, pag. 129) esta dado por:

n
T2 >
V., (R) = f d"x = g—7—=<R" con ['(z) = f e *x%Z7ldx esla funcion gama
321 x2<R2 7 I (7) 0
Para ndiscreto I'(n) = (n — 1)
o . o
Aplicando a nuestra integral: [, __d*"p = = (2mE)z 2w =V"— (ZmE) 2

W TF(Z)



(2mEY? ENTROPIA DE UN GAS IDEAL

3n
2
3 F( 5 ) REVISITADA

[/ 3n \
mz V" 3n 31}
S(E,V,n) = kin (Am) 2 FE7Z
3n
()% /

Usando la relacion de la funcion gamma vy el factorial ln(F(%n)) = In (3771—1)!; en el limite

L : 3 : - 3 3
termodinamico, despreciamos 1 frente a 7” y aproximamos con Stirling: In (711_ 1)! ~ In (En)! =

3n 3n 3n
Iy (3 - 2
2 2 2

Reemplazando y despreciando el -1 en el exponente de 4mmE, obtenemos:

3n
(2mrmE) 2 3n. (3n\ 3n
S(E,V,n)=k In V"l ——Inl— | + —
oo 2 o\ 2/ 72

3 V [4mmE\2
=nk | =+ In ( )




3
3 V [4mmE\?2
S(E,V,n) =nk §+ln < )

% 3n
09

A partir de esta expresion podemos calcular las ecuaciones de estado de un gas ideal:

3
1 aS| 3k
T aEVn E
p 05 _ nk
T aV|. VvV
En

Dado que ahora n representa el numero de particulas y que nkz = NR podemos identificar k = kp.
éLa expresion obtenida para S es homogénea de grado 17

Esto nos llevara a la paradoja de Gibbs...

14
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