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Palabras Iniciales

Pensamos este taller como una forma de prepararte para las materias del primer ano de
la carrera. Una suerte de entrenamiento que te ayudara a comenzar las cursadas con las
habilidades necesarias para que puedas enfocarte en los contenidos nuevos e importantes
de cada una de las asignaturas que curses.

Nuestro principal objetivo serd recordar, repasar y aprender nociones bésicas de ma-
tematica, cuyo manejo te va a resultar imprescindible durante el resto de tu formacion.
La manera de lograrlo es simple, aunque pueda requerir cierto esfuerzo: jSélo hay que
practicar, practicar y practicar! La ejercitacion es la manera de incorporar las operaciones
y métodos que luego te resultaran simples y evidentes.

Es por esto que en este material vas a encontrar muchos ejercicios, de distinta com-
plejidad, que te ayudaran en esta “puesta a punto”. Pero como tampoco es cuestion de
ponerse a hacer cuentas sin entender qué es lo que se busca en cada caso, cada tema
comienza con una introduccién tedrica que te servirda de guia durante el transcurso de
este taller.

Si bien todos los ejercicios presentes en estas notas son importantes, al final de cada
capitulo se presentard una lista con una seleccién parcial de ejercicios, los cuales (bajo un
criterio subjetivo) hemos considerado més relevantes para un primer abordaje al tema.
El resto de la ejercitacion queda por tanto como opcional.
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Chapter 1

Conjuntos Numéricos

El objetivo de este capitulo es recordar algunos conceptos bésicos de las operaciones
que se realizan con nimeros naturales, enteros, racionales y reales. Para ello los
ejercicios propuestos NO deben realizarse con calculadora. Se deben escribir todos los
pasos necesarios para su realizaciéon. Terminado este capitulo, el alumno deberia ser
capaz de realizar las operaciones algebraicas, que aparecen en la resolucién de problemas
de los cursos del primer ano, con total fluidez y confianza.

1.1 Numeros Naturales

Los numeros son la base de la Matemdtica actual. Ahora bien, jqué es un nimero?
Creados por la mente humana para contar objetos agrupados de diversos modos, los
nimeros no tienen referencia alguna a las caracteristicas de los objetos contados. El
numero 10, por ejemplo, es una abstraccién obtenida a partir de todas las colecciones
que contienen 10 cosas, no dependen de las cualidades de dichas cosas, ni de los simbolos
utilizados para representarlas.

Para los ninos los ntimeros estan ligados a objetos tangibles, en etapas mas avan-
zadas del desarrollo intelectual se percibe el caracter abstracto de la idea de niimero.
La Matematica no se ocupa del aspecto filosofico de la transicion que da el paso de las
colecciones de objetos concretos al concepto de nimero.

Consideremos como dados los nimeros naturales 0,1,2,3,....... , al conjunto de todos
ellos lo designaremos por N.

También consideramos como definidas las operaciones fundamentales de suma y pro-
ducto. Recordemos algunas propiedades importantes de estas operaciones:

1. La suma de dos nuimeros naturales es un numero natural.

También podemos formularla como sigue:

Si a y b son nimeros naturales entonces a + b es un nimero natural.

Esta propiedad se llama ley de cierre o de clausura para la suma de niimeros
naturales.
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2. El 0 es tal que sumado con cualquier otro niimero no lo modifica.

Esto lo podemos expresar:

El 0 es un numero natural tal que si a es un nimero natural cualquiera entonces
a+0=a.

Por eso al 0 se le dice neutro de la suma.

3. Si se consideran tres nimeros naturales, la suma de los dos primeros mas
el tercero resulta igual a que si al primero se suma la suma de los otros
dos.

Se puede formular:

Si a, by ¢ son nimeros naturales cualesquiera entonces (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢).

A esta propiedad se le da el nombre de asociativa para la suma.

4. La suma de ntiimeros naturales es conmutativa.

Es decir:

Si a y b son ntimeros naturales cualesquiera entonces a + b = b + a.

Ejercicios
1. Verificar las propiedades 1, 2, 3 y 4. Siendo a = 3, b = 90, ¢ = 40
2. (a) Enuncie la propiedad similar a la 1) para el producto de los niimeros naturales.

Sol: El producto de dos niimeros naturales es un niimero natural.

b) ;Hay elemento neutro para el producto de nimeros naturales? jCudl es? Ejem-
jay p b A ]
plifique.

(¢) Formule la propiedad asociativa del producto de nimeros naturales.
(d) (Es cierto que el orden de los factores no altera el producto? ;Cémo se llama
esa propiedad?

3. Verifique las propiedades del producto para a =5, b =7, ¢ = 13.

Otra propiedad que debemos recordar es la distributiva del producto en la
suma de nuimeros naturales, es decir:

Si a, b, ¢ son numeros naturales cualesquiera entonces a- (b+c¢) =a-b+a-c

4. Verifique la propiedad distributiva del producto en la suma de nimeros naturales
paraa=3,b=4,c=1.

Dados dos ntimeros naturales a y b puede suceder que a < b, lo que significa que a
“aparece” antes que b en la sucesién de todos los niimeros naturales, o es igual. En
caso contrario b < a.
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Recordemos que:

si a, b son numeros naturales y a < b entonces existe un nimero natural c,
llamado resta o diferencia de b y a, que se anota ¢ = b — a el cual verifica
b=a+c.

Es importante que recordemos las leyes de monotonia de la suma y del pro-
ducto de niimeros naturales:

Dados los nimeros naturales a, b, ¢ cualesquiera si se verifica que a < b
entonces:

at+c<b+c

a-c<b-c

5. (a) Verifique la propiedad de monotonia de la suma para cuatro casos.

(b) Verifique la propiedad de monotonia del producto para cuatro casos

Recordemos que se dice que :

el nimero natural b divide a un nimero natural a si existe un nimero
natural c tal que b-c = a en ese caso también se dice que el niimero a es multiplo
de b o que a es divisible por b. El nimero c es el cociente.

Por ejemplo: 4 divide a 12, pues existe 3 tal que 12 = 4 - 3. En este caso 3 es el
cociente.

6. (a) Justifique las siguientes afirmaciones:

3 divide @ 9, PUES...cevviiiieiiiiiiiee
25 divide a 100, pues .......ccceeeveeeeeveeennnnnn.
18 es multiplo de 2, pues..........cccceeeeeeen.
42 es multiplo de 7, pues..............

1 divide a 10,pues............

5 divide a 0, pues............

18 es divisible por 9, pues.........

(b) ;Hay algin ntimero natural que no sea divisible por 17

(c) Dé al menos 5 nimeros naturales que sean multiplo de 7.

(d) Dé al menos 5 nimeros naturales que sean divisibles por 2.
. Qué pasa cuando un nimero natural no es divisible por otro?

El nimero 7 no es divisible por 3 ya que:
3-0=0, 3-1=3, 3-2=6, 3-3=9
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y como vale la propiedad de monotonia del producto 3 -4, 3 -5, etc., serdn mas
grandes que 9.

Luego para cualquier natural a, 3 - @ no serd 7.
Lo que si vale es que 7=3-2 + 1.

Tampoco 8 es divisible por 3; si se verifica 8 =3 -2 + 2.

En general, si a y b son nimeros naturales y b # 0 siempre existen un ntmero
natural ¢ y un nimero natural r que verifican que:

a=b-c+r con 0<r<b

Al ntmero ¢ se lo llama cociente y a r se lo llama resto. Ellos son tinicos en esas
condiciones.

Ejemplo 1. El 10 de mayo de 2015 las hermanas Maria y Juana comenzaron a
ahorrar. Marfa comenzé con $12 y Juana con $18. Marfa se propuso ahorrar $4
todos los 1 de mes, por su parte Juana $3 los 1 de mes. Ellas registraron sus ahorros
en la tabla siguiente:

FECHA (MES) | Total ahorrado por Marfa | Total ahorrado por Juana

Mayo 12 18
Junio 16 21
Julio 20 24
Agosto 24 27
Septiembre 28 30
Octubre 32 33
Noviembre 36 36
Diciembre 40 39

Observando la tabla se pueden establecer las siguientes conclusiones: en agosto de
2015 Marfa ha duplicado su ahorro inicial (70T = 2-12 =24 = 12+ 3-4), en
noviembre de 2015 Juana duplicé su ahorro inicial (70T = 36 = 2-18 = 18+ 3-6);
también en noviembre ambas hermanas han ahorrado igual cantidad.

6=12+6-4=18+6-3

SN

total cantidad inicial n® de meses cantidad ahorrada por mes
Si siguieran ahorrando de igual manera durante el 2016, el 3 de mayo de 2016,
,cuanto serd lo ahorrado por cada una?

total ahorrado por Maria en n meses = 12 + n - 4, por lo tanto en 12 meses sera:
12+12-4



1.2. NUMEROS ENTEROS 11

total ahorrado por Juana en n meses = 18 + n - 3, por lo tanto en 12 meses sera:
18+12-3

7. Con referencia al ejemplo 1

(a) halle la cantidad de dinero que tendrd Marfa el 5 de agosto de 2016
(b) ¢cudl sera el total de lo ahorrado por Juana el 10 de noviembre de 20167

(c) jcudnto serd lo ahorrado por Maria luego de 3 anos y 7 meses si continua
ahorrando como hasta ahora?

8. (a) Construya una tabla para la tarifa de una playa de estacionamiento que ha
estipulado: $2: la primer hora ¢ fraccién de ella. $1,5: cada hora adicional o
fraccion de ella. $8: 5 horas 6 més.

(b) ¢(Cuanto tendria que pagar un automovilista que deje su auto en esa playa de
de estacionamiento por 3 hs. y 25 minutos?

9. La féormula para convertir la temperatura Fahrenheit, F, en temperatura Celsius, C
es:

C= (5(F—32)> 19

(a) Halle la temperatura Celsius correspondiente a las siguientes temperaturas
Fahrenheit: F=59°; F =50°; F=32°; F=212°

(b) Cuadl es en F la temperatura del punto de ebullicién del agua

1.2 Numeros Enteros

Hemos definido la resta o diferencia de niimeros naturales como operacién inversa a la
suma. Calcular 7—3 es hallar el nimero que sumado con 3 de como resultado 7. Entonces
7 — 3 =4 puesto que 3 +4 = 7. En cambio la diferencia 3 — 7 no puede efectivizarse en
N pues no hay ningin nimero natural que sumado con 7 de como resultado 3. Luego la
operacién de resta no es siempre posible en el conjunto N.

Esta dificultad conduce a ampliar el conjunto N = {0,1,2,3,...} para que la resta
sea siempre posible. Para ello se introduce para cada natural a, el negativo —a, llamado
opuesto de a, ampliando a la vez la definicion de suma mediante convencion:

Propiedad del nimero opuesto: (—a) 4+ a = a + (—a) = 0 para todo natural a.

Por ejemplo —3 es, por definicion, el nimero que sumado a 3 da 0. El —0 = 0, pues
0+ 0 =0 A los numeros naturales y a sus opuestos se los llama NUMEROS ENTEROS,
ellos son

o, —3,-2,-1,0, 1,2, 3,...

Al conjunto de todos ellos se lo designa por Z.
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Se consideran en 7Z definidas las operaciones de suma y producto. Ademds que ellas
verifican las propiedades que cumplen dentro de N.

Los nameros negativos se consideran menores que 0 en el orden usual de los nimeros
enteros, a los naturales también se los llama enteros positivos siendo mayores o iguales
que 0.

Ademas se tiene el concepto de niimero opuesto en Z . Dado un niimero entero
a, el opuesto se anota —a y es tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

Por ejemplo: el opuesto de —4 que se anota —(—4), es 4 pues —4 + 4 = 0; el nlimero
—(—7) (el opuesto de —7) es 7 pues 7+ (—=7) = 0.

IMPORTANTE: Cuando nimeros se simbolizan con letras, por ej. b, la presencia de
un signo “—" ante los mismos no significa que el nimero —b sea negativo, esta significando
el opuesto de b.

La diferencia 3 — 7 es ahora calculable, y se tiene 3 — 7 = —4 | pues 3 — 7 sumado a 4

da como resultado 0,
44 B3-T7)=A4+3)—-7T=7-T7=0

Por asociatividad de la suma Z.
Ejercicios
10. (a) Enuncie para los elementos de Z las siguientes propiedades de la suma:
i) Ley de cierre.
ii) Asociativa.
iii) Conmutativa.
(b) ;Sigue siendo el 0 el elemento neutro para la suma en Z? ;por qué?
(c) Enuncie para los elementos de Z las siguientes propiedades del producto:
i) Ley de cierre.
ii) Asociativa.
iii) Conmutativa.

(d) Formule en Z la propiedad que establece que 1 es el elemento neutro para
el producto.

(e) Enuncie la propiedad distributiva del producto en la suma de niimeros
enteros.
Solucién:
a) 1) El producto de dos enteros cualesquiera es un niimero entero.

Es decir, si a y b son nimeros enteros cualesquiera entonces a - b es un niimero
entero.

Los otros items por parte del alumno.
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REPRESENTACION GRAFICA:

Los niimeros enteros, pueden representarse por ciertos puntos de una recta, en la cual
se han elegido dos puntos cualesquiera distintos O y U, para representar los niimeros 0 y
1 respectivamente. La longitud del segmento OU, se considera la unidad de una escala
métrica para Z

T 1]
| |
| 1
0 1

Transportando la unidad mediante una construccién geométrica de paralelogramos,
por ej. hacia la derecha de U se van determinando puntos sobre la recta que representan
sucesivamente los enteros positivos (> 0), hacia la izquierda del O se determinan puntos
que representan sucesivamente los enteros negativos (< 0).

|
H
|

|

Es decir:

el producto de dos enteros positivos es un niimero entero positivo, también resulta pos-
itivo el producto de dos niimeros negativos; el producto de un positivo por un negativo
(en cualquier orden) resulta negativo.

También es oportuno recordar las Leyes de monotonia en Z:

Para la suma es analoga a la propiedad en los nimeros naturales:

Si a, b, ¢ son enteros y a < b,entonces a +c¢ < b+ ¢

Veamos la siguiente situacion:

I IA
o0

—12
—16
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Luego (—2)-6 > (—2)-8

En general, dados a, b enteros tales que:
a<b
si ¢ es un entero, ¢ > 0 entonces a-c < b-c
si ¢ es un entero, ¢ < 0 entonces a-c>b-c

Ejercicios
11. (a) Escriba la Ley de monotonia para la suma de nimeros enteros.
(b) Ejemplifique la propiedad de monotonia del producto de niimeros enteros.
Los ntimeros enteros son utiles para describir situaciones practicas.
Ejemplo 2.

Los ntimeros positivos como 8, 15, 20 indican temperaturas mas célidas que 0 grado.
Por su parte los nimeros negativos -1,-20,-25 indican temperaturas mas frias que 0.

Ejemplo 3.
Se puede describir de acuerdo a una direccion el desplazamiento de un movil

(a) Si un moévil se desplaza 5 km hacia el norte, se describe por 5. Si un mévil se
desplaza 5 km hacia el sur, se describe por -5.
(b) Si un moévil se desplaza 7 km hacia el este, se describe por 7. Si un mévil se

desplaza 7 km hacia el oeste, se describe por -7.

El hecho de considerar en a) que el desplazamiento hacia el norte es positivo y hacia
el sur es negativo es sélo una convencién. Anédlogo para b).

Ejemplo 4.
Se pueden describir situaciones que son opuestas:

(a) Ganar 13 kg= 13
Perder 13 kg =-13

(b) Recibir $100= 100
Gastar $100= -100

Ejemplo 5.
Los nimeros enteros pueden denotar cambios:

(a) DE TEMPERATURA

En la tabla se consigna la temperatura en grados centigrados de una ciudad
durante diferentes horas del dia:
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HORA | TEMPERATURA | CAMBIO

3 -9

5 -6 -1

7 -6 0

9 -4 2

11 0 4

13 3 )

15 8 3

17 6 -2

19 3 -3

(b) DE POBLACION

CIUDAD 1970 1980 CAMBIO
Prolifica | 530.000 | 580.000 50.000
Fantasma | 40.000 3.000 -37.000

12. (a) En cada uno de los siguientes casos, describa la situacién opuesta y asignele
un numero entero:
i) El precio aumenta $49.
ii) La temperatura desciende 25 grados.
iii) La pérdida de un metro.
iv) La reduccién de $40 en el salario.
v) 43 personas mas.
(b) Describa cada situacién con un niimero entero:

i) Volando a una altitud de 10.000 m.
ii) Bucear a una profundidad de 25 pies.
iii) La temperatura durante el dia en la Luna es de 127°C sobre 0. La tem-
peratura nocturna en la Luna es de 173°C bajo cero
iv) El mercurio se solidifica a 39°C bajo cero y entra en ebullicién a 357°C
sobre cero.
13. Siendo N el conjunto de los nimeros naturales y Z el conjunto de los ntmeros

enteros. Efectuar en cada caso las operaciones indicadas y decir si el resultado
pertenece a N o si pertenece a Z. Ademas en cada caso representarlo en la recta

numérica.
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(d) 3—4—[-5+2— (7—4) +5]
() ~{8—[3=T7+5+(-3—2)]}

Dado un ntimero entero a se define el valor absoluto por:

la|= a, ifa>0;
YT\ —a, ifa<o.

POR EJEMPLO: Si @ = 3 |a|= |3|= 3 pues 3 > 0. Si a = —3 |a|= |-3|= 3 pues
-3<0

Observar que cualquiera sea el nimero entero (positivo o negativo) a, el |a|> 0 . ‘

El concepto de divisibilidad para nimeros naturales se extiende al conjunto de los
nimeros enteros.

Dados dos enteros a y b, b divide a a si existe el nimero entero ¢ tal que b-c=a ‘

Con similar significado que en N se utilizaran en Z las expresiones es maultiplo de ...
, es divisor de ... , es divisible por ... . Resulta que —5 divide a 5 pues —5-(—1) = 5.

50 es multiplo de 25 pues 2 - 25 = 50.

En la teoria de los niimeros enteros se puede demostrar el siguiente teorema, llamado
Teorema del Algoritmo de la Divisién.

Dados dos enteros a y b, siendo b no nulo existen dos nimeros enteros ¢ (cociente)
y r (resto) que verifican a =b-c+r con 0 < r < |b|

El cociente y el resto son unicos en estas condiciones

. Analice si son numeros naturales o enteros:
(a) [12—(7—13)]:8

(b) =[-3+1—(—-3+1)]:20

(c) =[2-B3=T7)—6-(11—-4)]:(2-7)

Un nimero entero se dice primo si tiene exactamente cuatro divisores.

Por ejemplo:

3 es primo pues los tnicos divisores son 3, —3,1, —1.

1 no es primo pues sus tnicos divisores son 1y —1.

0 no es primo pues todo entero divide a 0 (compruébelo)

—120 no es primo pues algunos de sus divisores son 2, —2, 3, —3, 1, —1, 5, —5.
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15. (a) Factorear los siguientes niimeros como producto de niimeros primos: 284, -325,
121, -1000, 20.
i Puede hallar otra factorizacién similar de cada uno de ellos?

(b) Calcular el Maximo Comun Divisor entre: 24 y 16, 49 y 21, 126 y 248, 45 y 21.

(c) Para los mismos pares de b) calcular el Minimo Comun Muiiltiplo.

1.3 Numeros Racionales

Se ha definido la divisién de niimeros enteros como la operacién inversa de la multiplicacion
de enteros. Calcular 12 : 4 es hallar un nimero entero que multiplicado por 4 de como
resultado 12. Entonces 12 : 4 = 3 puesto que 4 - 3 = 12.

En cambio la divisién 4:12 no puede efectuarse en Z, pues no hay un ntmero entero
que multiplicado por 12 de cémo resultado 4 (cualquier negativo multiplicado por 12 dard
por resultado un ntimero negativo; 0-12 =0; 1-12 = 12 y cualquier otro niimero natural
al multiplicarlo por 12 da como resultado un nimero mayor que 12).

Tampoco es resoluble en Z (-3):7. jPor qué? Expliquelo.

Por lo tanto la operacién de dividir no es siempre posible en el conjunto Z de los
nimeros enteros. KEsta imposibilidad conduce a ampliar el conjunto Z, definiendo un
conjunto en que la division sea realizable en el conjunto.

Por ello se introduce para cada nimero entero no nulo a¢ un nimero llamado
inverso de a. Ampliando a la vez la definicién de producto y estableciendo la
propiedad del inverso:

para todo a no nulo.

Se considera que

Que se anotaran - y - respectivamente.

Sean a y b ntmeros enteros, b # 0. Un numero racional es un nimero de la forma

a
—=gqg-—o0seaesa:b
b b

a .y .
— es una fraccién con numerador a y denominador b.

Llamaremos Q al conjunto de todos los niimeros racionales es decir:

Q:{% : aybelementosdeZ@/b?ﬁO} :
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Resulta que la operacién 4:12 es realizable en Q pues 4:12 = 4/12.

Analogamente,S:?zgpues2-7:---:3
1

En forma similar 3 : (—2) :3-—2 = —; pues

3 1

__2.<_2):3.__.(_2):3.1:3,

Recuerde que 0:3 = 0, luego 0/3 = 0. ;{Si a 3 lo reemplaza por cualquier otro nimero

no nulo qué pasa?

COMENTARIO:

Los ntimeros enteros son abstracciones del proceso de contar colecciones finitas de

objetos. Pero en la vida diaria no es suficiente poder contar objetos individuales, sino que
también es preciso medir magnitudes tales como longitudes, areas, pesos, tiempo, etc. Las
medidas de estas magnitudes llevan muchas veces a subdivisiones pequenas que llevan a
la aritmética més alla de los niimeros enteros.

Ejercicios

16.

(a) Justificar que los nimeros obtenidos en los ej. 13 y 14 son nimeros racionales.

(b) (Es cada nimero natural un nimero entero? ;Es cada ntimero entero un
numero racional?

En Q se definen las operaciones de suma y producto, con la pretension de que las
propiedades de estas operaciones en Z se conserven.

Recordemos que dados los niimeros racionales

a ¢
b Vou

(observar que esto significa que a, b, ¢ y d son nimeros enteros con b y d ambos no

nulos)
_a-d+b-c (4)

Lc
d b-d

SalS

Y que

c a-c
= B
d b-d (B)

S e

Por ser (A) y (B) razones de ntiimeros enteros con denominador no nulo ({por qué?),
resultan la suma y el producto cerrados en Q.

Asi:

1 2:5+3-1 1043 13
5 3-5 15 15
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—_1+1 ~ —1-346-1 =346 3

6 3 6-3 18 18

5 +1 52+ (=2-1 10-2 8
(=2) 2 (-=2)-2 -4 -4
—_2+g B —2-3+3.2_—6+6_9_O
3 3 3.3 9 9
2 2

_— —_ = ?

—3+3 '

. p . a c . . p .
Se dice que los niimeros racionales — y — son equivalentes si y sélosia-d=10-¢

b d

Asi por ejemplo:

8
— equivalente a - 2

2 1 -3

—esa-ya—

637"

Haciendo abuso de notacion escribimos que
8 2 —2

-4 -1 1

r 2 -3

3 6 -9

Aceptaremos que el resultado de una operacién entre niimeros racionales no se mod-
ifica si reemplazamos uno de ellos por otro que le sea equivalente. (la demostracién
de esta afirmacion no la haremos acd)

Por lo dicho: ib = _T para a y b enteros, b # 0
., a a a-b+(=b)-a 0 a —a a-b+b-(—a) O
Ad — - = = —= - _ = — _ =
omas Ty b =0 3t b b p =0
a —a a a
Luego = es el opuesto de 7 lo podemos denotar como ~3

Asi por ejemplo el opuesto de R es = que ademas es igual a —%
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NOTACION: ntimero mixto

3
Es til en algunas situaciones anotar 3 como T esto significa

1 3
34-="2
571

1
5 5 5

6 ) ) a
=3 56" 1, resulta entonces que si a # 0 el inverso de — es
-b

=—=1
b-a

2
Si realizamo 3
a b
—, pues — - —
a p b a

12 2
17. (a) Halle el inverso de los siguientes nimeros: —2, 2, 5w T con a # b.
a —
(b) Realizar las siguientes operaciones y decir si el resultado es un n® natural,
entero y o racional:

i) 1_ 2_§_ 34_1 + 1_1_§ +2

2 |7 1 \19 177 1

2 1 3 5 1 1 2 11
i) S |—c+1-(2- 2= ol (-142) -2 2=
i3 { 2" (4 12 2) } 4 ( +3) 6 4

18. (a) ;Cudl es el error en el siguiente ejercicio?

4+18 12+6 12418 12+ 18
- =5 ues =
3 3 P 3 3
Porlotanto4—2:6_§
3 3
Por lo tanto 2 - 2—§ =3. 2_9
3 3

2=3

(b) Verificar las siguiente desigualdades:

1 1 1 1
2——(4-2 2——).(4-=
12 1 3 7
3773y )

3 15
Lo (3 5,

iii. 5 (2 8)7&10 0
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Orden en Q

a c a c
Dados dos racionales 7 y p con b,d > 0 diremos que 7 es menor o igual que p y se

anotara

%ggsiysolosia-dﬁb'c

a . . . a . &
Dados 5 y — numeros racionales con b, d > 0, diremos que 5 es mayor o igual que 7

c . , .
lo anotaremos — > — siy sélosia-d>b-c

Asi resulta = <
5 7
—3 < —3 bues (=5)-3<2-(=7)

N~ ol o

d
3
Zpuesl-4§2-3
)

Los racionales positivos son los nimeros racionales mayores o iguales que 0.
Los racionales negativos son los niimeros racionales menores que 0.

Los ntumeros racionales son representables en una recta. Para ello se procede de
manera similar que para la representacion de los niimeros enteros, considerando so-
bre una recta dos puntos arbitrarios O y U que representan a 1 y 0 respectivamente.

Hacia la derecha del punto 0 se representan los racionales positivos, hacia la
izquierda de 0 los racionales negativos.

Si el niimero racional es negativo se considera el equivalente como denomiador positivo

. 3 — . : ,o.a ,
(por ejemplo = T) La representacion puede realizarse asi: si 7 es el nimero a
representar, se considera la subdivision de la unidad (longitud del segmento OU) en b

partes iguales, luego cada una de esas partes equivale al nimero 7

Luego considerar a veces i es decir a - ;= % mediante la regla del paralelogramo.

a 3
Por €j lo, si — = -
or ejemplo, si o = -

O U

| | | | |

| | | | |

o L 2 3

4 4 4

Ejercicios
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19. Ordenar por la relacién < y representar.

67 Y 5’ Y 27

I\ZI'OJ

\EI'OT

»lil@
o

20. Dados —3 y 5
(a) Reemplazar m por nimeros enteros de modo que sea verdadero —3 < m < 5
(por ejemplo sim =0, —3 <0 <5 es cierto).
(b) ;Por cuantos valores enteros puede reemplazar m? Haga un gréfico de esa
situacion.
21. Dados los nimeros —3 y 5
(a) Remplazar m por numeros racionales de modo que sea verdadero que —3 <
m <9 1 1
(por ej. sim = 3 -3 < 3 < 5 es cierto).

1 2
(b) Observar que m = 3 6m = 3 son valores para los que resulta —3 < m < 5

verdadero. Representar la situacion en la recta numérica.

(c) Halle algin otro valor racional entre = y 5 para el que también resulte ver-

dadero. ;cuantos puede hallar?
(d) ;Hay una cantidad limitada de nimeros racionales m entre —3 y 57
22. Demostrar la propiedad: entre dos numeros racionales distintos hay otro

numero racional.

a c
Solucién :Siendo p y ¢ nimeros racionales p = FYa=7. siendo a, b, ¢y d nimeros

enteros con b y d no nulos. Se pueden considerar by d > 0 (;por qué?)

Bl ut p+q 1 <a+c> 1 a-d+0b-c a-d+b-c ,

numero =—.|[=4+=) = = = es un nudmero
2 2 b d 2 b-d 2b-d c

racional (justifique) y lo llamaremos ¢. Ademds se cumple p < t : — < — por

b d
hipétesis, es decir a-d < b-cluego a-d+a-d < a-d+b-c (por monotonia de la

suma) es decir 2ad < a - d + b - ¢, como el nimero 2bd > 0
2a-d a-d+b-c

<
2b-d 2b-d
a a-d+b-c ,
Pero: p = 7 < ECT S t Como queriamos ver.
Demuestre que también que t < q.

por monotonia del producto.

Consecuencia de esta propiedad es que entre dos nimeros racionales distintos
hay infinitos nlimeros racionales. ;Por qué?
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Intuitivamente: cualquiera sea el segmento que se considere en la recta represen-
tativa de QQ, por pequeno que sea, hay infinitos puntos que representan nimeros
racionales.

Los nimeros racionales también se pueden expresar en forma decimal. Si el nimero

a . c ey . . a
es o se realiza la divisién de a por b en el sistema decimal, y 5 Se expresa :

i) O bien como un nimero decimal finito, si se llega a un resto 0, por ejemplo:

1 3
==0.5; - =10.375
2 ’ 8

ii) O bien como una expresién decimal peridédica. En efecto, si al dividir a por b
no se obtiene resto 0, como los sucesivos restos son todos menores que b (b es
un n finito), llega un momento en que uno se repite y, a partir de él, se repiten
las cifras del cociente. Por ejemplo:

5 _
Z=166---=16
3

% = 0.142857142857..... = 0.142857

23. (a) Pasar a la forma decimal:
5.4 8w
2’ 5 4 6
(b) Verificar las siguientes desigualdades y representar:
a)§<§; b)}l—§<1—§; 0)0.33<%; d)%<0.34
24. Observar que si m = 0.a@ (que es igual a 0.aaa . ..) entonces 10m —m = a o equiv-
alente m =

9

— b
Observar que si m = 0.ab (0.ababab...) entonces 100m — m = 2 equivalente

99
_ab

m = —
99

S b
Si m = 0.abc(0.abcabeabe . . . ) entonces 1000m — m = abe o equivalente m = ane

999

(a) Piense qué ocurre si m = 0.ab...n con n digitos en el periodo.

(b) Encontrar una expresién fraccionaria para 0.73.

25. i) Pasar a fraccién:

2,13: —3.125; 0.0351
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26.

27.
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ii) Resolver:
a) 0.5— 0.2+ 1.3 — 0.429 - (—999)
b) (0.25 + 0.34) - 99
(0.72- 90 — 6)

Compruebe que 0.9 = 1

SOLUCION : De acuerdo a lapropiedad demostrada en el ejercicio 1.29 si 0.9 < 1
(0.9+1)

existe otro nimero racional ¢ = entre ambos.

Pero 1.9:2 =0.9.
Luego NO HAY UN NUMERO RACIONAL ENTRE 0.9 Y 1 por lo tanto son
iguales.

RECORDAR QUE : el 1 por ciento de una magnitud m se anota 1% y es To0 Y r
por ciento de una magnitud lo anotamos r% y es T1.07(;L' Por ejemplo el 3% de 25 es

3-25 3 18- 284
00 — 1= 0.75; el 18% de 284 es

Se estima que a la edad de 18 anos las personas alcanzan su altura méxima. La
siguiente tabla permite estimar esa altura.

=51.12

PORCENTAJE RESPECTO ALTURA TOTAL

EDAD | VARONES | NINAS
1 ano 43 45
2 ano 50 52
5 ano 62 66
10 ano 78 83
12 ano 84 91
13 ano 88 96
14 ano 92 98
15 ano 95 99

., Cémo se interpreta la tabla? Un varén a los 5 anos tendra una altura de alrededor
el 62% de la que tendra a los 18 afios. A los 10 anos una nina tiene aproximadamente
una altura del 83% de la que tendrd a los 18 anos. Estimaremos la altura de Pedro
a los 18 anos. Si a los 14 anos es de 168 cm.

Llamaremos h a la altura de Pedro a los 18 anos, 168 cm. Es el 92% de h, es decir

92-h

1 = —
08 100
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92
~ 100
168
o 168 -100
1 h=-2 = >~ 182.61
Heso 100 92
La altura posible de Pedro a los 18 anos serd 182.61 (hemos aproximado con dos

decimales).
28. Usar la tabla dada en 18
(a) Estimar la edad en que un varén alcanza:

2
i) 3 de su altura total
ii) el 80% de su talla total

(b) Estimar el porcentaje, respecto a la altura que tendra a los 18 anos, para una
mujer que tiene 6 anos. ;Cual es para el varén?

(c) ;Cuél es la expectativa de altura de un nino que a los 5 afios mide 90 cm?
,Cudl serd la altura de Gloria a los 18 afios si a los 12 mide 1,45 m?

En los nimeros racionales se define la potencia de exponente natural como:

si p=a, a#0

1
p-pvt, conn>1
0 paran>1

pO
pn
st p=0, p"

n

OBSERVACION IMPORTANTE: resulta que si p # 0 p" = Z—n para n natural. Y

NO se define 0° por ello se dird que es una indeterminacion.

a
Para el caso p # 0, se define la potencia de exponente entero negativo. Si p = 7

b —m
con a # 0y m es entero, m < 0 p™ = (—) . Observar que —m es natural.
a

Analice que en caso de estar definidas las potencias que se mencionan a continuacion
se satisfacen las igualdades propuestas:

mo . m

(p-q)"=p""q

()" =p™" (1.3.1)

;,Cuadles restricciones debe hacer? ;Cémo deben ser m y n?
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(-2) 3+ (-2 o
CES RE SRR (_1_73)] (1)
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31. Verificar las siguientes desigualdades:

(a)
(b)

(¢) i Qué se puede concluir a partir de a) y b)?

(d)
2572 7& 25 - 22

()] #5
(D]

a*  3a%b 50 1

(e)

32. Hallar el valor numérico de la siguiente expresién: — — — — — para
4 6 3a b
(a) a=1, b=—-1
(b) a=1, b=1
(c)a=3, b= 32
__1 p_5
(d) a=—3 b=3
3
33. Idem el ejercicio anterior pero para la expresion: 3ab™? + 2a73b + 22b 5 con los
a—2b-

valores de a y b dados en cada caso

OBSERVAR que para algunos nimeros racionales p tiene sentido (con esto signifi-
camos que es resoluble en Q) preguntarse cuél es el nimero s tal que s* = p; o cudl
es el nimero t que t° = p. De existir, al s lo llamaremos raiz cuadrada de p y al ¢
lo llamaremos raiz quinta de p.

En general para cualquier nimero natural n, n > 1 llamaremos raiz n-ésima de
p, si es que existe un numero racional s tal que s = p.

Se anotara
Vp=s
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EJEMPLOS
Como (—2)? =22 =4 , entonces 2 y —2 son ambos raices cuadradas de 4.
v/0.064 = 0.4 pues 0.4% = 0.064

V1 = 1y también v1 = —1 pues (—1)* = 1* = 1. Anotaremos v/1 = %1 para
indicar que vale 1 y también —1.

8 2 2\* 8
o7 — 3 PU®\3) Taor

La operacién de radicacién es una operaciéon parcial en Q pues no estda definida
para todo nimero racional. Mas adelante se justificard que v/2 no tiene solucién
racional.

34. Distancia de frenado

(a) La distancia de frenada para un automdvil que transita sobre pavimento seco
2

v
se estima por la férmula d = — donde d es la distancia medida en pie (1 pie =

0.30 m.) y v es la velocidad en millas por hora (1 milla = 1600 m). Mediante
esta férmula estime la distancia para:

v="50km/h, wv=T70km/h, v=100km/h, v =150km/h

(b) La distancia de frenada en el caso que el automévil circule sobre piso mojado
. ’ /U2
se estima por la férmula d < 5 con d y v como en el caso a).

Mediante esta férmula estime la distancia de frenado para:
v=>50km/h, v=T70km/h, v=100km/h, v=150km/h

Cuidado con la Huviallll

(c) Cudl es la velocidad v (en km/h) en que se desplaza un automévil sobre pavi-
mento seco si la distancia de frenado es:

d=3630m, d=120m, d=120m

(d) Anélogo si considera que transita por piso mojado.

1.4 Numeros Reales

Ya se demostré que los puntos representativos de los niimeros racionales estan “muy
préximos” sobre la recta (en todo segmento por pequenio que sea, hay infinitos puntos
representativos de los niimeros racionales), este hecho podria llevar a considerar que todos
los puntos de la recta queden representados por los niimeros racionales, pero no es asi.
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También se ha destacado que todo niimero racional a/b se expresa de manera dnica
como numero decimal con un n° finito de cifras periédicas. Es inmediato que se puede
considerar un n° decimal con infinitas cifras no periédicas, este niimero asi construido
no resultard racional. A estos numeros se los llama IRRACIONALES (no son razén de
n° enteros) y se los denota por la letra I. Esta claro que pueden construirse infinitos
n° irracionales. Es demostrable que v/2 = 1,4142... es un n° irracional. De acuerdo
al teorema de Pitédgoras v/2 es la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo
cuyos catetos miden 1 de longitud. Luego hay segmentos cuya longitud esta dada por n°
irracionales, v/2 es un ejemplo. Con regla y compés por ejemplo esas longitudes se pueden
trasladar a la recta determinando sobre ellas puntos representativos de n° irracionales.

Si se quiere que exista una correspondencia mutua (1 a 1) entre n°, de una parte, y
puntos de la recta, de otra, es necesario introducir los n° irracionales.

También es irracional m = 3,141592... (constante de proporcionalidad en cualquier
circunferencia entre su perimetro y su respectivo didmetro), que se ha demostrado que no
surge como raiz de ningun indice de ningin nimero racional.

COMENTARIO:

La existencia de un segmento inconmensurable (es decir que su longitud no es expresable
como razén de numeros enteros), o lo que es equivalente la existencia de nimeros irra-
cionales, fue descubierta por los griegos, posiblemente en el siglo V A de C. Es un acon-
tecimiento cientifico de gran trascendencia que dejé profunda huella en la Matematica y
Filosofia desde entonces. En el siglo pasado Dedekind, Frege, Cantor y Weierstrass con-
struyeron una teoria rigurosa de los nimeros irracionales. Es tema de estudio del Analisis
Matematico.

Todas las magnitudes medibles de que se hace uso en la practica y en la ciencia aplicada
pueden ser expresadas mediante niimeros racionales con suficiente grado de aproximacion.
La precisién de los més perfectos instrumentos de medida no sale del campo de los niimeros
racionales.

Se llaman numeros reales aquellos niimeros que son racionales o irracionales. El con-
junto de todos ellos lo anotaremos R. Intuitivamente se puede aceptar que son los nimeros
que representan las longitudes de los segmentos.

Se definen en R suma y producto, resultando tener iguales propiedades que las que
esas operaciones satisfacen en Q. La justificacion rigurosa de estas definiciones se hace en
un curso de Analisis Matematico con el concepto de limite.

Es ttil dar la definicién de valor absoluto R (esta definicién se hace de modo que
coincida con la definicién dada anteriormente para aquellos ntimeros reales que también
sean enteros):

lal= a, ifa>0;
= —a, ifa<0.
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Asi

1
2= |—2|=2, ' :‘"‘:Z’ |—0,271...]=0,271...

OBSERVACION: El |a| se puede interpretar como la longitud del segmento PO
siendo P el punto que representa el niimero real a. Por ejemplo:

P P
| |
1 |

|
[
—a 0 a

2= [-2|=2

Ejercicios

35. (a) Decir cudles de estas afirmaciones son falsas y cudles verdaderas:

8| |8
9|=9; ‘_5':’3 . 10,27]> 0,27 |—234,18|> 234,18 ;
2 _|_2|. |_2|. 2
3 37 | 3|73

(b) Para cada nimero que sigue dar otro que tenga igual valor absoluto:

1
3,2; —2,85; Z; —0, 58

(c) Evaluar las expresiones:
[—4l+=8]5 =31+H1915 1= V3Vl 1=+ (=8)] s [-3+1

(d) Sia=23;b=—16c=-5-1d=3.

evaluar:

(S]]

1

2

lal+|b]+|c]; a+(=b)+lc|; a+d+|c[; —(a+]c|)+d; la||b]|c|;
la-b-c|; [b+c|+|d

(e) (Es |a+ b|=|a|+|b|? Justifique
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(f) Dé 5 numeros reales que verifiquen |a|< 3,25. ;Cudntos hay?

Respecto de la radicacion es importante destacar lo siguiente:

La radicacién de indice impar n esta definida para todo real r (es decir {/r existe
en R).

Para el caso de indice par n,/r es un real sélo en el caso que r sea un nimero
real > 0.

Pues observe: Sia esreal a®> =a-a >0

(Sia=0:a-a=0-0=0

Sia>0: a-a>a-0;por monotonia del producto, por consiguiente a? > 0.
Sia < 0;a-a>a-0 por monotonfa del producto, por consiguiente a® > 0)

36. Pruebe que si n es par (n = 2k, para k nimero entero) entonces a™ > 0 para todo
nimero real. (sugerencia: use la observacién anterior).

37. Pruebe que si n es par (n = 2k para k numero entero) entonces a” = (—a)"

Los dos ejercicios anteriores permiten afirmar:

Si n es par:

Sir > 0,/ry —</r son ambos raices n-ésimas de r. Sir =0, 0 es la tinica raiz
n-ésima de 7.

Sir < 0, r no tiene raiz n-ésima real.

Justifique plenamente lo inmediatamente anterior.

38. (a) Compare cada uno de los nimeros 7 1; 25 con sus respectivos cuadrados.

(b) Compare esos mismos numeros con el valor absoluto de sus respectivas raices
cuadradas.

1
(¢) Compare _5; —1; —3 con su respectivo cuadrado.

Solucién:
(a) 1\N? 1 . 1\2 . 1
a — — —— entonces — —
4 16 4 4
12=1

(25)? = 625 entonces (25)? > 25
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1 1
(b) y/= = —=y = entonces

\/T
4 27 9 4

V1=1y —1 entonces |[V1|=1

>1
4

V25 =5y —5, |V25|= 5 entonces |[v/25|< 25

© (-1 ! . 1\* .

¢c) [—=) == entonces | —= —=

3 9 3 3
(—1)*> = 1 entonces (—1)% > —1

(—3)? =9 entonces (—3)* > —3

En este ejemplo se comprueban las siguientes propiedades (si desea demuéstrelas):

(a) Si
7 es un numero real positivo y r < 1 entonces r? < r
r = 1 entonces r? = r
r > 1 entonces r? > r

(b) Si
r es un nimero real positivo y r < 1 entonces /1 > r
r =1 entonces /7 =r
r > 1 entonces \/r < r

(c) Sir es un nimero real negativo entonces r? > r

39. Intercalar >, =, < en [ de modo que resulte verdadero:

4
255, vooo , —voogo, V101,

16 1
,/56556, —v650O0, 501, 81081 .

40. Considerar la operacion r - v/r + 1 para los casos que siguen e indicar para cada
caso si pertenece a N, Z, Q, R o a ninguno de ellos. De ser posible calcular el valor
numérico:
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OBSERVACION: en los ejercicios de calculo para las raices de indice par considerar

el valor positivo. Es decir se sabe que v/4 es 2 'y —2 pues 22 = (—2)% = 4, pero
para resolver V4 + 3 se considerard V4 +3=2+3 =5.

V6,25 — 0,03 - ¢/0,027
0,02 - ¢/0,001 + /0,36
V0,25 0,75 + 271

=]
T aE: V2T
(c) \/1/7-343: NeT?
(V1225 — v/625) - 1/1/10 - /4000

() T
V5

42. Comprobar las siguientes desigualdades:

41. (a)

(b)

S

a) V36464 #6+8 b) V144 +25 #12+5
43. Hallar el error en las siguientes “demostraciones”:
(a) Sea a cualquier nimero racional entonces a = —a
Demostracién: a’* = (—a)?
Va2 = v/(—a)?

pero vVa? =ay \/(—a)?=—a ,luego a = —a
(b) Sea b un niimero racional cualquiera, entonces b = 1
Demostracion:

b—1=—(1-1)

por lo tanto

(-1 = (1-b)

b—1 = 1-0
b+b—-—1 = b+1-0
26—-1 =1
2b—-14+1 = 1+1
2b =

i
2 = =2

2

1
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44. Calcular:

(a) 2+V3)-(2-V3)y (2-V3) (2-V3)

2+V3)-(2-V3) = 2:-2+2(-V3)+V3-2+ V3 (—V3)
T

distributiva del producto en la suma en R
2
4 2/34+2V3— (\/5) —4—-3=1 spor qué?

(2—x/§)-(2—\/§):2-22+2(—\/§)—\/§-2+(—\/§)-(—\/§)
:4—2\/5—2\/§+(x/§> — 4 4/34+3=T7-4/3

(b) Racionalizar denominadores significa cambiar una fraccién que tiene en su
denominador nimeros irracionales de la forma

Sroso s+

por otra fraccién equivalente con denominador racional. Racionalice las sigu-
ientes expresiones:

) V284 V14 VT 24 VIAVT (VT 24 (VT V2)) VT

- e (VP
WP (WP VD) T2+ (VD s
7

7
g L 1 VE1 V5 +1 B+l VBt
V-1 VB-1 Vh+1l (Var-vhivh-1 5-1 4

Observar que a los efectos del cdlculo se ha considerado |1/r].

Se pretende definir en R la potencia con exponente fraccionario m/n. Resultard una
operacién parcial, es decir no resultara definida para todo r real.

Sea r un numero real. Se establece que si m es un n entero y n un n natural mayor
que 1:

m
— n
n — rm

r

en el caso de existir la expresion del segundo miembro.

m
En el caso de n =1 es — = m y ya se sabe calcular.
n

Ademads todo n fraccionario m/n es equivalente a uno con denominador positivo.
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. Por qué resulta una operaciéon parcial en R? Explique cuando no estd definida.
Analice los siguientes ejemplos:

9} _ ¥t =V2.8=v2V8=2-V2
(5 (2)- (2 B () %
25 25 4 4 4 4
:,/12 i% ,POR QUE?
_1 _ 4 (L 2—i1 POR QUE?
7 T
HED RN % ’/_37 ;NO TIENE SOLUCION EN R.

45. Calcular

o o3t [ ()

O ,
© 3 48 T Y
@ 1+2\/§ 1—63—8] +[8—332s]
o 1w
1= (a0 G

46. Calcular y expresar con exponente fraccionario:

\/_ \/_ 2 2 (llevar a comun idice)

\/ ' / a, b son numeros reales no nulos fijos.
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47. Teniendo en cuenta la propiedad: Si a y b son numeros reales positivos entonces
a>bsiysélosia® > b?

(a

(b

(c

(d

.es verdadera o falsa la ecuacion V2 > /3?7

Ordenar 2v/2 y V5

Idem 34 2v2y 3++5

Idem v3- (3 +2v2) vy V3- (3 +5)

(e) Idem 1/ V2y1v3

(f) Idem 1v2+1/v3 y 1//6

48. Las letras a y b representan nimeros reales cualesquiera fijos. ;Cuédles de las sigu-

ientes igualdades son verdaderas y cudles falsas?. En la udltima situacién dar un
ejemplo que avale su respuesta.

e

f

~— — ~— ~— ~— —

a) (ab)? = a?b? b) (a+b)? = a®+2ab+?
¢) (a—0b)? =a?— b d) (a/b)? = a®/b?
e)(a+b)(a —b) = a® — b*

a y b son tales que las raices estan definidas

f)Vat+b=va+vbg) \J§=Y b#0h) Vab= Jai/b.

Lista de ejercicios sugeridos

Ejercicios 2-5, 10-11, 13-15, 17-18, 20-22, 29-31,32a),32.¢), 39-40, 41.a)-41.c), 42-46



Chapter 2

Ecuaciones

Este capitulo trata un asunto de central importancia. La resolucion de ecuaciones, sis-
temas de ecuacione e inecuaciones, son un tema recurrente que aparecerda en todas las
instancias de la carrera. El objetivo de este capitulo serda que el alumno sea capaz de
tomar un problema, reescribirlo en forma de ecuaciones y ser capaz de resolverlo, enten-
diendo en qué situaciones le problema tiene solucion, y en particular si tiene una o varias
soluciones. En este tltimo caso ser capaz de seleccionar aquellas con una interpretacion
fisica.

La resolucion de ecuaciones requiere tener un buen manejo de manipulaciones alge-
braicas: operaciones con fracciones, potencias y raices, por ejemplo, son elemento fre-
cuente y por tal motivo esperamos que a esta altura haya sido capaz de haber transitado
satisfactoriamente el capitulo anterior.

2.1 Resolucion de Ecuaciones

2.1.1 Introduccion

En muchas ocasiones tratamos con situaciones en las que se nos presentan cantidades,
medidas, etc., relacionadas de cierto modo. Esto llevd, con el correr del tiempo, a que
los matemaéticos llegaran a la idea fundamental de las ecuaciones: introducir cantidades
desconocidas y considerarlas como niumeros, a fin de averiguar sus posibles valores. A este
procedimiento de encontrar los posibles valores de una incégnita, lo llamamos resolver
la ecuacion.

Aclaremos un poco lo dicho anteriormente con un ejemplo:

“Un deportista arregla su pago anual de la siguiente forma: 20.000 pesos y un auto.
Luego de siete meses, rescinde en contrato con el club, y recibe como pago total el auto
y 4000 pesos. ;Cual es el valor del auto? ”

La cantidad desconocida es el valor del auto; utilicemos para denotar esta cantidad

desconocida, la letra “c”. Este c es el nimero a encontrar.

¢+ 20000 ¢+ 20000

12 es el sueldo mensual prometido; 7 - B es el sueldo por los 7 meses

37
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trabajados; ¢ 4+ 4000 es lo pagado por esos 7 meses.
Por lo tanto, el precio ¢ del auto debe verificar la siguiente ecuacion:

7. C20000 00,
12

El problema queda entonces reducido a encontrar un niimero ¢ que verifique la igualdad
anterior. Es por esto que es interesante y necesario desarrollar métodos que permitan
resolver las ecuaciones. A este estudio, que ha sido desarrollado durante muchos siglos,
se lo llama Algebra.

El propodsito de este capitulo es el estudio de los métodos de resolucién de cierto tipo
de ecuaciones, asi como su aplicacién a la solucion de problemas de muy diverso origen y
motivacién.

2.1.2 Ecuaciones Lineales

Comenzaremos, a modo de ejemplo, por averiguar cuanto valia el famoso auto. El pro-
cedimiento basico para tratar una ecuacion esta basado en la idea, ya mencionada, de
tratar la incégnita como un nimero desconocido que se quiere identificar. Por esto es
que trataremos las ecuaciones como igualdades entre niimeros. En particular podremos
utilizar las siguientes propiedades, que deberian ser evidentes:

e “Sumando (o restando, que es lo mismo que sumar un nimero negativo) un nimero
a ambos miembros de una igualdad, se obtiene otra igualdad”;

e “Multiplicando ambos miembros de una igualdad por un mismo niimero, se obtiene
otra igualdad”;

e “Dividiendo ambos miembros de una igualdad por un mismo niimero (no nulo), se
obtiene otra igualdad.”

La tercera propiedad y la sequnda son en realidad la misma, porque dividir por un numero
es lo mismo que multiplicar por su inverso.

Utilizaremos estas reglas para transformar la ecuacion en otra de resolucién mas sen-
cilla. La idea es, por supuesto, dejar de un lado de la ecuacién la “c” sola. Entonces,
multiplicando ambos miembros por 12, tenemos:

12 - (¢ 4 4000) = 7 - (¢ 4 20000),

que tiene la misma solucién que la ecuacién original. Ahora distribuimos, en cada miem-
bro, y nos queda
12¢ + 48000 = 7c + 140000.

Restando 48000 a ambos miembros,

12¢ = Te 4 92000.
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Ahora restamos 7c¢ a ambos miembros:
5c = 92000.

Finalmente, podemos dividir los dos miembros por 5, para obtener
c = 18400,

que es el precio del auto. En caso de duda, podemos verificar que el precio del auto de
18400 pesos satisface las condiciones que planteamos en el problema, o lo que es lo mismo,
reemplazando ¢ por 18400, vemos que los valores de los miembros derecho e izquierdo de
la ecuacion coinciden. Lo que hemos hecho, es aplicar a la ecuacion las operaciones
necesarias para “despejar” la incognita. Aclaremos una vez mas, que sélo es licito operar
con ambos miembros de la igualdad al mismo tiempo: en caso contrario no podemos saber
que seguimos teniendo una igualdad. Llamaremos ecuaciones equivalentes a aquellas que
poseen las mismas soluciones, como por ejemplo las que fuimos obteniendo en el ejemplo
anterior.

Esta ecuaciéon que surge del problema del auto, es lo que se llama una “ecuacién lineal”.
Son las ecuaciones que se pueden resolver completamente con las reglas ya mencionadas.
Tienen la forma

axr =0,

o una equivalente a ella, donde a,b son nimeros conocidos y = es la incégnita. Se las
llama “lineales”, porque la grafica correspondiente es una recta.

Ejercicios
49. Resolver las siguientse ecuaciones y verificar las soluciones obtenidas:

(a) 10 —2x=2—1
(b) 8s+xz—1=-2x+1

2 1
(c) gx—x:§$+1

r+1 x—1

=1
(d) ——+—3
(e)x+2:3$+1
2

r v x x+1

f— — —_ =
()2+3 6 4
(&) 2-2)B-2)=10-2)(5-2)
(h) 2z —2+1) =2z +1)> =3(2 —x) Resp.: —2
>x+2 dr 45 a:—|—2 Tx —8

(i Resp.: 5

3 6 6 9
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50. Despejar x en las siguientes ecuaciones:

(a) a —x=3(x—a) Resp.: . =a
a r+a 6—a

(b) §+x— 3 +1 Resp.: © = 1

(c)a;x+§:a Resp.: © = —3a

51. Se sabe que la ecuacion
2a—1)(z+1)+z=0a

tiene por solucion z = 2. ;Cudl es el valor de a?

Las soluciones de una ecuacion lineal
Si bien en todos los casos vistos hasta ahora siempre encontramos una tnica solucion,
esta no es la dnica alternativa, en general. Veamos algunos ejemplos.

1. Sea la ecuacion lineal

%(9x+2)—2x:$—2(5—2x>. (2.1.1)

Operando en ambos miembros, obtenemos

) )
b 1=2r-1
2:L'+ 2x 0,

5
y restando 5% a ambos miembros obtenemos
1 =—-10,

que claramente es imposible ! Para explicar esto, recordemos lo que dijimos en la
introduccion: z se considera como un numero a conocer; lo que hemos obtenido es
que si un cierto nimero x verifica la ecuacién original, tiene que ser 1 = —10. La
Unica interpretacion que tiene esto, es que un nimero x que satisfaga la ecuacién
no puede existir.

Es decir, que si la ecuacién 2.1.1 proviene de un cierto problema, dicho problema
no tiene solucién.

2. Consideremos ahora la ecuacion
r—2Bzx+1)=-5@x—-1)—-T.
Operando en ambos miembros:

—br —2 = —-bxr — 2,
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que podemos llevar a —2 = —2. El significado de que haya “desaparecido” la x y que
tengamos una igualdad vélida, es que la ecuacién no era realmente una condicién
sobre x: todo numero la verifica. Es lo que se llama una identidad.

Se puede verificar con bastante facilidad los tres casos que hemos visto son los tinicos
posibles para una ecuacion lineal: solucion tunica, solucion imposible, identidad.

Ejercicios
52. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) —x+3=-2x+2+7

35 1
b) 192 —dx = — — —(Tx — 2
(b) 19z — 4x 5 2(7x )
5 3
(c) 3(2—x)+1:—x+§(1—x)+x;_
2 1
(d) x+3—§(x—1) = §(x+5)~|—2
53. Clasificar las siguientes ecuaciones en x de acuerdo a los distintos valores de a, y
resolverlas
1—a .
(a) l—ax=a+=x Resp.: x:1+a81a7é—1
Imposible si a = —1

o . Jr=a+2sia#2
(b) a® —aw =4 -2 Resp.: { Identidad si a = 2
(c) az(a+1)=a(z+1)—x Resp.: = =

a?+1

2.1.3 Ecuaciones de Segundo Grado

La ecuacién
2 —4dr+1=0

no es lineal: la incognita aparece elevada al cuadrado, de una manera que no puede
eliminarse. A este tipo de ecuaciones se las llama de sequndo grado, o también cuadrdticas.

La dificultad que presentan estas ecuaciones estd en que las reglas mencionadas hasta
ahora son insuficientes para despejar x, como podra comprobar el lector si decide inten-
tarlo. El nuevo recurso que se utilizara en este tipo de ecuaciones es una técnica conocida
como completacion de cuadrados. Para ayudar a entender este método, recordemos la
“formula del binomio”:

(a+0b)* = a® + 2ab + b

Lo que haremos para tratar las ecuaciones de segundo grado sera utilizar esta férmula;
veamos como.
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1. La ecuacién

2 —4=0
es equivalente a
2?2 =4,
cuyas soluciones son z = V4 y x = —v/4, es decir 21 =2y z9 = —2.

Aprovechemos aqui para hacer notar que con frecuencia se utiliza la notacion x = +v/4. Es
importante que el alumno entienda que esto solamente significa que hay dos soluciones,
+V4 y —V/4, no una solucion “con mds menos”

. La ecuacion

(z+1)*>—4=0 (2.1.2)
es equivalente a
(x+1)* =4,
que admite dos soluciones: xr+1=2yx+1=—-2,0scax=1yx = —3.

. Sea ahora la ecuacién

22 —4dr+1=0.

Lo que mostraremos es que esta ecuacion también puede llevarse a una forma similar
a la de la ecuacién 2.1.2. Efectivamente, 22 — 42 puede verse como los dos primeros
términos del desarrollo de un binomio:

(r —2)* =2 — 4o + 4.

Tenemos, por tanto,
2 —dr = (v —2)* — 4.

Utilizando esto, podemos escribir
2 —dr+1=(r—-27—4+1=(z—-2)?*-3,
y obtenemos entonces una ecuacién equivalente
(r—2)*-3=0,
de donde vemos que tenemos dos soluciones,

:r—2:\/§, ya:—2:—\/§,

es decir que la ecuacién original tiene dos soluciones, z1 =2+ 3y 2, = 2 — V/3.

Notemos que si bien hemos dicho que describiriamos un método diferente al de sumar o restar

un numero de ambos miembros de la igualdad, al final esto es precisamente lo que hemos hecho;
la “diferencia” de este método, es que es menos obvio cudl es el niimero que hay que sumar ! De



2.1. RESOLUCION DE ECUACIONES 43

hecho, lo inico “nuevo” que hemos hacho ha sido tomar raiz cuadrada en el momento adecuado.
Para que esto quede mds claro, volvamos a resolver la ecuacion anterior,

22 —dx+1=0.

Como —4x debe ser el “doble producto” en el desarrollo del binomio, y sabemos que el primer
término serd x (por el x?), tenemos
2¢p=—4z,

de donde p = —2. Entonces sumamos (—2)? =4 a ambos miembros de la iqualdad:
2 —dr+4+1=4;
Por la formula del binomio,
(x —2)> 4+ 1 =4,
y ahora restando 1 de ambos miembros,

(x —2)*=3.

Ejercicios
54. Utilizando el método de completacién de cuadrados descripto, resolver las ecuaciones
siguientes:
(a) 22 +4x+2=0
(b) 22 — 162 +39=0
(c) 22 =10z +5=0
(d) 2> +x=1
) 202 —dx+2=4
f) (z—1(x-3)=1

(e
(
Foérmula General

El método que hemos mostrado es general, en el sentido de que sirve para resolver

cualquier ecuacién de segundo grado. Consideremos una ecuacién de segundo grado gen-
eral:

ar? +br + ¢ = 0.
Sacando factor comun a en los dos primeros términos,

b
a (x2 + ax) +c=0. (2.1.3)

Para que los términos entre paréntesis sean parte del cuadrado, necesitamos que —x sea
a

el doble producto:

—x = 2xp,
a
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de manera que

Podemos escribir
b? b?
402 4a?’
que introducido dentro del paréntesis en la ecuacién 2.1.3, nos da

b bQ_b2

y, agrupando,

O Ssea

Ahora es facil despejar x:

+b b2 4ac
T+ —] =—55—
2a 4q2

y extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros:

b b2 — 4ac
Zo_4gNvT
$+2a 2a ’

0 sea
_ —bE Vb —4ac
x = o i
Por la férmula que hemos obtenido, tenemos en principio dos soluciones. Pero la presencia
de la raiz cuadrada obliga a un analisis posterior.

Discusién de las soluciones de una ecuacion cuadratica
El ntimero b? — 4ac, se llama el discriminante de la ecuacién, debido a que es quien
“decide” como se comportan las soluciones:

— Si b? — 4ac > 0, entonces hay dos soluciones distintas:

—b+ Vb? — 4dac

= 2a
y
—b —Vb? — 4dac
To — .

2a
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— Si b? — 4ac = 0, entonces hay una tnica solucién:

—b

r=—.
2a

— Si b° — 4ac ntonces ningin numero r u r solucion uacion
Si b® — 4ac < 0, entonces ero real puede ser solucién de la ecuacio
(porque todo nimero real elevado al cuadrado es positivo).

Ejemplos

1. La ecuacién
2243 —-2=0

tiene por discriminante 3% — 4 -2 - (—2) = 25 > 0, y tiene por tanto dos soluciones:

N  3+V25 345 1
te 4 T4 2

N _—3—\/%_—3—5__2
S

2. El discriminante de la ecuacion
7? —2r4+2=0
es 22 — 4.2 = —4 < 0. Luego, la ecuacién no tiene soluciones (reales).
3. La ecuacion

9 1
9z +3:B—|—4—0

tiene discriminante 32 —4-9 - 1= 0. Luego, tiene solucién tnica:

Ejercicios

55. Resolver las siguientes ecuaciones:
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(f) (20 —1)2— (z+1) =0.

56. Utilizando el discriminante, decir cuantas soluciones tiene cada una de las siguientes
ecuaciones:

2 1
(d) —=a?4+V2z— = =0.
3 2
57. (Para qué valores de k£ admite una tunica solucién la ecuacién?

(a) 2% — 2kx +4 = 0.
(b) ka? — kx +1=0.

58. Resolver las siguientes ecuaciones en z:

(a) 42 —4dazx +a* =0 Resp.: g (tinica)
(b) 2> =2z +1—-a*>=0 Resp.: 1+ayl—a

1
(c) az®*+ (a* — 1)z —a=0 Resp.: —ay —

a
(d) (a*>+ a2 —ax+1=0 Resp.: sin solucién real
(e) 2> —ax + ab = bx Resp.: ay b

2.1.4 Ecuaciones de Grado Superior

La resolucion de ecuaciones de grado superior al dos, es bastante mas dificultosa. Digamos
solamente que existen formulas — complicadas — para la resolucion de las ecuaciones gen-
erales de tercer y cuarto grado, y que existe una demostracion de que NO hay formulas
para la solucién de la ecuacion general de grado mayor o igual a 5

Sin embargo, ciertas ecuaciones en particular si pueden resolverse con métodos sencil-
los, y ellas son las que mencionaremos en esta seccién.
Caso 1: Ecuacién bicuadrada

Llamamos bicuadrada a una ecuacion de grado 4 de la forma

az* + bz’ +c=0.
La forma de resolverla es notar que es una ecuacién de segundo grado en z2.
Veamos un ejemplo:

=52 +4=0.



2.1. RESOLUCION DE ECUACIONES 47
Si escribimos t = 2, tenemos
t* —b5t+4=0.
Las soluciones de esta ecuacion son t; = 1 y t5 = 4, es decir que las soluciones de
ot —5a* +4=0
son 2 = 1 y 22 = 4, de manera que tenemos cuatro soluciones:

T = 1,272 = —1,1’3:2,[[4:—2

Caso 2: Ecuaciones que se factorizan
En ciertos casos una ecuacién de grado superior puede factorizarse como un producto
de ecuaciones de menor grado. Veamos un ejemplo: la ecuacién de tercer grado

2 =32 +x=0

puede escribirse como
z-(2? =3z +1) = 0.

Observemos que si el producto de dos nimeros es cero, esto significa que al menos uno
de los dos es cero. De manera que las soluciones de la ecuacién seran x = 0 y ademas las
soluciones de

2 —3x+1=0,

34v5 3—-5
y

que son 5 5 de modo que las soluciones de
=322 +2=0
son
3+V5 3—-5
T = 07 XTo = , L3 =
2 2
Ejercicios

59. Resolver las siguientes ecuaciones:

4o — 22 —-2=0

)
(b) 8zt — 622 +1=0
(c) 62" +522+1=0
(d) z* =322 =0
(e) z(3z+1)(5x —6) =0
(f) 62%(x —1)=2(z — 1)
)

22 —4 = 13 — 22
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2.1.5 Ecuaciones Fraccionarias

La ecuacién 1 5 5
- = —— 214
x + z—1 2 ( )

no es ni lineal ni cuadrética, pues la incégnita x aparece en los denominadores (es decir,
con potencias negativas). A este tipo de ecuaciones las llamaremos fraccionarias.

Siempre es posible, operando convenientemente, transformar una ecuacion fraccionaria
en otra no fraccionaria, entre cuyas soluciones estaran las soluciones de la ecuacién origi-
nal; esto es importante de destacar, puede haber soluciones de la ecuacién no fraccionaria
que no lo sean de la fraccionaria.

A modo de ejemplo, resolvamos la ecuacién 2.1.4. En primer lugar, sumando — en
x

ambos miembros, tenemos la ecuacion equivalente

1 2 2

r xz-—1 a2

=0.

Ahora sumamos las fracciones del primer miembro, utilizando el minimo comin mailtiplo

de los denominadores:
r(r—1)+22% +2(x — 1)

=0
22(x —1) ’
o sea
3x2+:p—2_0
22z —1)

que es una ecuacién que tiene entre sus soluciones las de la ecuacion original. Tenemos
que tener en cuenta que la divisién por cero no es posible, de manera que las soluciones
que anulen alguno de los denominadores de la ecuacién no deben ser tenidas en cuenta;
en nuestro caso, x no puede ser ni 0 ni 1. Para que un cociente sea 0, deber ser nulo el
numerador, de manera que ahora tenemos que resolver

32242 —-2=0,

y quedarnos sélo con las soluciones que no sean ni 0 ni 1.
. . " 2
Resolviendo la ecuacién cuadratica, obtenemos xy = —1 y 22 = —, que son entonces

las soluciones de la ecuacién fraccionaria original. Puede ser til para el alumno verificar
que efectivamente las soluciones halladas satisfacen la ecuacién. Para x = 2/3, el primer

miembro es
1 2 3 2

3
_— B —— _— ——6: _—
2/3+2/3—1 2+—1/3 2 2’
y el segundo miembro
2 2 18 9

(2/3)? 4/9 4 2
Dejamos al lector la verificacién de que —1 también es solucion.
Resumamos ahora los pasos necesarios para tratar una ecuaciéon fraccionaria:
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1. Efectuar los pasajes de términos necesarios para obtener una ecuacién en la cual
uno de los miembros es 0.

2. Realizar las operaciones y utilizar, al sumar, el minimo comun maltiplo de los de-
nominadores.

3. Excluir como posibles soluciones los valores que anulan el denominador.

4. Resolver la ecuacion que se obtiene igualando el numerador a 0.

Ejercicios

60. Resolver las siguientes ecuaciones y verificar las soluciones obtenidas:

1
r—1

(a) 1+
(b)
()

=T

xZ

-1

1
+-=1
T
1

r—1

T
1 3
r 2

1
d) —z+1=—
(d) 3o+ r—4

Hagamos un nuevo ejemplo para clarificar los pasos del método. Sea la ecuacion

4x 2

_ —
2?—-1 x-1
1. Sumando 1 a ambos miembros, tenemos
4 2
. +1=0.

2—1 x-1

2. Sumamos las fracciones utilizando el minimo comtn multiplo de los denominadores,
que es x> — 1. Al ser una diferencia de cuadrados, 22 — 1 = (x — 1)(z + 1). La
ecuacion queda entonces

dr—2x+1)+a2> -1

0
x2—1 ’
es decir
22 +2x—3 B
(x—1)(x+1)

3. Debemos excluir de las soluciones a los numeros 1 y —1, que anulan el denominador.

4. La ecuacién 2% + 2z — 3 = 0 tiene como soluciones 7, = 1 y 25 = —3. Como el 1
hay que descartarlo, la tinica solucién de la ecuacién es x = —3.
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Para terminar con el ejemplo veamos cudl es la ventaja de utilizar el minimo comin
maultiplo para sumar las fracciones. Si hubiéramos tomado como denominador comuin

(z2 — 1)(z — 1), hubiéramos llegado a

x3+x2—5$+3_0
(22 —1)(xz —1)

y tendriamos que resolver la ecuacion

2+ 2 —5r+3=0,

que no es tan sencilla !

Ejercicios

61. Resolver las siguientes ecuaciones y verificar las ecuaciones obtenidas:

7 6
_ -5
(a)x—l 2 —1
2 1 1
b =
()x2—4+x+2 2 — 21
() 1 n 2241
c) —— +x=
r—1
1 1
d -
():r;—1+a:—|—3
1 T
=2
() :r;2—1+x—1
1 2 1
f =
()iL‘+1+IB—1 2 —1
T 1
1=-
@)x+1 .
7 3 _1—1—41:2

r+1 x—-1 23—z

O)1+§:x(1—x+1)

a
) 2 1 1
) c+1 2totl =
1 5
3
1+ =

3
Resp.: 2y — =
Resp.: —1

Resp.: sin solucién

Resp.: \/gy —V5

1++3

Resp.:

2
Resp.: 0
R + L
esp.. + —
P /2
1
Resp.: — —
°p 10
1
Resp.: — =
esp 5
—1++v5
Resp.: —\/_
2
1
Resp.: +1, :|:§
Resp.: —2, 1
3
Resp.: — =
esp 5
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2.1.6 Sistemas de ecuaciones lineales

Hay problemas en que las cantidades desconocidas son varias, y las condiciones que veri-
fican también son més de una. Consideremos el siguiente ejemplo:

“Hace un ano, la edad del padre quintuplicaba la del hijo. El ano que viene, la edad
del padre sera el cuadruple de la del hijo. ;Cuales son las edades?”

Las cantidades desconocidas en este problema son dos: la edad del padre y la del
hijo. Llamemos p a la primera y h a la segunda. Entonces las condiciones que brinda el
problema son: hace un ano, la edad del hijo era h — 1 y la padre p — 1, y cumplian la
relacion

p—1=>5h-1).

De la misma manera, la segunda condicion es
p+1=4(h+1).
Luego, p y h deben verificar dos ecuaciones simultaneas:

p—1=5h-—-1)
{p+1:4(h+1)

A continuacién consideraremos algunos métodos que permiten resolver este tipo de
ecuaciones con varias incognitas. La idea bésica es trabajar de modo de llegar a una
ecuacion con una sola incégnita. Veremos dos maneras de hacerlo.

1. Método de sustitucion. Consiste en despejar una de las incognitas en una de las ecua-
ciones, y sustituir en la otra ecuacién esa incognita por la expresién obtenida. Averigiiemos
con este método las edades del padre y del hijo.

De la primera ecuacion:

p=1+5h-1).
Sustituyendo en la segunda:
1+5h—1)+1=4(h+1),

de donde, despejando, llegamos a que la edad del hijo es h = 7; con este valor, obtenemos
la edad del padre de cualquiera de las dos ecuaciones, p =1+ 5(h — 1) = 31.

2. Método de eliminacion (o de sumas y restas). En este caso, la idea es sumarle a una
ecuacién un multiplo de la otra, de manera que se cancele una de las incognitas. Para
esto debemos “ordenar” el sistema: esto significa poner todas las incognitas a la izquierda
del signo = en cada ecuacion. En el caso de las edades del padre y del hijo, el sistema
ordenado seria

p—>5h=—4
p—4h =3
- . : . 4
Para eliminar h, multiplicamos la primera ecuacién por —g:

4 16

Py A

5Pt 5
p—4h =3
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Sumando ambas ecuaciones, obtenemos

4 16
1-—)p=3+—
(1-3)p=3+3.

O Sea
16 31
Sty _ %
[ 1 1 31
1— = Z
5 5
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Ahora podemos obtener nuevamente la edad del hijo, a partir de la edad del padre ahora

conocida, de cualquiera de las dos ecuaciones.

Con estos métodos que hemos comentado se puede resolver cualquier sistema lineal
de dos — 0 mas — ecuaciones, con dos — 0 mas — incognitas. Sin embargo, en la practica,
ya deja de ser una buena idea intentarlo cuando aumenta el ntimero de variables y de
ecuaciones. En su momento, en el curso de la carrera, se veran métodos mas sofisticados,
que permiten atacar de un modo mas sistemédtico sistemas de muchas ecuaciones con

muchas incégnitas.

Ejercicios

62. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones y verificar las soluciones obtenidas:

3r+y=>5
(2) { r+y=3

3r—2y =3
(b) {3x+2y:1

2
§+3y+4x—9y:—6+2x
\
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63. Resolver los siguientes sistemas lineales en x e y:

r—ay=>5 51 +4a)  5(1—a)
(a) {ax+y:5 Resp.: = 1+a2 7" 1t+a2
)

(b) Z(x—i—a)—Z:Qa Res 'x—l _
b +y—2b=—b Prt=3¥=73
v,y

(c) ggv_ay—i_l Resp.: 2 =2,y=a+1

=1
a—1

64. Resolver los siguientes sistemas lineales:

r+y=1
(a) § y—z=1
2z—xz =1
r+y+2=0
(b) ¢ z+22z=1
y—3r=1

r+3y+z2=14
(c) ¢ 3x+y+2=20
y—z=—1

T —2y+3z2=—4
(d) ¢ 22 +y+22=06
v —4y +2z=—1

2v+4y—2=3
()  z—2y+z2=5
r+2y+2=3

2.1.7 Sistemas de Ecuaciones Mixtos

Tanto el método de eliminacién como el de sustitucion, recién vistos, si bien son especificos
para ecuaciones lineales, en ciertos casos particulares permiten resolver ciertos sistemas
de dos ecuaciones en los cuales una o ambas ecuaciones son cuadraticas.

Ejemplo 1. En el sistema
222 + % = 41
{‘$+y (2.1.5)

rT—y=7

una de las ecuaciones es lineal y la otra es cuadratica. Aqui podemos aplicar sustitucion,
porque de la ecuacion lineal podemos despejar una de las incégnitas para reemplazar en
la segunda. Veamos los pasos
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. Despejamos x de la ecuacion lineal:

r=y+T;
sustituimos x por y + 7 en la ecuacion cuadratica:

20y +7)° +y* =41,
resolvemos la ecuacion anterior, obteniendo dos valores:

19
1= =3 = — 0

3

como r =y + 7, tenemos
para y; = —3: r1=—-3+7=4
19 19
para ys = —— : =
Luego, el sistema tiene dos soluciones:
€Ty = 47 y1 = -3

2 19
To = — = ——.
2= 3 Y2 3

Dejamos al lector la tarea de verificar que ambas soluciones efectivamente satisfacen
el sistema 2.1.5.

Ejemplo 2. En el sistema

22+ 2y =11
3y? + 20 = 2?

ambas ecuaciones son cuadraticas; notemos, sin embargo, que si pensamos a y? como una

variable, el sistema es en realidad muy similar al sistema 2.1.5.

1. Multiplicando por —3 la primera ecuacion y por 2 la segunda, tenemos:

—3z? — 6y? = —33
6y% + 4z = 222

2. sumando ambas ecuaciones:

—32® + 4z = —33 4 227,

3. resolviendo esta ultima, obtenemos

11
T :3, Lo — ——

5

(2.1.6)
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4. de la primera ecuacién:

11 — 22
2 + 2y* = 11, es decir y* = 5 * ;
, 11-—-3? )
para 1 = 3, debe ser y* = 5 =1l,oseay=106y = —1; para v = ——
deb , 11—(=11/5)* 77 <on VT P VT
ebe se = = — - - Y
HY 2 g5’ O Y= T O 5
Luego, el sistema tiene cuatro soluciones:
r = 3, Y1 = 1,
r1 =3, Yy = —1
I 11 VT
2 — 5 y Yz = 5 )
11 7
To = —g, Yy = ———.

Ejercicios

65. Resolver los siguientes sistemas:
y—x =2
(a) { > —6r+8=y
20 —y—2=0

r+y=1

2?2 +y? = 6y

$2—y2:2

r—y=1

2?2+ =13
() {x =6

y_

2% + 49% = 18

2?2 —y? =12

95

11
57
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1ol
09z v
zy =1
R
§) SR N
Yy
(k){(x:;—:%)(y—i-l)—l

2.2 Problemas de aplicacién

Cuando comenzamos a hablar de las ecuaciones, mencionamos que normalmente provienen
de ciertos problemas. De hecho, si no fuera por eso, resolver ecuaciones cada vez mas
complicadas — como hicimos en la parte 2.1 — por “deporte”, no parece demasiado intere-
sante. La resolucion de ecuaciones se convierte en una tarea valiosa cuando las respuestas
obtenidas tienen una cierta aplicaciéon. Ver algunas de estas aplicaciones — los problemas
— sera el tema de esta seccion.

Recordemos una vez mas la idea basica: las cantidades desconocidas aparecen en las
ecuaciones como letras, que son tratadas como si fueran nuimeros; las relaciones a las
que estan sujetas dichas cantidades dan origen a las ecuaciones que permitiran resolver el
problema.

A partir de aqui desarrollaremos esta idea a partir de ciertas ideas bésicas y de ejem-
plos. El objetivo es que el alumno se familiarice paulatinamente con el ejercicio mental
de plantear problemas en forma de ecuaciones, y de aplicar los métodos aprendidos en la
seccién 2.1 para resolver dichas ecuaciones (j y asi resolver finalmente el problema !).

2.2.1 Problemas

El primer paso en la resolucion de un problema es asegurarse de haber comprendido
correctamente el enunciado, en cada uno de sus términos.

El paso siguiente sera identificar las cantidades que se quieren conocer. Luego, buscar
las relaciones expresadas en el enunciado y traducirlas al lenguaje de las ecuaciones.

Ejemplo 1. Asfaltar una calle costé $33000. Los vecinos pagaron el doble de lo que
aporto la Municipalidad, mientras que la Provincia contribuyé con las dos terceras partes
del aporte municipal. ;Cuénto dinero pusieron los vecinos?

Para comenzar, llamemos v a la incégnita: el aporte de los vecinos (por supuesto
podriamos haber utilizado cualquier otra letra o simbolo, pero normalmente uno trata de
utilizar letras que recuerden de algin modo lo que representan).

v
Sabemos, por el enunciado, que la contribucién municipal fue de 27 y que el aporte
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2
provincial fue de 3 g La suma de estos aportes da el total de la obra, o sea
v 2w
—+ - - = = 33000
R

Tenemos entonces una ecuacion lineal, cuya solucién es
v = 18000,

lo que nos dice que el aporte de los vecinos fue de $ 18000.
Verifiquemos que la solucion es la correcta:

si el aporte vecinal es: $ 18.000

el municipal es la mitad: $  9.000

el provincial, dos tercios del municipal: $  6.000

es costo de la obra es la suma: $ 33.000

Ejemplo 2. En una reunién, la cantidad de mujeres supera en 8 a la tercera parte de la
cantidad de hombres. Al retirarse dos parejas, la cantidad de hombres duplicé la cantidad
de mujeres. ;Cuantas personas estaban reunidas al principio?

Los datos que tenemos que averiguar son la cantidad de mujeres, que llamaremos m,
y la cantidad de hombres, que llamaremos h.

La primera relacion que expresa el problema se traduce como

1
=-h+8
m 3 +

Al retirarse dos parejas, quedan m — 2 mujeres y h — 2 hombres. La segunda relacion es
h—2=2(m-—2)
Tenemos entonces el sistema lineal:
{ m = %h +8
h—2=2(m-—2)

cuya solucion es m = 22, h = 42. Por lo tanto, la cantidad de personas que habia
originalmente en la reunién es de m + h = 22 + 42 = 64.
El lector puede verificar facilmente que la solucion es correcta.

Ejercicios
66. Resolver los siguientes problemas:

(a) Se quieren separar 77 gramos de oro en dos partes, de tal manera que la mayor
tenga 19,5 gramos méas que la menor. ;Cuantos gramos debe contener cada
parte?
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(b)
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Hallar un nimero sabiendo que si a su triple se le resta uno, se obtiene lo
mismo que si a su tercera parte se le suma uno.

., Cual es el nimero cuyo doble supera en 15 a su mitad?

Hace dos anos la edad del padre era cuatro veces la edad del hijo. Dentro de
dos anos, la edad del hijo sera la tercera parte de la edad del padre. Hallar las
edades actuales de ambos. Resp: P=18, H=4.

El perimetro de un tridngulo es de 68 cm. El segundo lado es 8 cm mas largo
que el primero, y 7 cm mas corto que el tercero. Hallar las longitudes de los
tres lados. Resp: a=15, b=23, c¢=30.

En la oficina de personal hay tres veces mas empleados que en contaduria.
Cuando se transfieren 7 de una a la otra, ambas quedan con la misma cantidad.
Averiguar el nimero de empleados de cada oficina. Resp: P=21, C=27.

., Cudl es la longitud de una varilla si su quinta parte es roja, dos tercios son
blancos, y quedan dos metros sin pintar? Resp: 8.

Al recibir mi sueldo, gasté la cuarta parte en comida, la mitad del resto en
viajes, y aun me quedan $ 120. ;Cuédnto cobré? Resp: 320.

. Cuantas manzanas hay en una canasta si sacando la tercera parte mas nueve,
queda la mitad? Resp: N=54.

Tres canastas contienen en total 42 manzanas. Pasando 3 de la primera a la
segunda, y 1 de la tercera a la primera, las tres canastas quedan con igual
cantidad. ;Cuéntas manzanas habia en cada canasta?. Resp: a=16, b=11,
c=15.

Si se aumenta en dos metros el largo y el ancho de un rectangulo, su perimetro
es de 24 metros. Si el largo se disminuye en dos metros, resulta un cuadrado.
Hallar las dimensiones del rectangulo. Resp: a=3, b=5.

2.2.2 Pasos para resolver problemas

Comenzaremos ampliando las recomendaciones que se dieron anteriormente. Lo que hare-
mos sera establecer claramente los pasos que se deben dar al encarar la resolucién de un

problema,

para ayudar al alumno a formar su propio criterio.

Hay cuatro pasos necesarios al enfrentarse a un problema:

1. COMPRENDER EL PROBLEMA

Tener la seguridad de haber comprendido completamente el enunciado.

Si es necesario, ayudarse para visualizar el problema con dibujos, esquemas,
etc.

Asegurarse de saber qué significan los conceptos especificos (area de una figura
)
qué es velocidad, qué significa “ganancia’, etc.).
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e Comprender qué se pide y cudles son los datos.
2. PLANTEAR EL PROBLEMA

e Una vez entendido el problema es conveniente formularse algunas preguntas
que ayuden a plantearlo. Por ejemplo: “;Entre qué cantidades se establecen
relaciones en el enunciado?”. “;Qué cantidades debo conocer para obtener la
respuesta’?”.

e Puede haber relaciones no explicitas en el enunciado pero originadas en hechos
especificos (por ejemplo, el teorema de Pitdgoras, semejanza de tridngulos,
definicién de velocidad, etc.).

e Elegir las incégnitas, y designarlas con letras adecuadas.
e En forma razonada, traducir las relaciones al lenguaje de las ecuaciones.

o Establecer claramente cudles son las ecuaciones a resolver.
3. RESOLVER LAS ECUACIONES
e Identificar el tipo de ecuaciones halladas y resolverlas.

4. EXAMINAR LAS SOLUCIONES

e Entre las soluciones halladas, descartar aquellas que carezcan de sentido para
el problema (por ejemplo, un area o un tiempo no pueden ser negativos).

e Responder a la pregunta del problema.

e Verificar que las soluciones obtenidas efectivamente satisfacen el enunciado del
problema.

[lustraremos algunos aspectos de este programa con un problema:

Ejemplo 3. Dos hermanas llevan al mercado 100 sandias, y se ponen a venderlas por
separado. Al final del dia, la primera de las hermanas obtuvo $ 32,20 y la segunda $
99,36. ;Cuantas sandias vendié cada una, si sabemos que la segunda vendia cada sandia
un 20% més cara que su hermana?

En este enunciado los datos son relaciones entre precios y cantidades vendidas por
cada hermana; para establecer estas relaciones hay que recordar (o razonar) que el monto
de una venta se obtiene multiplicando la cantidad vendida por el precio unitario de los
articulos.

Es natural entonces utilizar las incégnitas:

p: precio al cual vendié la primera de las hermanas
n: cantidad vendida por la primera hermana
Inmediatamente tenemos:

0
p+ 100 p : precio al cual vendi6 la segunda hermana
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Luego:
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100 — n : cantidad vendida por la segunda hermana.

n-p= 32,20 : pesos obtenidos por la primera

20
(100 — n) - (p + 100 -p) = 99,36 : pesos obtenidos por la segunda

Tenemos luego el sistema de ecuaciones mixto:

n-p=232,20
(100 —n)-1,2-p=99,36

resolviéndolo, se tiene n = 28, p = $1,15. Luego, la primera hermana vendié 28 sandias
y la segunda 72.

Volvamos al problema para verificar las soluciones: si la primera hermana vendié 28
sandias a $115 cada una, tiene que haber obtenido 28 x 1,15 pesos, que es justamente
$32,20. La otra vendié 100 — 28 = 72, a un precio de 1,15+ 0,2 x 1,15 = 1,38, y
72 x 1,38 =99, 36.

Ejercicios

67. Resolver los siguientes problemas:

(a)
(b)

()

Cuando se aumenta el lado de un cubo en 1 cm., su volumen aumenta en 2
em?®. ;Cudnto mide el lado del cubo? Resp: 0.26m.

Un comerciante compré 30 metros de tela a $ 3,5 el metro. Vende una parte
a $ 4,7 el metro, y el resto a $ 4,1 el metro. Si obtuvo una ganancia de $ 21,
averiguar cuantos metros vendio a cada precio. Resp: a=5, B=25.

Por dos kg de azicar y cinco de café se pagd $ 17. Si el precio del azicar
aumenta un 20% y el del café disminuye un 10%, la misma compra se pagaria
$ 15,90. Hallar el precio por kilo de cada articulo. Resp: A=1, C=3.

Los lados de un rectangulo miden 7 y 12 metros. ;En cuénto se debe aumentar
el ancho y en cuanto se debe disminuir el largo para que el perimetro del mismo
aumente en 2 metros y el area permanezca igual? Resp: a=6, b=14.

Un corredor de bolsa compré ciertas acciones por $ 1.000.000. Cuando las ac-
ciones subieron $ 1000 cada una, vendié todas salvo dos en $ 808.000. ;Cudntas
acciones habia comprado? Resp: N=10, V=100000.

Con $ 105 se pueden comprar una cierta cantidad de ejemplares de un cierto
libro. Si el precio por unidad se rebaja en $ 2, se pueden comprar seis ejemplares
mas por el mismo dinero. ;Cudl es el precio por ejemplar? N=15, V=T.

Un obrero ha trabajado 37 horas y otro obrero 25. El primero, que gana $ 2
més que el segundo por hora, cobré $§ 218 més que el segundo. ;Cuénto gand
cada uno? Resp: g1 = 14, g = 12.
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(h) Un grupo de personas alquila un émnibus para relizar un viaje. Si cada uno
pone $ 5,50 faltan todavia $ 9,60; y si cada uno pone $ 6 sobra $ 6,40. ; Cuanto
debe poner cada uno para financiar el viaje? Resp: 5.8.

(i) Una mujer lleva al mercado cierta cantidad de huevos, y piensa venderlos a
$ 0,25 cada uno. Al llegar, comprueba que 15 huevos se han roto; vende los
restantes a $ 0,28 cada uno, y de esta manera obtiene la misma ganancia que
esperaba. ;Cuanto obtuvo por la venta? Resp: 35 pesos.

2.2.3 Mezclas y porcentajes

Cuando se tiene una mezcla C de dos sustancias A y B (por ejemplo: alcohol y agua, una
aleacién de oro y cobre, dos tipos de café, etc.) debemos tener presente la relacién basica
entre los pesos:

- a: peso de A (en alguna unidad de medida)

b: peso de B (en la misma unidad de medida)
c: peso de C (en la misma unidad de medida)

entonces:
at+b=c

Ademas, el tipo de mezcla se puede describir de dos maneras:

a
1. Dando la relacién entre los componentes: 7 Por ejemplo, si nos dicen que A y B

3
estan en relacién 3 a 2, esto significa % =3 o, dicho de otro modo, de cada 5 partes
de C, 3 son de A y 2 de B.

2. Dando el porcentaje de uno de ellos. Por ejemplo, “A esta al 90%”, significa que

o dicho de otro modo, que de cada 100 gramos de C, 90 gramos son de A y 10
gramos de B.

Observaciones.

1. Para determinadas mezclas suelen emplearse términos especificos, que nosotros no
usaremos. Por citar un ejemplo, en joyeria las aleaciones de oro y cobre se expresan
en kilates: “oro 18 kilates” significa que de cada 24 gramos de aleacién, 18 son de
oro puro y el resto de cobre.

2. Al mezclar dos liquidos, no vale para los volimenes una ley similar a la de los pesos.
Por eso es importante notar que cuando hablemos de porcentajes en una mezcla
estamos hablando de pesos y no de volimenes.
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Ejemplo. Un farmacéutico dispone de alcohol al 92%. ;Cémo debe proceder para obtener
500 gramos de alcohol al 70%?
Es claro que deberd rebajar con agua destilada una cierta cantidad de alcohol al 92%.

Llamemos
x: gramos a utilizar de alcohol al 92%

y: gramos de agua a agregar

Las relaciones son:
x 4y = 500: es lo que se quiere

92
ﬁxz gramos de alcohol en la mezcla

que debe ser el 70% de 500 gramos, es decir:

Hemos obtenido el sistema lineal:

z + y = 500
92z = 35.000

35.000

cuya solucion es: x = ~ 380, y ~ 120, es decir, debe mezclar 380 gramos de

alcohol al 92% con 120 gramos de agua.
Ejercicios
68. Resolver los siguientes problemas:

(a) Se tienen 850 gramos de alcohol al 90%. ;Cudnta agua hay que agregarle para
obtener alcohol al 80%? Resp: 106.25 kg.

(b) Ciertas monedas de plata estdn hechas de una aleacién de plata y cobre en
relacién de 37 a 3. ;Cuanto cobre hay que agregar a 18 kilos de plata para
obtener dicha aleacion? Resp 1.46 kg

(¢) Un joyero dispone de dos aleaciones de oro y cobre: una al 75% y otra al 90%.
Si quiere obtener 12 gramos de oro al 85%, jcudntos gramos de cada aleacién
debe tomar? Resp: A7s =4 gry Agy = 8 gr.

(d) Un tipo de café cuesta $ 3 el kilo y otro $ 4,5 el kilo. Se han obtenido 20 kilos
de una mezcla de ambos tipos. Si el costo por kilo de la mezcla de ambos cafés

es de $ 3,6 jcudntos kilogramos se empleé de cada uno? Resp: C; = 12kg

(e) Colocando parte de un capital de $ 6.000 al 4% mensual y el resto al 6%
mensual se obtuvo una ganancia de $ 270 al final del mes. ;cudnto dinero se
coloco a cada intereés? Resp: p; = 4500 y po, = 1500.
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2.2.4 Velocidad

Recordemos ahora el concepto elemental de velocidad que, como veremos, aparece en gran
cantidad de problemas.

Si un objeto en movimiento recorre espacios iguales en tiempos iguales, se dice que su
movimiento es uniforme (porque no es acelerado). En este caso, si recorre una distancia
e en un tiempo ¢, se dice que tiene una velocidad v, dada por

V= —
t
La distancia se mide en alguna unidad de longitud (metro, kilémetro, centimetro, etc.)
y el tiempo ¢ con alguna unidad de tiempo (segundos, minutos, horas, etc.).
Antes de plantear un problema se debe decidir cuéles son las unidades mas convenientes
y transformar todos los datos a las unidades elegidas. Lo mas conveniente, para no cometer
errores en este sentido, es expresar las cantidades junto con sus respectivas unidades, y
operar también con las unidades.
En todos los problemas sobre velocidades, supondremos que los movimientos son uni-
formes, es decir que la velocidad no cambia con el tiempo.
Ejemplo. Dos automéviles realizan un recorrido de 360 km. Uno de ellos tarda dos horas
més que el otro, pues ha viajado a una velocidad 15 km/h menor. ;Cuédles fueron las
velocidades, y cudles los tiempos empleados?
En el enunciado se relacionan las velocidades y los tiempos; por lo tanto utilizaremos
como incégnitas:
v: velocidad del auto més lento (en km/h)
t: tiempo que empled (en horas)
Tenemos, por definicién de velocidad,
_ 360km

v = .
t

La velocidad del otro automévil es v + 15km/h, y el tiempo que tardd, t — 2h. Utilizando
nuevamente la definicién de velocidad, ahora para el segundo auto,

360km
15km/h =
AT
Nos ha quedado un sistema mixto:
360km
v=—y
360km
15km/h =
v+ 15km/ T on

Al resolverlo, hallamos v = 45km/h y t = 8h, que son la velocidad y el tiempo del
primer auto. El segundo tuvo una velocidad de v + 15km/h = 60km/h, y un tiempo de
t — 2h = 6h.

Ejercicios
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69. Resolver los siguientes problemas:

(a) Un automévil realiza un trayecto a 80 km/h y retorna a 100 km/h, tardando
en total 5 horas, ;Qué distancia recorrio?

(b) Un auto viaja a 90 km/h habiendo partido 40 minutos después que otro que
viaja a 60 km/h. ;Cudnto tarda en alcanzarlo?

(c¢) Un tren de carga viajando a 5 km/h menos que su velocidad habitual, tarda
una hora mas para realizar un viaje de 210 km. ;Cual es la velocidad normal
del tren?

(d) Un tren de 220 metros de largo atraviesa un tinel en 3 minutos. Si la velocidad
del tren es de 25 km/h, jcudl es el largo del tinel?

Veamos ahora otro ejemplo: “Una maquina puede realizar una tarea en 8 horas. Luego
de haber trabajado 3 horas en esa tarea, se agrega otra maquina, de tal manera que no
se interfieren en la labor, y juntas terminan el trabajo 3 horas después. ;Cuanto tiempo
emplearia la segunda maquina en realizar sola la tarea?”

Tenemos:
1 . . .
3 : parte del trabajo que realiza la primera en 1 hora
3 . . .
3 . parte del trabajo que realiza la primera en 3 horas
Si
x = horas que tarda la segunda en realizar el trabajo,
entonces

2 2
-+ 3= parte del trabajo que realizaron juntas en dos horas
x

(notemos que las partes se suman porque asumimos que no hay interferencia entre las
maquinas).

El trabajo que realizaron juntas las dos maquinas es lo que le quedaba a la primera
luego de 3 horas, es decir

Luego,

2 2 . 5
-+ 3= parte del trabajo que quedaba = 3
x

Resolviendo la ecuacién fraccionaria:

16 1
=254
T=g Tty

La segunda maquina tardaria 5 horas y 20 minutos en realizar la tarea.

Ejercicios
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70. Resolver los siguientes problemas:

(a)
(b)

()

Un tanque puede ser llenado por una canilla en 9 horas, y por otra en 14 horas.
. Cuanto se tardard en llenarlo utilizando ambas canillas? Resp: 5.48 hs.

Dos bombas de agua funcionando juntas llenan una pileta en 4 horas. Funcio-
nando solas, una tarde 2 horas mas que la otra en llenarla. ;Cuéantas horas
tarda cada una?

Dos estufas consumen un tubo de gas en 11 dias. Se sabe que si una de ellas
funciona 5 dias, la otra termina de consumir el tubo en 14 dias. ;Cuanto tarda
cada una en vaciar el tubo?

71. Resolver los siguientes problemas:

(a)

(b)

A cierta velocidad pude realizar un tramo en 3 horas. Aumentando la velocidad
en 20 km/h, lo hice en dos horas. ;Cudntos kilémetros recorri en total? Resp:
120km.

Las acciones de una empresa sufrieron una baja del 14%, y al dia siguiente tu-
vieron un alza con la que recuperaron su valor original. ;Cudl fue el porcentaje
del alza? Resp: 16.28%

Un jugador profesional arregla un sueldo neto de $ 25.000 mensuales. Al ser el
sueldo neto, la entidad debe hacerse cargo de los impuestos y aportes jubila-
torios. El aporte jubilatorio es del 12%, y no paga impuestos. El impuesto es
del 6%. ;Cual es el costo mensual del jugador? Resp: 29500.

Se reparten 108 naipes entre varios jugadores, de manera tal que no sobre
ninguna y que todos terminan con la misma cantidad de cartas. En la mano
siguiente se retiran dos jugadores, y al repartirse los naipes nuevamente, cada
uno recibe 3 cartas mas y sobran 3 cartas. Si se retiran otros dos jugadores,
jcuantas cartas recibe cada uno en la mano siguiente?

Se mezcla café de $ 20 el kilo con café de $ 12 el kilo. ;Qué proporcion de cada
uno debe contener la mezcla para que al venderla a $ 18 el kilo se obtenga una
ganancia del 10% sobre el costo?

A y B estan a 3 km de distancia. Si parten al mismo tiempo y caminan en la
misma direccion, A alcanza a B en 6 horas. Si marchan uno hacia el otro, se
encuentran en media hora. ;Cudles son sus velocidades?

Un libro se vende en dos presentaciones: una rustica y una de lujo. Una
biblioteca efectiia dos compras; en la primera adquiere 10 rusticas y 3 de lujo,
pagando por las 10 rusticas $ 260 mas que por las 3 de lujo. En la segunda
oportunidad compra 4 de lujo y 1 rustica, pagando en total la mitad de lo que
abono en la compra anterior. ;Cual es el precio de cada presentacion?

Una canilla puede llenar un tanque de 750 litros en cierto tiempo. Si se
agrega otra canilla que arroja 200 litros por hora, se necesita una hora menos.
. Cuantos litros por hora arroja la primera canilla?
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Un automovilista ha notado que a cierta velocidad ve pasar los postes telefé-
nicos cada 5 segundos, y que cuando aumenta su velocidad en 10 km/h, los ve
pasar cada 4 segundos. ;Qué distancia hay entre un poste y el siguiente?

En los fondos de una vivienda hay un parque de 28 por 40 metros, donde se
desea contruir una pileta rectangular de 160 m2. Se quiere que la franja de
parque que rodeara a la misma sea de ancho uniforme. ;Cudles deberan ser
las dimensiones de la pileta?

Un senor lleva al mercado 100 cajones de manzanas para venderlas por cajon.
Llegado el mediodia, y temiendo no poder vender las que quedaban, decide
ofrecer los cajones a un 10% menos cada uno, con lo cual logra vender todos
pero obtiene un 6% menos de lo que esperaba.

i. ;Cuantos cajones vendié a cada precio?

ii. ;Se pueden saber los precios de venta?

Dos abogados han trabajado 37 horas el primero y 25 el segundo, para realizar
un trabajo cuyo beneficio fue de $ 2.160. Si el segundo, por ser el socio principal,
cobra un 40% mads que el primero, jcémo deben repartirse la ganancia?

Un hombre tarda 3 horas en realizar el trayecto desde su casa hasta la de
su amigo, y el amigo tarde 4 horas en realizar el mismo trayecto. Si parten
simultaneamente, ;jcuanto tardaran en encontrarse?

Una canilla llena un tanque en 9 minutos menos que otra. Juntas pueden
llenarlo en la tercera parte del tiempo que tarda la segunda. ;En cuanto
tiempo llena el tanque cada canilla?

Se dispone de dos aleaciones de plomo y estanio. En las mismas, las relaciones
entre los metales son 3 a 2, y 7 a 3 respectivamente. ;Qué cantidad de cada
una es necesaria para obtener 9 kilos de una aleacién que contenga el doble de
plomo que de estano?

;Puede existir un rectdangulo de 5 m? de drea y 8 m de perimetro? Una vez
respondida esta pregunta, considerar la situacién general:

Sean A y P dos niimeros positivos. Mostrar que para que exista un rectangulo
de area A y perimetro P se debe cumplir:

164 < P?

En tal caso, jes unico?

Un empleado recibe una bonificaciéon anual del 4% sobre la ganancia de la
empresa (una vez deducida dicha bonificacién). Si la empresa ha obtenido $
26.000, ;cudl es el monto de la bonificacion?

JEn qué porcentaje debe aumentarse el radio de un circulo para que su area
aumente en un 10%?
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(s) En un terreno de 30 por 50 metros, se desea contruir un edificio en torre. Una
ordenanza municipal especifica que debe quedar, por lo menos, una franja libre
de ancho constante que rodee al edificio y de area igual a la superficie cubierta
por la construccién. ;jEn qué sector del terreno debe contruirse el edificio?

2.3 Inecuaciones: casos elementales

Hasta ahora hemos estudiado ecuaciones, en las que se busca un ntmero - o conjunto
de nimeros - que satisfaga una cierta condiciéon, dada por una igualdad. Podria suceder
que en lugar de una igualdad, tengamos como condicién una desigualdad. En este caso,
hablamos de inecuaciones, o desigualdades.

A diferencia de las igualdades, en las que salvo en casos excepcionales la solucién esta
dada por un tnico niimero, o a lo sumo dos, serd habitual en las desigualdades encontrar
que la solucién es un conjunto infinito. Por ejemplo, una desigualdad sencilla es

1

T2, (2.3.1)

y esta desigualdad es satisfecha por todos los nimeros reales que son mayores o iguales a
1/2.

Veremos ahora como operar en casos levemente mas complicados. Lo que intentaremos
hacer en casi todos los casos, sera llevar la desigualdad con la que estamos trabajando a
una de la forma 2.3.1 o similar, de la cual conocemos la solucién en forma obvia.

Para trabajar con desigualdades se puede, al igual que con las igualdades, sumar un
nimero (positivo o negativo) a ambos miembros de la desigualdad sin que cambie la
desigualdad; en el caso de multiplicar por un ntumero, si éste es positivo de nuevo se
mantiene la desigualdad, pero la cosa cambia cuando el nimero es negativo: en este caso
la desigualdad se invierte. Esto se ve como natural si hacemos algunos ejemplos.

Si a < b, entonces a — 2 < b — 2, como puede convencerse el lector si lo piensa un
poco. Pero si multiplicamos por —2, “quedaria” —2a < —2b, lo cual es contradictorio con
a < b. La forma correcta es, que si a < b, entonces —2a > —2b (ndtese que “invertimos la
desigualdad”. Si se tiene en cuenta esto, la resolucion de inecuaciones lineales es similar
a la de ecuaciones lineales.

A manera de ejemplo, entontremos los valores de x tales que

3r—5<8r—3

Lo que nos conviene es tratar de “juntar las z” en un miembro; para esto, sumamos a
) )
ambos miembros —333, obteniendo

—5<br—3
Ahora sumamos 3 a ambos miembros, y obtenemos

—2 <5z
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Finalmente, multiplicando la desigualdad por 1/5, tenemos

2
- — S T
5
Observemos que si operamos de otra manera en la desigualdad precedente, puede ser
necesario tener en cuenta la regla de dar vuelta la desigualdad cuando multiplicamos por
un numero negativo: si hubiéramos agrupado los términos al revés, hubiérmos sumado

primero —8z, para obtener
—Hr—5H< -3

Ahora sumamos 5 a ambos miembros, y tenemos
—5x <2

Si fuera una igualdad, simplemente multiplicarfamos por —1/5 para “despejar z”. Aqui
hacemos lo mismo, pero recordando que multiplicar por un nimero negativo invierte la
desigualdad:

2
r> ——
-5

Por supuesto, obtuvimos como solucién el mismo conjunto: todos los nimeros reales
mayores o iguales a —2/5

Al igual que con las ecuaciones, puede pasar que una desigualdad sea “imposible” (o
sea que la solucién es el conjunto vacio, lo que es igual a decir que no tiene solucién), o
“tautologica”, es decir que la desigualdad es satisfecha por todo nimero.

Como ejemplo sencillo de desigualdad imposible, tenemos

r>x+1

j ningun numero real es mayor que el que se obtiene suméandole 1 ! Formalmente, si
sumamos —x a ambos miembros, obtenemos

0>1,

que es claramente imposible.
De la misma forma podemos hacer un ejemplo sencillo de desigualdad tautolégica:

r<x—+1

En este caso, todo niimero real es menor que el que se obtiene de sumarle uno. Formal-
mente, de nuevo sumamos —x a ambos miembros para obtener

0<1,
que se cumple siempre.

Ejercicios



2.3. INECUACIONES: CASOS ELEMENTALES 69

72. En cada caso hallar el conjunto de los x que satisfacen la desigualdad indicada:

(a) 2(;5—%) < (z—1)

(b) (x—1/2)* = (v +3)*
(c) w(x—1)<a®—3x—1/4
(d) (x+2)(x —3) < 2?
e) 2(x — (4 —3x)) <8
)

3x—|—1 xr— 2

f > 5

(
(

b}

Lista de ejercicios sugeridos

Ejercicios 49.h), 49.1), 50-52, 54.a)-54.d), 55, 56, 59.c)-59.g), 61.a)-61.f), 62.b), 62.¢)-
62.f), 63.2), 64.d), 65.b), 65.¢), 65.), 65.1), 66.d), 66.j), 67.b), 67.f), 68.a), 68.¢), 69.b),
69.¢), 70.b), TL.a), 71.d), TL.o), 72.b), 72.d)
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Chapter 3

Geometria

A partir de este momento dejaremos el analisis puramente algebraico y nos enfocaremos
en aspectos mas bien geométricos. En particular en este capitulo repasaremos cuestiones
bésicas sobre las curvas mas elementales del plano y sobre funciones trigonométricas, las
cuales a su vez nos serviran de base para poder estudiar en el préximo capitulo vectores
en el plano y en el espacio tridimensional.

Los objetivos de este capitulo son varios. En lo que respecta a curvas en el plano,
estudiaremos principalmente las rectas y las circunferencias. Analizaremos las distintas
formas de representarlas y veremos cémo pueden darnos una representacion grafica de las
ecuaciones, inecuaciones, sistemas de ecuaciones lineales y de grado superior que hemos
estudiado en el capitulo anterior.

En lo que respecta a las funciones trigonométricas, repasaremos sus definiciones, tanto
en el plano como en los triangulos rectangulos. El alumno deberia terminar este capitulo
siendo capaz de manejar con cierta fluidez las distintas funciones trigonométricas en el
plano, comprender la eleccién de signos segin el cuadrante, poder realizar reducciones
al primer cuadrante (esto serd muy ttil a la hora de estudiar vectores), y conocer las
identidades més basicas, relaciéon entre las distintas funciones trigonométricas, teoremas
del seno y del coseno, las cuales seran de mucha ayuda a la hora de resolver problemas
que involucren tridngulos, no necesariamente rectangulos.

3.1 Introduccion

Cuando tratamos con problemas de naturaleza geométrica, hay relaciones no explicitas y
que es preciso conocer para poder abordarlos. En este capitulo estudiaremos algunas de
estas relaciones.

Como muestra de lo que hemos dicho veamos dos ejemplos:
1. Dos barcos zarpan de puerto al mismo tiempo y viajan a velocidad constante: uno
se dirige hacia el norte y el otro hacia el nordeste. Después de una hora la distancia que
los separa es de 25 km. Se quiere averiguar qué distancia los separara después de 3 horas
(suponemos aqui que la tierra es plana).

Hagamos un esquema de la situacion:

71
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Se quiere conocer la distancia Qo Rs.
Hay una relacién que viene dada por la semejanza de triangulos: los triangulos P(Q)1 R,
y PQs R, tienen el dngulo P comtn y los lados adyacentes son proporcionales:

Q215 _ Q1 Ry _ 25
PQs PQ:1  PQy’

O Ssea

PQ,
PQy

Por el enunciado, sabemos que PQy/P(Q; = 3, de manera que

QQRQ =25 X

QQRQ = 25km x 3 = 75km

2. Se va a colocar una antena de 35 m de altura y uno de los alambres que la sostendra
ird desde su punta hasta un punto del suelo distante a 20 m de su pie. Se quiere saber la
cantidad de metros que hacen falta para dicho tiro de alambre.

El esquema es el siguiente:

20
Se trata de hallar la longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo. Para esto
podemos utilizar el “Teorema de Pitagoras”:

r? = 20% + 35%,

de manera que

T =202 + 352 = /400 + 1225 = V1625 ~ 40, 3;

o sea que hacen falta 40,3 metros de alambre.

Los conceptos que han hecho su aparicién en estos dos ejemplos, la semejanza de
triangulos y el teorema de Pitdagoras, seran herramientas fundamentales en el desarrollo
de este capitulo.
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3.2 Plano Coordenado

3.2.1 Coordenadas Rectangulares en el Plano

Para poder trabajar en el plano necesitamos identificar de algiin modo a los puntos que lo
componen. Para esto, se trazan dos rectas perpendiculares, que llamaremos “eje x” y “eje

y” (ver figura); el punto de interseccién de ambas rectas se llama “origen de coordenadas”.

IT I

I1I IV

El plano queda entonces dividido en cuatro regiones, que llamaremos cuadrantes, nu-
merados como se indica en la figura.

Luego fijamos arbitrariamente una unidad, y representamos los niimeros sobre cada eje
con esa misma unidad. El cero sera el origen de coordenadas. Por convencién, se colocan
los niimeros positivos a la derecha del cero en el eje x, y los negativos a la izquierda; sobre
el eje y, se colocan los positivos arriba del origen y los negativos debajo.

1o

11
510 199

11 2

12

Coordenadas de un punto. A un punto P del plano le asociamos dos nimeros (orde-
nadamente) de la siguiente manera:

— Trazamos P(Q) perpendicular al eje x: al punto @) le corresponde un nimero a en el
eje x.

— Trazamos PR perpendicular al eje y: al punto R le corresponde un niimero b en el
eje y.
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Decimos que P tiene coordenadas (a,b). A la primera coordenada se la suele llamar
abscisa de P,y a la segunda ordenada de P.

Reciprocamente, dado un par de nimero reales (x,y), es evidente que hay un punto P
del plano tal que (x,y) son sus coordenadas. Por esto, es usual identificar al conjunto de
puntos del plano con el conjunto de pares ordenados de nimeros reales. A partir de este

momento, haremos uso de esta convencién, y haremos un uso indistinto de los conceptos
de punto y de par ordenado de niimeros reales.

1
Ejemplo 1. Los puntos P = (5, 1) y P' = (—3,2) se representan como en la siguiente
figura:

A
Pl 2,
‘ ]'T”P
_3% + - 0 1 #1 QZE
2

Ejemplo 2. El conjunto de puntos P = {x, y} cuyas coordenadas verifican z > 2 ey < —1,
que se escribe

A={(z,y) v >22,y< -1}

se representa como se indica en el grafico siguiente:
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----------------------

Ejercicios

73. Representar en el plano los siguientes pares ordenados y decir a qué cuadrante

pertenecen:
) ) 2a ) 37 ) )

74. Ubicacion en el plano:
(a) {Qué signo tienen las coordenadas de un punto del segundo cuadrante? ;Y del
cuarto?

(b) Sombrear la parte del plano que corresponde a los puntos cuya abscisa es
negativa.

(¢) Sombrear la parte del plano que correponde a los puntos cuya abscisa es positiva
y cuya ordenada es negativa.

75. Figuras:

(a) Representar el tridngulo de vértices A = (0,0), B = (3,0), C' = (2, 3), y evaluar
su area.

(b) Hacer lo mismo para A = (1,0), B = (1,3), C = (0,1).

76. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A= {(*Tay) tT > _1}7

B ={(z,y) :y <0},
C={(z,y) 1o —y =0},
D={(z,y): 1<z <2,y >0},
E={(z,y):x =y},
F={(z,y): zy < 0}.

77. Definir mediante condiciones los siguientes subconjuntos del plano
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........... 2y v 2]
3
d -1
2
-1
o
-2 0| 1 ] 0| 1 ]

78. Representar graficamente los siguientes conjuntos:
A={(z,y):3z+1=0}
B={(z.y):y*+y—2=0}
C={(z,y):2+4=0,9°=1}

3.2.2 Rectas en el plano

Ahora nos ocuparemos de unos de los conjuntos bésicos de la geometria: las rectas. Ya
hemos visto algunos casos particulares, como por ejemplo:

a). El conjunto de puntos de abscisa 2, es decir

L={(z,y):x =2},

representa una recta vertical (o sea, paralela al eje y):

b). El conjunto de puntos cuya abscisa coincide con la ordenada representa una recta:
la recta “diagonal”

L=A{(z,y):z =y}
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77

¢). Si L es la recta horizontal (paralela al eje x) que pasa por el punto Py = (1,2):

Fy

claramente L se puede describir como el conjunto de puntos de ordenada 2, es decir

L=A{(z,y):y=2}

Ahora examinaremos un ejemplo que nos ayudara a deducir las propiedades generales
de las rectas. Sea L la recta que pasa por P, = (1,2) y por P, = (3,5)

1

y sea P = (z,y) uno de sus puntos. Entonces los tridngulos rectangulos Py P,Qs y
P, PQ son semejantes, pues tienen angulos iguales. Por lo tanto, sus lados son propor-
cionales; en particular,

3133 i

r—1

3—1’

5—2
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y operando llegamos a que cualquier punto (x,y) de la recta satisface la ecuacién lineal
(en dos variables)
2y — 3z = 1.

Reciprocamente, veamos que un punto P = (z,y) que verifica 2y — 3z = 1 pertenece a
L. Larecta vertical que pasa por el punto (x,0) corta a la recta L en un punto P’ = (x,y/).
Como P’ esté en L,
2y — 3z = 1.

Por hipétesis,
2y — 3z = 1;

restando ambas ecuaciones, obtenemos y = 1/, es decir, P = P’, de manera que P estd en
L.
Hemos demostrado que

L={(z,y):2y—3z =1}

Estos argumentos pueden generalizarse a cualquier recta, y se puede demostrar el
siguiente Teorema:

Teorema 3.1. Sea L una recta del plano.

1. Si L es vertical, tiene una ecuacion x = c:
L={(wy):o =}

2. Si L es horizontal, tiene una ecuacion y = c:
L=A{(z,y):y=c}

3. Si L no es ni horizontal ni vertical, y pasa por los puntos P, = (a1,b1) y Py = (ag, by),
entonces tiene por ecuacion:

by — by _y_bl

o — A1 r — aq

(3.2.1)

Observemos que la ecuacion 3.2.1 puede escribirse de la forma

by — b by — b
Y= 2 19C+<b1—(l12 1)7

a2 —aq a2 — aq

0 sea
y=mx + b,

que es la forma mas comun para expresar la ecuacion de una recta. El niimero m se llama
la pendiente de la recta, y b es la ordenada al origen.

Ejercicios
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79. Razonando (j y no copiando !) como en los ejemplos, hallar la ecuacién de la recta
que pasa por los puntos dados:

(a) (2,3)y (4,5)
(b> (57 _1) y (_5’ _1>

@ (33) ¥ 00
0 ()
© 1.5y (-1.3)
© (1.-1)y (-L1)
80. Sea I la recta que pasa por P, = (=1,0) y Py = (5, 1):

(a) Hallar la ecuacién de L y comprobarla.
(b) Mostrar otros dos puntos de L.

(¢) Decir cuédles de los siguientes puntos pertenecen a L:
1
Ql = <37 5) ) QQ = (1072) ) Q3 = (_77 _1)

81. Hallar el valor de k para el cual los puntos
(-1,2),(3,1) y (2,-k+1)
estan alineados
Hemos visto ya que dada una recta L del plano es posible hallar una ecuacion lineal
Ar+ By =C

tal que
L ={(z,y) : Av+ By = C}.

Ahora realizaremos el proceso inverso: veremos que, fijados nimeros A, B,C con A # 0
6 B # 0, el conjunto de puntos

L={(z,y): Az + By = C}

es una recta.
Si A =0, la ecuacién queda
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y es claro entonces que se trata de una recta horizontal (si al lector no le parece evidente,
j convénzase !
Si B =0, la ecuacion es x = g, y se trata de una recta vertical.
Si A#0y B #0, despejando, obtenemos
A C
Y= —Ex + B
Para confirmar, usando el Teorema 3.2.1, que esta ecuacion es la de una recta, notemos

que los puntos
C A C
P = — |, PB=(1,——=+=
1 <07 B) y 42 < ) B + B)

satisfacen la ecuacion, y la recta que pasa por estos dos puntos esta dada por la ecuacion

A ¢ (4.¢
B 'B) B Y \B'B

1-0 x—0 '

es decir
B A n C
Yy="B" T

Esto es una demostracion de nuestro segundo teorema:
Teorema 3.2. El conjunto de puntos que verifica una ecuacion lineal
Ar+By=C (A#0 ¢ B+#0)
es una recta del plano.

Por ejemplo, si nos piden que representemos en el plano el conjunto

{(v,y) : 20 —y =1}

razonamos asi: sabemos por el teorema 3.2 que se trata de una recta; como sabemos
también que una recta queda determinada por dos puntos, basta con hallar dos puntos
del conjunto. Si hacemos x = 0 en la ecuacién, tenemos y = 1, o sea que (0, 1) estd en
la recta; y si hacemos z = 1, tiene que ser y = 2x + 1 = 3, de manera que (1, 3) es otro
punto de la recta. Ya tenemos toda la informacién que necesitamos:

Ejercicios
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82. Representar graficamente los conjuntos de puntos P = (z,y) que verifican las sigu-
ientes ecuaciones:

83. Determinar el valor de k necesario para que el punto dado satisfaga la ecuacion:
(a) 2z +ky—1=0, (—1,3)

(b) (k—1)xz+3ky=2(k+1), (2,-2)

(¢) 3z =—y+4, (1-kk)
(@) K2+ ky =1, (1,-1)

84. Representar graficamente los conjuntos:

A={(z,y): 2z —y=1,2> 0}
B={(z,y): —z+y=2,y <0}
C={(z,y):y=2x—1,2 >0,y <0}

(Sugerencia: pensarlos como intersecciéon de conjuntos que se saben representar)

3.2.3 Posicidon relativa de dos rectas

Dadas dos rectas L y L' del plano, necesariamente debe suceder una de las tres cosas
siguientes:

— son transversales, es decir, se cortan en un solo punto;
— son paralelas, es decir, no se cortan en ningun punto;

— son coincidentes (o sea, L = L').
L/

L/

0
Rectas Transversales Rectas Paralelas Rectas Coincidentes
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Segin hemos visto, cada una de las rectas estd dada por una ecuacion lineal, digamos

L:Ax+ By=C
L' :Az+ By=C'

Los puntos de interseccion, en caso de haberlos, deben verificar ambas ecuaciones, es
decir, deben ser soluciones del sistema lineal

Ar+ By =C
Az + By=C'

— Decir que las rectas son transversales, es decir que el sistema tiene solucion tnica;
— decir que las rectas son paralelas es decir que el sistema no admite solucion;

— decir que las rectas son coincidentes es decir que las ecuaciones son equivalentes
(infinitas soluciones).

Ejemplos
1. Sean las rectas de ecuaciones
L:2x4+y=-1
L':z—y=2
Este sistema lineal admite una tinica solucién, que es

1 5)
T=—,y=—=.

3 3

Luego las rectas son transversales y se cortan en P = (1/3,—5/3). El grafico es

2. Sean las rectas de ecuaciones

L:2x—y=-3
L': —6x+ 3y =—6
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Si tratamos de resolver el sistema, vemos que multiplicando la primera ecuacién por
3, obtenemos el sistema equivalente

L:6x—3y=-9
L':—6x+3y=—-6

y sumando ambas ecuaciones, obtenemos 0 = —15, lo que nos dice que el sistema
no tiene solucién (ni siquiera hace falta sumar las ecuaciones, ya que con un poco
de préctica uno se da cuenta de que 6z — 3y no puede ser al mismo tiempo —9 y 6).
Las rectas son paralelas, y el grafico es el siguiente:

L/

3. Sean L y L’ las rectas de ecuaciones

L:4x — 8y =—12
L':—x+2y=3

Si multiplicamos la segunda ecuacién por —4, obtenemos la primera ecuacion. Esto
significa, que ambas ecuaciones son la misma ecuacién. Las rectas coinciden

Ejercicios

85. Representar graficamente los siguientes pares de rectas, indicando en cada caso si
son paralelas, transversales o coincidentes. En el caso de ser transversales, indicar
ademas el punto de interseccién.

L:4x+3y =11
(a) { L':3x—y=18
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86. Hallar los vértices del triangulo determinado por las rectas:

Ly:3x—2y=—6
L22y+3§':6
Ls:6y—x=2

y representarlo graficamente.

3.2.4 Distancia entre dos puntos del Plano

Si dos puntos del plano vienen dados por sus coordenadas, P, = (z1,y1), Py = (22,v2),
podemos calcular la distancia entre ellos mediante el Teorema de Pitagoras.

Tt 0 T2
En la figura, el tridngulo P; P,() es rectangulo; por lo tanto,

(PPy)? = (PQ)” + (QP,)?
y como PQ = (x5 — x1), QPy = (y2 — y1), obtenemos
d* = (x3 — 21)* + (42 — 1n)?
Con esto hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 3.3. La distancia d entre los puntos P, = (x1,y1) y Po» = (x2,y2) estd dada por
d=/(x2— 1) + (12 — 1)
Ejemplo 1. La distancia entre P, = (3,2) y P, = (1, —4) es

d=+/(1—=32+(—4—-2)2=/(—2)2+ (—6)2 = V4 + 36 = V40
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1
Ejemplo 2. Los lados del tridngulo de vértices A = (0,1), B = (-2,-2),y C = (5 —1)

miden:

AB=/(-2-02+(-2-1)2=+/13
BCZ\/G—(—z)) +(—1—(—2))2:@

2
CA:\/<0—%>2+(1—(_1))2:@

Ejemplo 3. Una circunferencia, es un conjunto de puntos que equidistan (es decir, estan
a la misma distancia) de un punto fijo. Al punto fijo se lo llama centro y a la distancia
radio. Con nuestros conocimientos actuales ya podemos conocer con precisién la ecuacién
de la circunferencia. Si elegimos un punto P = (a,b) y un radio R > 0, todos los puntos
de la circunferencia, deben estar a distancia R de P. Entonces, si el punto (x,y) esta en
la circunferencia, debe satisfacer

Vi(z—a)?+(y—b)? =R,

o escrito de otra manera,

(x—a)*+ (y—b)* =R

En resumen, si B(P; R) denota a la circunferencia de centro P y radio R, tenemos

B((a,0); R) = {(z,y) : (r —a)* + (y — b)* = R}
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87. Calcular la distancia entre los puntos A y B que se indican, y hacer el gréfico

s apn - (31)

( _1);B: (171)

correpondiente:
(a) A=(2,0:;B=(0,-1)
(b) A=(0,-2); B = (1,0)
() A=(

) A

d

88. Sea el cuadrilatero de vértices:

A=(1,2);B=(2,

—1);C =

(a) Hallar las ecuaciones de sus diagonales.

(b) Calcular la longitud de las diagonales.

89. Comprobar que el triangulo de vértices

A=(4,1);B =

es rectangulo.

90. Graficar los siguientes conjuntos:

(4,11):C =

(—=1,-3); D =(-2,1)

(0,3)

A={(z,y): 2’ +y* < 1}
B={(z,y): 2* +y* > 1}

91. ;Cémo hay que elegir el niimero k para que el tridngulo de vértices

A=(1,0);B =

sea equilatero?

(5,0); C =

(3,k)

92. Un punto moévil parte del origen en la direccion de la recta y = 2z, viajando por el
primer cuadrante a una velocidad de 5 unidades por segundo. Hallar el punto del

plano en que se encuentra después de 3 segundos.

93. El punto P = (1, 3) pertenece a la recta L de ecuacién y = 3z. Hallar los puntos de

L que distan 1 de P.
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3.3 Funciones Trigonométricas de Angulos

3.3.1 Angulos

Un dngulo « en el plano estd determinado por dos semirrectas (es decir, “rectas” que son
infinitas solamente en un sentido) /; y [y con un origen comun O; [; se llama lado inicial,
y ly lado terminal de a. Lo denotamos por

o = (ll, O, lg),
y graficamente

2

h

y lo pensamos como la abertura que determinan las semirrectas.

Ejemplos.
Io}
L=, \
0 ] 0 I T 0 I
angulo nulo angulo recto angulo llano
({1 coincide con ly) (I; es perpendicular a ls) (I3 es opuesta a [;)

Si colocamos el origen 0 de un dngulo o = (I,0,l3) en el origen de coordenadas y
hacemos coincidir el lado inicial [; con el semieje positivo de las x,

lo ‘

N

h
entonces el lado terminal I, quedard en alguno de los cuatro cuadrantes (en la figura,
por ejemplo, estd en el segundo). De esta manera, podemos hablar del cuadrante al que

0
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pertenece un angulo dado «. Por definicién, llamamos angulos agudos a los que pertenecen
al primer cuadrante.

Ahora describiremos un sistema para medir los angulos, el sistema seragesimal. Este
nombre proviene del hecho de que lo que uno realmente hace es expresar los dngulos con
un sistema de numeracién basado en el nimero 60. Lo describimos brevemente:

Se toma como unidad la 90-ava parte de un angulo recto, y se la llama grado sezxa-
gesimal, y se la denota por 1°. Para expresar unidades menores que el grado, se divide el
grado en 60, y a cada una de estas partes se las llama minuto, denotado por 1’; a su vez
los minutos se dividen en segundos, denotados por 1”. En caso de necesitarse aun mas
precision, se consideran décimas de segundo, centésimas de segundo, etc.

Por la definicion que hemos hecho, esta claro que

— Un angulo recto mide 90° y un angulo llano 180°.
— La medida de un angulo esta entre 0° y 360°.

Es importante que quede clara la diferencia entre enunciar la medida de un angulo
en grados, minutos y segundos, que en centésimas de grado. Por ejemplo, un angulo de
30°13'48", pasado a grados y centésimas de grado sera

13 48
30 + 50 + 3600 30, 28.
Esta distincion es especialmente importante para trabajar con calculadora, ya que proba-
blemente se puedan introducir las medidas de dngulos de ambas maneras, y debe saberse
cual se utiliza.

Las calculadoras también pueden expresar los dngulos en radianes: en esta forma de
medir angulos, se considera que un angulo llano mide m; entonces, un angulo de 45°
expresado en radianes medird (utilizamos la regla de 3)

T
4 — ~(.7854
5 X 130 785

Ejemplo. Es sencillo construir en forma exacta un angulo de 45°, pues se puede obtener
de la diagonal de un cuadrado. Sea P = (1,1), y « el dangulo cuyo lado terminal /s pasa
por P; entonces a mide 45°.

y lg

Ejercicios
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94. Expresar en grados, minutos y segundo los angulos que miden

(a) 23,18°
(b) 107,03°

95. Dibujar en forma exacta los dngulos de 135°, 225° y 315° (considerando su relacién
con el dngulo de 45°)

96. ;A qué cuadrante pertenecen los siguientes dngulos: 300°, 192°, 93°, 180°1’, 150°7

97. Dibujar el triangulo de vértices
A=(0,0);B=(2,0);C = (1,V3)
y probar que es equilatero, y que en particular el angulo A mide 60°.

98. Encontrar un punto P = (x,y) del primer cuadrante de tal manera que la semirrecta
ly de origen 0 y que pasa por P determine un angulo de 30°.

Como mencionamos en el ejemplo anterior es posible, mediante construcciones geométricas
sencillas, hallar en forma exacta algunos angulos de medida dada. Pero si se quiere hacer
lo mismo con otros, por ejemplo contruir un angulo de 20°, o de 1°, nos encontramos con
un problema que no es sencillo.

3.3.2 Funciones trigonométricas de un Angulo

Sea a un angulo (en algin cuadrante) con lado terminal [y y sea P = (z,y) un punto
sobre [5. La distancia de P al origen esta dada por

= TR

:1:0\

Ahora definiremos ciertas funciones del angulo «, llamadas funciones trigonométricas:

— Llamamos seno de a al cociente y/r, y se denota como sen «:

ordenada de P

sen a = — , —.
distancia de P al origen
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— Llamamos coseno de « al cociente x/r, y se denota como cos a:

abscisa de P
distancia de P al origen’

cos ¥ =

En principio estas definiciones no parecen muy razonables, porque parecen depender
del punto P. Pero esto es sélo aparente, ya que los cocientes mencionados dependen
unicamente del dngulo «, y no de los valores de z, y (siempre que estén sobre la semirrecta
l2, pues en caso contrario no tendrian relacién con el dngulo). Verifiquemos la afirmacién
que hemos hecho: si P’ = (2/,9') es otro punto sobre la semirrecta [y, tenemos

/ A
l21€ 7777777 y,
a
AN &
2 x 0

Es claro que el tridngulo con vértices 0, P, (z,0) y el tridngulo con vértices 0, P’, (2, 0)
tienen los angulos iguales, de manera que sus lados deben ser proporcionales. Luego,

/ /

ey PGP Ve ey JErE )

que prueba que efectivamente el seno y el coseno dependen exclusivamente del angulo y
no de los puntos concretos que se uilizaron en la definicion.

Observemos la siguiente relacion fundamental:

2 2 ? y? %+ y?
sen “o + cos” o = + = =

= =1
«T2+y2 x2+y2 x2+y2

Y

es decir

sen 2a 4+ cos’a =1

Hacemos notar aqui una cuestion de notacion: sen 2o quiere decir (sen a)?.

Como el cuadrado de un nimero real siempre es positivo, tenemos 22 < 22 + 9%, y
también y? < 2% + 2, de donde se deduce que, para cualquier 4ngulo «a, siempre

’—1§sen04§1,y —lgcos&gl‘

Ejemplo 1. Sea f el angulo cuyo lado terminal I, pasa por P = (2, 3)
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A

Entonces:

r=v22+3 =113

3
sen o = ——
V13

2
cosQ = ——
V13

Es sencillo (j pero no deje de hacerlo !) verificar la relacién fundamental.
Ejemplo 2 (A/ngulos especiales). En general no es sencillo obtener los valores de las fun-

ciones trigonométricas en un angulo cualquiera. Pero para ciertos angulos fundamentales,
ciertas consideraciones geométricas permiten obtener de forma exacta los valores.

1. (Angulo de 45°)

V2

1 V2

sen 45° = — = —
V2 o2

1 V2

cos 45’ = — = —
V2 2

2. (Angulo de 60°)

Consideremos un triangulo equildtero con un vértice en el origen y lados de longitud
2:
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60° | 60°
0 1 2

El tridngulo con vértices 0, (1,0) v (1,y) es rectdngulo. Es muy sencillo obtener el
coseno, porque conocemos el lado adyacente y la hipotenusa:

1
60° = —.
cos 5

Entonces, por la férmula fundamental,

/ NN /1
sen 60° = V1 — cos? 60° = 1—(5) = 1—1:\/§:§

99. Mostrar que

Ejercicios

(a) sen 0° = 0,cos0° =

(b) sen 90° =1,c0s90° =0

(c) sen 180° = 0, cos 180° = —1

(d) sen 270° = —1,c0s270° =0
100. Mostrar que

V3

1
sen 30° = 3 cos 30° = =3

101. A los angulos que estan relacionados con los de 30°,45° 60° se les puede calcular
en forma exacta el valor de las funciones trigonométricas. Hallar los valores de las
funciones trigonométricas para 120°, 1352, 150°,210°, 225, 240°, 300°, 315°, 330°.

Una tercera funcién trigonométrica importante es la tangente, definida como
ordenada de P
abscisa de P

Notemos, con los simbolos ya usados, que

tana =

ordenadade Py y/r sen

abscisa de P r x/r cosa

Como carece de sentido dividir por cero, tampoco tiene sentido definir la tangente
para 90° y 270°.

Ejercicios
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102. Hallar tan 0°, tan 30°, tan 45°, tan 60°.
103. Hallar sen «, cos a, tan « si « es el angulo cuyo lado terminal [ pasa por P = (-2, 3).

Para las aplicaciones es importante poder conocer el valor de las funciones trigonométricas

de cualquier angulo. Como ya dijimos, los métodos para hacer esto no son elementales
y se basan en el cédlculo infinitesimal. En general no pueden obtenerse valores exactos
sino aproximados, aunque la aproximacién puede hacerse tan buena como se quiera. Esto
es lo que hacen las calculadoras, y los valores que se obtienen con ellas son casi siem-
pre suficientemente aproximados para tratar los problemas planteados. De todos modos,
cuando aparezcan los angulos de los cuales hemos calculado en forma exacta las funciones
trigonométricas, podremos utilizar los valores exactos que hemos calculado.

3.3.3 Triangulos Rectangulos

Consideremos un triangulo rectangulo cuyos catetos midan a,b, su hipotenusa ¢, y sean
«, B sus angulos agudos.

«

b
Entre las medidas del triangulo rectangulo conocemos las siguientes relaciones:

1. Del Teorema de Pitagoras:
¢ =a®+ b

2. De las definiciones de las funciones trigonométricas:

a b
sen @ = — sen = -
c c

a
cosa=- cosf=—
c c

3. La suma de los angulos interiores de un tridngulo vale 180°; por lo tanto, en el
triangulo rectangulo,

£=90°—«
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El uso adecuado de estas relaciones permite abordar diversos problemas, en particular
hallar los datos de un tridngulo rectdngulo a partir de un lado y uno de los dngulos agudos.

Ejercicios
104. Refiriéndonos al tridngulo rectdngulo anterior:

(a) Probar que
sen (90° — a) = cos«
cos(90° — a)) = sen «
1

tan «

tan(90° — o) =

(b) Calcular sen «, cos «, tan v en los siguientes casos:
i.a=50=3
ii. a=6,b=10

(c) Calcular el valor exacto de by ¢

1. sisenoz:§ya:2;

ii. sitanf=2ya=2.

1
(d) Calcular el valor exacto del drea del tridngulo si ¢ =1y cos 8 = T

105. Hallar el area de un tridngulo rectangulo en el cual un angulo mide 30° y la
hipotenusa mide 4.

106. En un triangulo rectangulo, un éngulo mide 60° y el cateto opuesto mide 3. Hallar
su perimetro.

Atn queda una situacion por resolver en el caso de los triangulos rectangulos: ;cémo
averiguar la medida de los angulos si se conocen los lados?

Si pensamos un poco en el problema, veremos que incluso alcanza con conocer la
longitud de dos de los lados. Efectivamente, supongamos que conocemos los dos catetos
a y b de un triangulo rectangulo. Por supuesto, sabemos ademés que el angulo entre
ambos catetos es de 90°. Sabiendo el valor de los catetos, podemos calcular el valor de
la tangente de los otros angulos: por ejemplo, si « es el dangulo entre el cateto a y la
hipotenusa, entonces

tanoa = —.
a

El hecho importante es que dado un nimero en el intervalo [0, 00), hay un sélo éngulo en
el primer cuadrante que tiene ese nimero como tangente.
Una forma intuitiva de ver esto, es que si o y B son dos dngulos del primer cuadrante,
a < B, tenemos que
sen a < sen B y cosa > cos 3,
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y por lo tanto
tan o < tan 3

(es decir, que “un valor no se puede repetir”).
Al Unico angulo « del primer cuadrante tal que

tano = —
a
b
lo llamamos arco tangente de — y se nota
a

o = arctan —.
a

Del mismo modo, también para el seno y el coseno, cuando son positivos, hay un tinico
dngulo agudo « (o sea, del primer cuadrante) tal que si r es un nimero real del intervalo
[0,1],

sen o« =r

y hay un unico dngulo agudo S del primer cuadrante tal que si s € [0, 1],
cos 3 = s.

Denotamos estos angulos por
Q= arcsen T,

[ = arccos s.
Ejercicios
107. Hallar los angulos del triangulo rectangulo cuyos catetos miden 20 y 35.

108. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 18, y uno de los catetos 7. Hallar
sus angulos.

109. En un tridngulo rectangulo la altura correspondiente a la base mide el doble que
ésta. Hallar el valor de sus angulos.

3.3.4 Signos de las Funciones Trigonométricas

Los signos de las funciones trigonométricas dependen del cuadrante en que se encuentra
el angulo. Asi, por ejemplo, si a estd en el segundo cuadrante,

A

N
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Tenemos que

x <05y > 0.
Como r > 0 siempre,

sen a = Y > 0,
r
x

cosa = — <0,
r

tana = Yy < 0,
x

es decir, que para un angulo del segundo cuadrante el seno es positivo y el coseno y la
tangente son negativos.

Como ejercicio, comprobar que los signos en los distintos cuadrantes son los indicados
en las figuras que siguen:

A A

sen « COS tan «

Ejercicios

110.

111.

112.

Hallar el signo de las funciones trigonométricas de los siguientes angulos: 98, 220,
75°, 160°,300°, 185°.

Determinar el cuadrante en que se encuentra el angulo en cada uno de los siguientes
casos:

sen @ < 0y cosa >0
b

)
)
()
)

(d) tanav <0y cosa >0

(a
(b) sen @ >0y cosa <0

sen o <0y tana > 0

Construya, en cada uno de los casos indicados, el angulo «, especificando un punto
de su lado terminal.

2
(a) sena:§ytana>0
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(b) tana= —4 y sen a >0
1
(c) cosoz:§ysena<0

(d) tanaw=—1y cosax >0

3.3.5 Relaciones entre las funciones trigonométricas
Hemos visto que para cualquier angulo « vale la relacién fundamental
sen “a + cos” a = 1. (3.3.1)

También tenemos, por definicién de la tangente,

n o
tana =

(v # 90°,270°). (3.3.2)
cos

Mostraremos ahora como utilizar estas férmulas para deducir relaciones entre las fun-
ciones trigonométricas. Es importante recalcar que el punto aqui no esta en que el alumno
recuerde estas formulas, sino en que entienda el mecanismo utilizado para hacer la de-
duccién que haga falta.

Dividiendo la ecuacién 3.3.1 por cos? a (de nuevo, si a # 90°,270°) obtenemos

9 1
tan“a+ 1 = 5
cos? o
y despejando,
1
cos’a = TS tena (3.3.3)

Ademds, como cos?a = 1 — sen 2a, de lo anterior obtenemos

9 1
I—sena=———
1+ tan® «
y, despejando,
tan? o
Sen 2@ = m (334)

Es importante que quede claro que la eleccién del signo en las raices cuadradas debera
hacerse teniendo en cuenta el cuadrante en que estd el angulo.
Con estas relaciones, se pueden obtener los valores de las funciones trigonométricas de
un angulo, si se conoce una de ellas, sin necesidad de conocer el valor del angulo.
: 1
Ejemplo 1.  Sea a un angulo del tercer cuadrante del cual se conoce que sen o = -3

Para obtener cos a, utilizamos 3.3.1,

1\ 2
cosa =+v1 —sen 2a =+ 1—(—§> :i\/?g
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y como « esta en el tercer cuadrante, cosa < 0:

V8

CoOS v = —?
Para calcular tan «, utilizamos la definiciéon 3.3.2:
. sen o —1/3 1
anqo = = = —
cosa  —/8/3 /8
Ejemplo 2. Sea o un angulo del segundo cuadrante tal que tana = —3. Para calcular
sen «, por 3.3.4 obtenemos:
_9\2
sen 2a:—( 3) :3,
1+(=3)2 10
luego
3
sen o = ——.

V10

Como « esta en el segundo cuadrante, sen a > 0; luego,

o

sen o =
Para calcular cos a, por 3.3.3
9 1 1

cos = ———>5 = —,

1+(=3)2 10
luego

1
cosa = +——.

V10

Por ser un angulo del segundo cuadrante, cos o < 0; luego
1

coOst¥ = ———.

V10

Ejemplo 3. Sea a un angulo del tercer cuadrante. Expresar sen a y tan a en términos
de cos a.
Para obtener sen «, por 3.3.1,

sen o = +v/'1 — cos? a.

Como « esta en el tercer cuadrante, sen o < 0, de manera que

sen @ = —y/1 — cos? a para « en el tercer cuadrante.

Para obtener tan «, utilizamos la definiciéon 3.3.2 y lo anterior,

sen @« —+v/1 — cos?a
)

tana = =
cos cos
es decir
V1 —cos?«
tana = ——  para « en el tercer cuadrante
cos (v
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Ejercicios
113. Calcular las funciones trigonométricas del angulo « en los casos siguientes:

(a) sen @ = —2/3, a en el cuarto cuadrante.

)
(b) tana = V3, a en el primer cuadrante.
(c) cosa = —2/5, a en el segundo cuadrante.
)

(d) tana = \/5, « en el tercer cuadrante.
114. Expresar cosa y tan a en términos de sen « para « en el segundo cuadrante.

115. Expresar sen o y cos v en términos de tan o para « en el cuarto cuadrante.

3.3.6 Reduccion al primer cuadrante

Consideremos un angulo a del segundo cuadrante, y sea P = (z,y) un punto sobre su
lado terminal

Los triangulos rectangulos 0PQ y 0P’Q’ son iguales pues sus hipotenusas miden igual,
y los catetos 0Q) y 0Q)" son también iguales. Por lo tanto, como el dngulo 8 mide 180° — «,
de la figura obtenemos:
sen o = % = sen (180° — «)

cosa = o T —cos(180°% — «v)
r r

tana =2 = Y = —tan(180% — «)
x —z

Estas relaciones son muy ttiles para:
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1. Calcular el valor de las funciones trigonométricas de « conociendo las del dngulo
agudo 180° — «

2. Evaluar a conociendo el valor de alguna funcién trigonométrica de «, pues para
angulos agudos ya sabemos hacerlo.

FEjemplo 1. Calcular las funciones trigonométricas del angulo de 150°. Aqui la obser-
vacion clave es que 150 = 180 — 30. Entonces,

1
sen 150 = sen (180° — 150°) = sen 30° = 5

3
cos 150° = — cos(180° — 150?) = — cos 30° = —£

2
1
V3

Ejemplo 2. Sea a un angulo del segundo cuadrante, del cual sabemos que

tan 150° = — tan(180° — 150°) = — tan 30° = —

cosa = —0,57357
Para hallar a, tenemos:
—0,57357 = cos @ = — cos(1807 — «),

de manera que
cos(180° — av) = 0,57357.

Mediante la calculadora hallamos que el dngulo agudo cuyo coseno es 0,57357 es 557, de
manera que

180? — o = 557,

0 sea
a = 125°

Como es légico, se pueden obtener relaciones analogas para el tercer y cuarto cuad-
rante.

Ejercicios
116. Utilizando reduccién al primer cuadrante, hallar cos 120°, sen 175°, tan 98°.
117. Determinar « en cada uno de los siguientes casos:

(a) sen o = 0,69465 y « en el segundo cuadrante.

(b) tana = 1,42814 y « en el segundo cuadrante.
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118. Para « en el tercer cuadrante, deducir las relaciones
sen o = —sen (a — 180°)
cosa = — cos(a — 1807)
tan o = tan(a — 180°)

119. Sea a un angulo del cuarto cuadrante. Razonando sobre la figura, deducir las
relaciones:

sen @ = —sen (360° — «)
cos o = cos(360° — «)

tan o = — tan(360° — «)

: Pl — (f]:,,y,)

P= (@)

120. Por reduccion al primer cuadrante, calcular sen 250°, tan 275°, sen 300°, cos 281°,
tan 190°.

121. Determinar «, sabiendo que:

(a) cosa = —0,656 y « estd en el primer cuadrante;
b) tana = —2 y « esta en el cuarto cuadrante;

y
(c) sen a = —3ya estd en el tercer cuadrante;

(d) cosa=0,659 y « esta en el segundo cuadrante.
122. Calcular el valor de los angulos de los triangulos de vértices:

(a) A=(0,0); B =(-3,2);C = (4,0);
(b) A= (—1,0):B = (0,2):C = (5,0).
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3.3.7 Pendiente de una Recta

Cuando consideramos rectas en el plano, utilizamos el hecho de que una recta queda
determinada por dos de sus puntos. Ahora veremos otra manera de fijar una recta, que
esta relacionada con su inclinaciéon con respecto a la horizontal.

Sea L una recta del plano, no horizontal. Es claro que L corta al eje X en un tnico
punto ). Llamamos inclinacion de L al angulo que tiene como lado inicial a la semirrecta
que esta sobre el eje X, con origen (), y que se extiende hacia la derecha de @); y como
lado terminal, la semirrecta sobre L de origen (), y que se extiende hacia arriba de ). Si
la recta es horizontal, decimos que la inclinacién es de 0°.

Tenemos, por como fue definida,

0° < inclinacién de L < 180°

para cualquier recta L.
Ejemplos: el eje X tiene una inclinacién de 0°; el eje Y, de 90°, y la recta “diagonal”,
45°.
Llamamos pendiente de una recta no vertical a la tangente del dngulo de inclinacién.
En simbolos,
m = tan o

Como la tangente de 90° no esta definida, se dice que las rectas verticales no tienen
pendiente.

45° 135°

Como veremos a continuacion, no es necesario conocer la inclinacién para hallar la
pendiente.
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Ejemplo. Sea L la recta que pasa por P = (3,2) y P» = (5,8).

0

es decir que la pendiente es 3.

Conocida la pendiente m de una recta L y uno de sus puntos F
hallar su ecuacion.

Si P = (z,y) es otro punto de L, de la figura,

= (z0,Yo), es facil

obtenemos

de donde

que es la ecuaciéon de L.
Ejercicios

123. ;A qué cuadrante pertenece el angulo de inclinacién de una recta si la pendiente es
positiva? ;Y si es negativa?

124. ;Cual es el dngulo de inclinacion de una recta de pendiente 47 ;Y de pendiente —37

125. Calcular la pendiente de la recta que pasa por P, = (1,3) y P, = (—1,4).
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126. Dibujar las rectas que pasan por el origen y cuya pendiente es:

(a
(b
(c
(d
(e
(f)

127. Hallar la ecuacién de la recta de pendiente 1/3 y que pasa por Py = (—1,2). Grafi-
carla.

1
2
3

~— ~— ~— ~—

3 3 3 3 3 3

-3

Sea L una recta de ecuacién Ax + By = C. Si L no es vertical, B # 0, y podemos
despejar y:

A n C
= ——X —_
V=78 B
es decir, tiene la forma (llamada ezplicita)
y =mz + b,
dondem = —A/B, b = C'/B. Los ntimeros m y b tienen el siguiente significado geométrico:

1. m es la pendiente. En efecto, si P, = (a1,b1) y P> = (a9, by) son dos puntos distintos
de L, por la definiciéon de pendiente se tiene

by — by

a2 — ay

Pendiente de L = tana =

0 aq (05}

Por otra parte, al pertenecer a L los puntos P; y P, verifican su ecuacion:
bl = may + b

bgzma2+b

Restando la segunda ecuacién de la primera,

by — by = m(a2 - al),
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de manera que

by —by

a2_a1’

m

y por lo tanto
m = Pendiente de L

2. El punto (0, b) pertenece a la recta, y es donde L corta al eje y. Por ello se llama
ordenada al origen.

Resumimos lo anterior en el dibujo:

i L
b L:y=mx+b
m = tan «
o]
0

Ejercicios
128. Hallar la pendiente y la ordenada al origen de la recta, y graficarlas:

(
(

a) de ecuacion —z + 3y =1

)
b) de ecuacién 2z +y =1
() que pasa por Py = (~2,0) y P, = (~1,~1)
(d) de inclinacién 30° y que pasa por Py = (1,3)

129. Sean L, L’ de ecuaciones
L:y=mx—+b

L:y=mz+¥V
Comprobar que:
— L y L' transversales equivale a m # m/

— Ly L' paralelas equivale a m = m/

— Ly L’ coincidentes equivale am=m'y b =10

130. Averiguar si el cuadrilatero ABC'D de vértices A = (0,0), B = (1,2), C = (4,3),
D = (3,1) es un paralelogramo (es decir, si tiene lados opuestos paralelos).

131. Hallar la ecuacién de la recta paralela a la recta de ecuaciéon —x + 2y = 1 que pasa
por Py = (—1,1/3)
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3.3.8 Teoremas del Seno y del Coseno

No siempre los triangulos son rectangulos, y por lo tanto atin hay muchos casos en los que
no pueden utilizarse las nociones aprendidas. Veremos ahora cémo encontrar relaciones
que valgan en cualquier tridangulo, y nos permitan encontrar, a partir de algunas medidas
de lados y angulos, las otras.

Teorema del Seno.
Consideremos un triangulo ABC'y sea h la longitud de la altura correspondiente al

lado AB.

A
De las definiciones, obtenemos
h
sen a = 7 de manera que h = bsen «
h
sen § = —, de manera que h = asen 3
a

Por lo tanto,
asen [3 = bsen «,

0, escrito de otra manera,

sen «  sen 3
a b

Esta relacién es conocida como “Teorema del Seno”.

Observacion. Notemos que en la demostracion hemos supuesto que « era agudo; si no
lo fuera, el Teorema sigue siendo vélido, de acuerdo al razonamiento siguiente:

C

h
sen (1807 — a) = 7 de manera que h = bsen (180° — «)
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senﬁzg, o sea h = asen f3
como « estd en el segundo cuadrante,
sen (180° — a) = sen «
y se obtiene nuevamente la relacién anterior.

Ejemplo. En un tridngulo un lado mide 2,5 y los angulos adyacentes 30° y 45°. Calcular
las longitudes de los otros dos lados.

300 459
A 2.5

v =180° — 30° — 45° = 105°

Usando el Teorema del Seno:

sen v sen 45° d 2, bsen 45° 1 83
= e manera que £ = ———— =
2.5 z d sen 1050
30° 2,5 30°
SZI;; = seny , de manera que y = % =1,29

Teorema del Coseno
Sea nuevamente un triangulo ABC' y h la altura correspondiente al lado AB

Por el Teorema de Pitagoras:

De las definiciones:

h
sen a = 7 de manera que h = bsen «
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x
cosa = 7 de manera que x = bcos «

y reemplazando las expresiones de h y x en la primera igualdad, nos queda

a’* = b?sen *a + (c — bcosa)?

b%sen 2a + ¢ — 2cb cos o + b? cos?
= b*(sen %a + cos? a) + ¢ — 2chcos

y como
sen 2o+ cos? o = 1,

tenemos

a? =b>+ ¢ — 2chcos o

Esta relacién es conocida como “Teorema del Coseno”.

Observaciones:

1. Si el tridngulo anterior fuera rectangulo, de manera que a = 90°, se tiene cosa = 0,
y la relacién del Teorema del Coseno se convierte en el Teorema de Pitagoras.

2. En la demostracién anterior supusimos que « era agudo. Sin embargo, el teorema
vale para cualquier tridngulo: si a no es agudo, es decir 90° < a < 180°, se puede
razonar con la figura siguiente

Ejemplo 1. En un triangulo dos lados miden 3 y 4, y el angulo comprendido por ellos es
de 30°. Calcular la longitud del tercer lado y los otros dos angulos.
Comencemos calculando a. Por el teorema del coseno,

3
a2:32—1—42—2~3-4~00830":25—24-g

a~ 2,05
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Calculemos ahora g: utilizamos nuevamente el teorema del coseno con el valor hallado
de a:
42 =3"4a*—2-3 acosp,

de donde
32 4+ a% — 42 _9+2,O52—16
2-3-a  6-2,05

Al ser cos 8 negativo, (3 estd en el segundo cuadrante, y obtenemos

cos 8 = = —0,22

B ~103,6° = 103°3

Ejemplo 2. Calcular el drea de un tridangulo cuyos lados miden 4,8 y 11. El area es

Azll-h
2

Para calcular h tenemos
sen a = 3 de manera que h = 8sen «

y el angulo a puede obtenerse por el teorema del coseno:
4 =8"+11>—-2-8-1lcosa.
Despejando,
82+ 112 — 42 ~ 169
2-8-11 176
Por lo tanto, a es agudo (estd en el primer cuadrante), y entonces

1 169 2
— - — .
sen « 176

Finalmente, reemplazando en la férmula del area,

11.8 169\ 2
Ao 118 1_(_> ~ 87T

Cos =

2 176

Ejercicios
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132. En cada caso utilizar los datos del triangulo

para hallar los que se piden:

(a) a=7,b=9,v=60% hallar c;
(b) ¢=1.2, a = 1.7, f = 120°: hallar b;
(¢) a=82,b=>57,~v=061° hallar ;
(d) ¢=16, a = 52° B = 35° hallar b.
133. Con los datos que se ofrecen en cada caso, calcular el area del tridngulo del ejercicio
anterior:
(a) b=14, c =21, a = 419
(b) ¢=11,2, a = 31°, = 62°.

3.3.9 Radianes

Hasta aqui, hemos medido los angulos usado el sistema sexagesimal, cuya ventaja recide
principalmente en la gran cantidad de divisores que posee el nimero 360. Este hecho
permite presentar una gran cantidad angulos en término de niimeros enteros. Sin embargo,
hay otro sistema muy utilizado, al cual debe familiarizarse, si no lo esta y es el sistema de
radianes. El angulo en radianes se define como el cociente entre la longitud del arco del
angulo en cuestion y su radio. La relaciéon entre el sistema sexagesimal y el radian se halla
entonces por regla de tres simple, teniendo en cuenta que un angulo de 360 corresponde
a 27 radianes.

Ejercicios

134. Complete la siguiente tabla

sistema sexagesimal | sistema radian
180° T
90°
/4
30°
270°
/8
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3.3.10 Funciones Trigonométricas sobre R

En algunas situaciones resulta 1til extender el dominio de las funciones trigonométricas
del intervalo [0, 27) a todo R. La idea es simple: extender las funciones de forma periédica.
Esto significa que tomando como punto de partida el angulo 0 comenzamos a girar en
sentido antihorario, barriendo todos los angulos hasta que llegamos a 27 ,que original-
mente se identificaba con 0. Solo que ahora seguimos aumentando el angulo mas alla de
2w, pero a la hora de calcular las funciones trigonométricas de dicho angulo, lo hacemos
reduciendolo al intervalo [0, 27), o sea 27 se identifica con 0, 37 =27 +m, con 0+7 =7
y asi sucesivamente. En otras palabras, extendemos las funciones de forma periddica,
e.g., dado v € [0,27), sen (v + 2n7w) = sen (a), n € N. Claramente esta definicién puede
extenderse para valores negativos si el giro se realiza en sentido horario, es decir, dado
a € 1[0,27), sen (a + 2n7m) = sen («), n € Z.

Ejercicios

135. Complete la siguiente tabla

sen (257/6) | sen (227 4+ 1/6m) =sen (1/67) =1/2
sen (—m/2)
cos(—m/2)
tan(—m/2)
sen (57)
cos(7m/2)
tan(—9m/4)

De la tabla de signos para las fucniones trigonométricas en la secciéon 3.3.4 resulta
inmediato verificar que

sen (—z) = —sen (),
cos(—x) = cos(x),
tan(—x) = —tan(x).

Funciones que al cambiar el signo del argumento permanecen inalteradas o solo
cambian en un signo se dice que tienen paridad definida, i.e. f(—z) = +f(x).
Las fucniones como el seno, que cambian de signo se dicen impares y aquellas que
permanecen inalteradas, como el coseno se llaman pares. Claramente el producto
(o division) de funciones pares e impares resulta impar y es por ello que la tangente
tiene la misma paridad que el seno. ;y el producto de dos impares qué paridad
tiene? ;la suma de dos impares tiene paridad definida? ;qué sucede con la suma de
una funcién par y una funcién impar?
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3.3.11 Otras Identidades

Las funciones trigonométricas estan repletas de identidades, las cuales son muy ttiles a la
hora de resolver problemas, hemos visto varias, cuyas demostraciones han sido presentadas
oportunamente, pero hay otras, cuya demostracion escapa los alcances de este curso,
aunque no por ello es necesario ignorarlas. Entre ellas, probablemente una de las que mas
hara uso en los proximos cursos de la carrera son

sen (a+ b) =sen (a) cos(b) + cos(a)sen (b)

cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sen (a)sen (b)

A partir de estas identidades y de las paridades de las funciones trigonométricas es
inmediato probar el siguiente conjunto de identidades

sen (a —b) = sen (a)cos(b) — cos(a)sen (b)

cos (a — b) = cos(a) cos(b) + sen (a)sen (b)

Ejemplo 3.
De las identidades anteriores resulta

cos(2a) = cos®(a) — sen *(a) = cos®(a) — (1 — cos®(a)) = 2cos*(a) — 1

o equivalentemente

1 2
cos?(a) = + cos(2a)
2
Ejercicios
136. Usando este resultado pruebe que
1— 2
sin?(a) = —C;S( %)

3.4 Problemas de Aplicacién

Los problemas propuestos a continuacion se pueden resolver utilizando los conocimientos
adquiridos, ya sea de trigonometria como de ecuaciones. Seguramente sera bueno tener
presentes las indicaciones que se dieron en el capitulo anterior para encarar los problemas.

Ejercicios

137. Resolver los siguientes problemas
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(a)

()

Cuando el angulo de elevacién del sol sobre el horizonte es de 30°, una torre
proyecta una sombra de 75 m. Calcular su altura.

. Qué tan larga es la sombra que arroja un mastil de 11 m. de altura cuando
el sol tiene una elevacion de 20°7

El hilo que sujeta un barrilete mide 250 m. y forma un angulo de 32° con la
vertical. Hallar la altura a la que se halla el barrilete si se supone que el hilo
esta tenso.

Un automdvil asciende una cuesta que tiene una inclinacién de 22°. Si viaja a
una velocidad de 60 km/h, ;Cuédntos metros sube en 15 minutos?

Se piensa construir una pista de aterrizaje, y debido a la orientacion de la
misma quedard una arboleda de 25 m de altura. ;A qué distancia minima de
la pista debe quedar la arboleda si el angulo de despegue de los aviones es de
16°7

Cuando se apoya una escalera de 3 m de largo en una de las paredes de un
pasillo, su extremo llega a una altura de 2,50 m de altura en la pared opuesta.
Averiguar el ancho del pasillo.

Un carpintero desea construir una escuadra de madera y necesita que uno de
los angulos sea de 30°. Indique las relaciones que deben guardar los lados entre
si.

Los lados paralelos de un trapecio miden 6 y 8, y los otros dos lados miden 3.
Hallar las longitudes de las diagonales y el area del trapecio.

138. En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide a y un angulo agudo es «. Verificar
que el area estd dada por la siguientes féormula:

a®sen o cos a

2

A:

139. Mostrar que el area de la figura esta dada por

b? —a?

"~ 2tana

140. El frente de un terreno da sobre una diagonal y tiene las dimensiones que se indican
en el esquema. Calcular los metros que tiene el frente y el area que ocupa.



114 CHAPTER 3. GEOMETRIA

T

35m

|

30° ~ 20m.

141. Se quiere saber cuantos metros de alambre son necesarios para cerrar el terreno
sombreado de la figura:

142. Resolver los siguientes problemas:

(a) Un topdgrafo observa desde C dos puntos A y B situados en los lados opuestos
de un rio. Si C estd a 500m de A y a 750m de B, y ha medido el angulo AC'B
en 32, ;cudl es el ancho del rio?

(b) Desde un punto del suelo un observador ve la punta de una torre en un angulo
de elevacién de 22°; y cuando avanza 20m hacia ella, dicho dngulo es de 35°.
Hallar la altura de la torre.

(c) Refiriéndonos a la figura, determinar la posicién del punto A para el angulo

BAC sea recto.
B

5 C
t
4
4 !
9 .
(d) En un tridngulo ABC' el lado AB mide 10 y el lado C'B mide el doble que el
lado AC. Hallar las longitudes de los lados sabiendo ademas que el angulo A
mide 60°.

(e) Un embudo de forma cénica tiene una altura de 20cm. Cuando se vierten 25¢m?
de agua y se tapona la salida, el agua llega a una altura de 9c¢m. Calcular el
diametro del embudo.
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Una caja tiene 15¢m de ancho, 20cm de largo y 10em de alto. ;Qué longitud
maxima puede tener una varilla delgada para caber en la misma?

Para medir la altura a la que se encuentra un globo de observacién, se han
elegido dos puntos A y B en tierra, distantes entre si 1.200m, de tal manera
que el globo se encuentra arriba de algin punto de la linea AB. El angulo de
elevacion del globo cuando se lo observa desde A, es de 51°, y desde B, 75°.
Determinar a qué altura se encuentra el globo.

Desde un barco que viaja en determinada direccién se ve un faro a 28° a babor.
Luego de viajar 5km mas, el faro esta a 43° a babor. ;A qué distancia del faro
pasara el barco si contintia con el mismo rumbo?

Un maéstil estd inclinado hacia el norte formando un angulo de 78° con la
horizontal. Desde un punto situado a 50m al sur de su pie, el angulo de
elevacion a la punta es de 27°. Hallar la longitud del maéstil.

Una flota marcha hacia el este a 40km/h. Un barco explorador se separa de la
misma con rumbo norte a 60km/h. Si debe reunirse con la flota 3 horas después,
jcuanto tiempo debe viajar antes de torcer su rumbo y en qué direccién debe
hacerlo si su misién es explorar la maxima distancia posible hacia el norte?

Un ferrocarril une en linea recta dos ciudades A y B. Una tercera ciudad C
dista de las vias 22km. Si el angulo CAB es de 30° y el C BA es de 48°, calcular
la distancia AB.

Un barco se halla a 18km de un faro. Si viaja a 35km/h y en una direccién
que forma un angulo de 23° con la visual dirigida al faro, ;cuanto tiempo tarda
en hallarse a 10km del mismo?

En un tridngulo los lados miden 7, 11 y 14. Calcular en forma exacta la longitud
de la altura correspondiente al lado que mide 14. ;Tiene este tridngulo algin
angulo no agudo?

El punto B es inaccesible y no se ve desde A. Para calcular la distancia AB
se eligieron puntos C' y D alineados con A y desde los cuales tanto A como B

son visibles. Las distancias AC' y AD son de 420m y 570m respectivamente.
Averiguar la distancia AB si el angulo AC'B es de 98° y ADB es de 76°.

Expresar el area de un tridngulo en términos de las longitudes a y b de dos
lados y el angulo o comprendido.

Dos barcos se hallan alineados con un faro cuya altura es conocida. Ls visuales
dirigidas a los mismos desde lo alto del faro, forman angulos « y [ con la
horizontal. Hallar la expresion para la distancia entre los barcos en términos
de esos datos.

Verificar que el area de un pentagono regular de lado a viene dada por

5a?
A= —
4 tan 36°
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Si se trata de un hexdgono regular, ;cudl seria la expresion?

(d) De un tridngulo se conocen un lado y los dos angulos adyacentes. Expresar el
area en funcion de esos datos.

(e) Hallar el area de un tridngulo equildtero inscripto en un circulo de radio r.
Hacer lo mismo para un cuadrado.

144. (a) Una antena de longitud conocida esta colocada verticalmente en la azotea de
un edificio. ;Qué mediciones se pueden hacer desde la calle para determinar la
altura del edificio?

(b) ;Cdémo se podria medir el ancho de un rio a partir de mediciones hechas desde
una sola de las orillas?

(¢) Refiriéndonos al problema 143b, si los barcos no estédn alineados con el faro,
,qué mediciones se pueden hacer desde el mismo para determinar la distancia
entre los barcos?

Lista de ejercicios sugeridos

Ejercicios 79.a)-79.c), 80, 82.a)-82.c), 85-87, 89, 91, 99, 102, 104, 107, 110, 111, 113,
116, 132, 134-136, 137.a), 137.d), 137.g), 137.h), 138, 142.b), 142.¢), 142.f),143.c)



Chapter 4

Vectores

Hemos llegado al ultimo bloque del taller. Aqui introduciremos las nociones bésicas
sobre vectores, un concepto clave en la matematica, pero fundamental en la fisica, ya que
practicamente no hay rama de la fisica donde no aparezcan estos objetos.

El objetivo de este capitulo es que el alumno comprenda los conceptos basicos: definicién,
representaciones en sistemas cartesianos y polares, operaciones basicas (suma, producto
escalar y vectorial) y tenga un primer contacto con algunas de las cantidades vectoriales
mas relevantes que aparecerdan en los primeros cursos de Fisica.

4.1 Introduccion

Un concepto basico y muy utilizado en fisica, es el de fuerza. Los fisicos, mediante
diversos experimentos, han observado que una fuerza puede caracterizarse mediante una
magnitud, una direccién y una regla de combinacion con otras fuerzas. Las primeras
dos caracteristicas mencionadas, sugieren que una fuerza puede ser representada por un
segmento de recta dirigido, en el que utilizamos la longitud del segmento para representar
la magnitud, y el segmento (con sus puntos de inicio y fin elegidos) para representar la
direccién. Un segmento de recta dirigido, con punto inicial O y punto final P se dibuja

P

@)

A estos segmentos de recta dirigidos los llamaremos vectores, y una forma habitual
de notarlos sera a, l;, etc. Ponemos las flechas para enfatizar el hecho de que no se trata
de cantidades. La definicién de vector incluye un aspecto mas, mencionado en el parrafo
anterior: la regla de combinacién, que no es ni mas ni menos que una regla para sumarlos.
Se comprueba mediante experimentos que dadas dos fuerzas § y 7 actuando sobre un

117
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punto comin O, el efecto combinado de ambas es equivalente al de una fuerza ; esta
fuerza es representada por la diagonal del paralelogramo que tiene a los vectores 'y §
como lados:

@)

La fuerza ¥ es llamada la suma de 7y Sy se escribe ¥ = 7+ §. Notemos en primer
lugar que estamos definiendo una operaciéon que llamamos suma, pero que en principio
no esta relacionada con la suma de nimeros que conocemos, pues se aplica a otra clase
de objetos, los vectores. Otra cosa importante que debe quedar clara es que sélo hemos
definido la suma para vectores que tienen el mismo punto de origen: en otros casos, no
sabemos cémo sumar dos vectores.

4.2 Vectores en R?

La gran utilidad del concepto de vector, y de sus propiedades, es que es muy sencillo hallar
una representacion analitica de los mismos. Para ver esto, recordemos la representacion
de puntos en el plano coordenado: podemos considerar cada punto del plano como un par
ordenado de niimeros reales (sus coordenadas). Asi, por ejemplo, el par (4, 3) representa
a un cierto punto P, con respecto a un origen O:

Yy

O x

El hecho que queremos destacar, es que este par de numeros reales determina, con
referencia a O, una direccién y una magnitud. Tenemos todos los elementos que componen
un vector: punto inicial y punto final. La direccion queda determinada por la pendiente
de la recta por el origen que contiene a P, y la magnitud, por la longitud del segmento
OP.

Vemos entonces que es razonable interpretar un par ordenado de niimeros reales (ay, az)
como una flecha, cuya punta es el punto (a1, as) y cuyo principio es el origen de coorde-
nadas. Por lo tanto, cuando hablemos de vectores en el plano, hablaremos indistintamente
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de ellos como pares ordenados de nimeros reales. Estamos identificando cada punto del
plano con un vector. Es de destacar que solamente contamos en esta identificacion a los
vectores con igual origen, pero al trabajar con vectores en un problema concreto, siempre
serd posible hacer esto, porque solamente se consideran los vectores que tienen origen
comun.

La definicion analitica de la suma, si bien equivalente a la regla del paralelogramo que
mencionamos en la seccién anterior, es muy sencilla de describir:

(a1,az2) + (b1, b2) = (ar + b1, a2 + by)

(y ahora tenemos una buena explicacién de por qué llamamos suma a la operacién que
definimos mediante la regla del paralelogramo).
Asi, por ejemplo, si @ = (3,1) y b= (—1,2),

Q+b=3+(-1),1+2)=(23)

Dejamos la representacién grafica al lector.
Dado un vector @ = (aq, as) su longitud es, por el teorema de pitagoras,

|d|=/ai + a3

El vector 0 = (0,0), que llamamos vector nulo, es un vector de magnitud nula, y que
no tiene definida una direccion.

Al estar representados por pares de numeros reales, varias propiedades de los vectores
en R? pueden probarse de forma sencilla:

1. @+b=b+a (conmutatividad de la suma)
2. @+ (b+¢7) = (@+b) + ¢ (asociatividad de la suma)
3. 0+d=d+0=a (existencia del neutro)

Las tres propiedades mencionadas pueden probarse de forma sencilla, ya que las
propiedades se trasladan a las coordenadas (verificarlo) y se pueden probar en funcién
de las propiedades de los niimeros reales.

Se define el producto de un nimero real k& por un vector @ = (a1, as) como el vector
k-a = (kay, kas) (de forma intuitiva, kd es “k veces a@’). Por esta razén de que al
multiplicar “cambian el tamano” de los vectores, se llama escalares a los niimeros reales

cuando se los piensa multiplicando vectores.
Ejercicios
145. Probar que el producto por un escalar es distributivo respecto a la suma,

k- (@+b) = ka+kb
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—

146. Sean @ = (2,1), b = (—3,3), ¢ = (4,0). Realizar las siguientes operaciones y
representar geométricamente cuando corresponda:

(a) a+0b

(b) b+ 3¢

(c) 2b+3(@ + @)

(d) |a+bl

(e) lal-+[?]

(f) Comprobar la propiedad asociativa de la suma de vectores en el plano.

Notemos que dado un vector a@ = (aq, az),
—6 = (—1)5 = (—al, —G2)7
de manera que
i+ (—1)a=0

El vector —ad es el vector “opuesto” de d, ya que es un vector de igual longitud y
sentido opuesto. Esta terminologi a es coherente con el hecho de que —a es también el
opuesto algebraico, como hemos visto.

Estd claro ahora el sentido que damos a @—b: simplemente lo definimos como @+ (—b).
Ejercicios

147. Sid@ = (2,4), b= (4,-3), €= (—3,2), determinar

(a) @—b
(b) b—a
(c) b—dl
(d) |4 — 3b + 5¢]

148. Sid=(3,2) y @+ b= (8,8), averiguar b.

Utilizando las propiedades de la suma y el producto por escalares, podemos escribir
cualquier vector @ = (ay, as) del plano como

a=(a1,0) + (0,a2) = a1(1,0) 4+ az(0, 1)

1) tienen magnitud 1, y por esto se dice que son unitarios. Se los

Los vectores (1,0) y (0,
1=(1,0) y j=(0,1).! Entonces, para cualquier vector @ = (aj, as) de

suele designar por
R? se tiene
a= ali —+ agj

LA los vectores de longitud 1 se les designa el nombre especial de versores y en la literatura se pueden
encontrar distintos simbolos, e.g. {1, j}; {1, J}; {1, j}; {X, ¥}; o bien {&,, &,}, siendo todos equivalentes
y s6lo una eleccién de estilo.
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Los niimeros a; y as son llamados coordenadas de a respecto de 1, J. El conjunto de dos
vectores {1,]} es la base candnica del plano.

Ejemplo 1.

Hallar un vector unitario paralelo a @ = (1, —3). Debemos encontrar por tanto un vector
@ con |u|= 1y que ademds sea paralelo a d. Lo que tenemos que hacer es “convertir” al
vector @ en un vector unitario. Podemos definir

1

ﬁ: TC_I:
al

Como es un miltiplo escalar de d, obviamente es paralelo, y también es sencillo con-
vencerse de que tiene longitud uno. Entonces:

|d@]= V12 + 32 = V10,

y tenemos
1 1 -3
Ut=——(1,-3)= | ——=, —=
10( ) (\/10 \/10)
Ejercicios

149. Hallar un vector unitario paralelo a 3a — 25, sia=4+2j, b= 61 +]

4.2.1 Vectores en coordenadas polares

Hasta aqui hemos descrito a los vectores por medio de sus coordenadas cartesianas. Sin
embargo existen muchas formas alternativas de parametrizarlos. Una de éstas es por
medio de coordenadas polares, es decir dando explicitamente su magnitud, direccién y
sentido (ver figura).

En efecto, esta claro que por cada dupla (aj,as) hay una y sélo una dupla (a,6) y
estan conectadas entre si por

a; = a cos(0) ,
as = asen (0)

donde a = |d@|€ [0,00) y 0 € [0, 27).
Consideremos un ejemplo con @ = (—1,2). Claramente a = v/5 y por tanto @ debe
satisfacer las ecuaciones

cos(#) = —% ,
sen (0) = %5 ,
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La primera ecuacién tiene dos soluciones: un valor de 6 en el segundo cuadrante y otro
en el tercero. En cambio la segunda ecuaciéon tiene una solucion en el primer y otra en el
segundo cuadrante. Como 6 debe satisfacer ambas, vemos que efectivamente la solucion
es Unica y estd dada un angulo del segundo cuadrante: 6 ~ 116, 6°.

Ejercicios

—

150. Escriban los siguientes vectores en coordenadas polares: @ = (0,4), b = (1,—1),

¢= (_37 _\/g)

151. Un barco se mueve en direccién Este a una velocidad respecto al agua de 20 km /h.
Calcule la magnitud y direccién de la velocidad del barco medido por alguien en la
orilla si el agua a su vez se estd moviendo en direccién Noroeste a 5 km /h.

4.3 Vectores en R?

Un vector del espacio puede ser representado mediante una terna ordenada de nimeros
reales, que denotamos d@ = (ai,as,az) y que representa a un determinado punto P del
espacio con respecto a un origen 0.

La igualdad, la suma, el producto por escalares, son exactamente analogos al caso de
vectores en el plano, sé6lo que con tres coordenadas en lugar de dos. Por supuesto, valen
las mismas propiedades, agregando un tercer vector, que se suele denotar R, a la base
candnica, es decir que un vector arbitrario de R? se escribe

a= Clli + Clgj + Cl3k,

y tenemos

~

i=(1,0,0); j=(0,1,0); k= (0,0,1)

|d|=1/a? + a3 + a3

;Por qué mencionamos explicitamente a los vectores de R? si se comportan igual que
los de R? pero con una coordenada més? En primer lugar, porque el lugar natural para
plantear la mayoria de los problemas de la mecénica en fisica, es R3. Y en segundo lugar,
como veremos en la préxima seccién, porque hay una operaciéon entre vectores, el producto
vectorial, que no tiene sentido para vectores del plano y si para vectores del espacio.

También

4.4 Producto Escalar

Consideremos dos vectores @, b y su diferencia, @ — b. Tenemos el siguiente diagrama:
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S

a .
0 x
(hacemos el diagrama en R? pero también se puede en R?).

Por el Teorema del Coseno, tenemos

|@ — b|*= |a@|?>+|b|>—2|d]-|b|cos 6 (4.4.1)
Llamaremos producto escalar de a y b a la cantidad
@-b=|al-|blcos,

donde 6 es el angulo que tiene a @ como segmento inicial y a b como segmento final.
El producto escalar tiene una expresion muy sencilla en términos de las coordenadas
de los vectores: si reescribimos la ecuacion 4.4.1 en términos de las coordenadas, tenemos

(ay — b1)? + (ag — bo)? = a2 + a2 + b2 + b2 — 2|dl-|b|cos 6.
Si expandimos los cuadrados de los binomios y cancelamos, llegamos a que
||-|b]cos O = ayby + ash,.

Es importante notar que el producto escalar de dos vectores produce como resultado
un escalar (de ahi su nombre), y no un vector.

Una propiedad del producto escalar es que dos vectores no nulos a@ y b son ortogonales
(o sea, perpendiculares) siy sélo si a- b= 0, ya que el producto escalar serd nulo solamente
cuando el coseno del angulo comprendido sea 0, y esto fuerza a que dicho angulo sea de
90°.
Ejemplo 2.
Hallar el coseno del éngulo entre @ = (1,—3) y b= (1,1).

El producto escalar es

G-b=1-1+4(-3)-1=-2

j@= 1+ (=3)2 = V10,
b= v1+1=+2

De la definicién de producto escalar podemos despejar

Las magnitudes son

ST}
S

cosf =

=

y
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de manera que
-2 2 1

V3V V2v2vE VB

Expresando el producto escalar en términos de coordenadas podemos comprobar que
es conmutativo y que distribuye respecto de la suma:

cosf =

a-b=b-4a,
i-b+d)=a-b+a-é

Una utilidad del producto escalar es obtener la proyecciéon de un vector sobre otro.
Consideremos el siguiente diagrama:

Sabemos por trigonometria que
|P]= |blcos b,

de manear que la proyeccién de b sobre @ es un vector p de magnitud |b|cosf e igual
direccion que @. Tenemos entonces que

1 -
P = — |b|cos b,
[
y —
— C_l/»‘ b—’
= ——=a
P ap
Ejemplo 3.

Hallar la distancia del punto P = (2,—2,1) a la recta que pasa por A = (1,0,—1) y
B = (7,2,2). La distancia entre un punto y una recta esta dada por la longitud del vector
que une el punto con la recta y ademas es perpendicular a la recta.

P

A Q B
El vector PZQ estd dado por A@ — Aﬁ, y A@ es la proyeccién de AP sobre AB.
Entonces,

AP .- AB -
T AB.

AQ =
¢ |AB?
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Los vectores que conocemos son

AB=0B—-0A4=(7,2,2) — (1,0,—1) = (6,2,3)

y
AP=0P—-0A=(2,-2,1)—(1,0,—-1) = (1,-2,2)
Entonces L —2.9).(6.9.3
AQ = (1,-22) (6,2, )(6,2,3)

(62 +22 +32)

6—-4+6 8
49 (6.2.3) 49 (6.2.3)

Ahora calculamos el médulo de AQ:

|AQ|= §2(62+22+32)—§\/4_9—§
B 49 49 7

Podriamos calcular la diferencia AZ) — AP y obtener su modulo; pero como en este
problema solamente necesitamos conocerla longitud del vector, es mas sencillo utilizar el
Teorema de Pitdgoras en el triangulo APQ):

§ - - 8\” 64 1
1PQI= /|4PR- |40 = \/1 rie2pen = (3) =yfo- = 7vaT

Ejercicios

152. Aplicar el producto escalar para calcular el angulo entre los vectores AB y AC si
los puntos A, B,C son (1,—-1,0), (3,1,1) y (7,2, 2) respectivamente.

153. Decidir si el tridngulo cuyos vértices son A = (—1,4,1), B = (5,8,5) y C =
(11,—4,7) es rectangulo.

154. Hallar los lados y los angulos del tridngulo de vértices A = (2,2,2), B = (3, —2,1),
C = (-2,-3,2).

155. Utilizar el producto escalar para probar que
@+ bI< [al+]?]

(Sugerencia: notar que ambos miembros son positivos, y entonces probar la de-
sigualdad entre los cuadrados de ambos).

156. Hallar el valore de b para el cual @ = (1,2, —1) y ¥ = (b, 2, 2b) resultan ortogonales.
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4.5 Producto Vectorial

Dados @ = (ay,a9,a3) y b= (b1, bs,b3), el producto vectorial de @ y b es un vector @ x b
que es perpendicular a @ y by tal que

|@ x b|=|a|.|b|sen 6,

donde 6 es el angulo comprendido.

axb

S

0

a

En realidad la definicion estd incompleta, porque para cada par de vectores @ vy b hay dos
vectores que cumplen lo dicho: el que dibujamos y su opuesto: la regla para elegirlo es la “regla
de la mano derecha”: ponemos la mano derecha en d, con la palma mirando hacia b: entonces
el pulgar extendido indica cudl hay que elegir.

Ejercicios
157. Probar que |a@ x l;| es el darea de un paralelogramo que tiene por lados a @ y b.

Es inmediato de la definicién que el producto vectorial de vectores colineales es nulo:
en particular, @ x @ = 0 para todo @, y entonces

ixi=jxj=kxk=0

Ejercicios
158. Comprobar que 1 x j =k, j X R:i, k x 1=].

159. Comprobar que k x j = —1,j x 1= —k, 1 x k = —j.

160. A partir de los ejercios anteriores probar que @ x b estd dado expliicitamente por
a X g: (a263 — (1,3b2)i + (a11)3 — (13b1)j =+ (CleQ — agbl)f{.

161. Hallar (1,10,1) x (0,3, —1).

162. Hallar (2i — 3j + k) x (i +j — 2k).

163. Demostrar que a x b=—bxad.
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164. Probar que si tres vectores @, b y ¢ son coplanares, entonces @ - (l; xc)=0

165. Probar que el volumen de un paralelepipedo generado por la base a, b y € esta dado
por Vol =d - (b x ¢)

166. Probar con un contraejemplo que el producto vectorial no es asociativo, es decir

ax (bxa) #(@xb)x¢é
Notar que debido a esta propiedad, resulta indispensable la utilizacién de paréntesis
con productos multiples y expresiones del estilo @ X b X ¢ no estan bien definidas.

167. Elija tres vectores cualesquiera a, b y Cy verifique que se cumple la identidad
ax (bx?c)=ba-c)—ca-o).

4.6 Aplicaciones fisicas de vectores

Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton postula que si la masa de una particula es constante, entonces
la suma de fuerzas externas que actian sobre ella es igual a la masa por su aceleracion.
Donde la fuerza y la aceleracién son magnitudes vectoriales y la masa es un escalar. En
forma de ecuacién esta ley se escribe de la siguiente manera

Ejercicios

168. Sobre una particula de masa 3kg actian en el mismo instante las siguientes fuerzas:
F} cuyo médulo es de 6N y forma un angulo de 30 grados con el eje negativo de
la coordenada x. Fy = 1N1—3Nj, y F3 = (—=5N,4N). Calcular la aceleracién de

dicha particula.

169. La fuerza T de médulo 4N forma un angulo de 230 grados con el eje positivo de las
X, que junto con la fuerza F', actian sobre un cuerpo de masa 4kg para imprimirle
una aceleracién de @ = (2.5 1 - 3.5j)%. Obtener F.

Momento angular

El momento angular (o cantidad de movimiento angular) con respecto a O (ver figura)
de una particula de masa m que se mueve con velocidad v esta definido por el producto
vectorial

L=m7x7,
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donde 7 es el vector posicién respecto al origen del sistema de coordenadas.

Ejercicios

170. A partir de las leyes de Newton y la ley de gravitacion universal puede verse que,
si se considera separadamente la interaccion de cada planeta con el Sol, las 6rbitas
de los planetas resultan ser elipticas, con el Sol ubicado en uno de los focos (ver
figura abajo). En el caso de Mercurio, en el afelio y el perihelio las distancias
entre el planeta y el Sol son de 6.99 x10'° m y 4.60 x10' m, respectivamente.
Tengamos en cuenta que, tanto en el afelio como en el perihelio la velocidad del
planeta respecto del Sol es perpendicular al eje mayor de la elipse. La masa de
Mercurio es aproximadamente 3.3 x10? kg, su rapidez respecto del Sol en el afelio
es de 3.9 x10* m/s y, su rapidez respecto del Sol en el perihelio es de 5.93x10* m/s.
a) Calcular el momento angular de Mercurio respecto del Sol en el perihelio. b)
Calcular el momento angular de Mercurio respecto del Sol en el afelio. ¢) Calcular
el médulo del momento angular de Mercurio respecto del Sol en el afelio y perihelio,
discutir las diferencias (si las hay) con los incisos a) y b).

Lista de ejercicios sugeridos

Todos ;-)



