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Transformada de Laplace

Hay dos maneras de desarrollar la Transformada
de Laplace:

e Como generalizacion de la Transformada de
Fourier.

 Utilizando a las exponenciales complejas como
autofunciones de las ecuaciones diferenciales
que describen SLIT.



Transformada de Laplace

Hasta ahora utilizamos a las exponenciales
complejas de parametro real de la forma:

Jwt
con w real.

€

Ahora las vamos a extender a exponenciales con
un parametro s complejo:

St )
€ con s=0+jw



Transformada de Laplace

La definicion de la Transformada de Laplace
queda:

oo

L{x(t)}= X (s)= [ x(t)e "dt

—O0Q

s ahora es complejo con parte real oy parte
iImaginaria w.



Transformada de Laplace

Cuando la Transformada de Fourier de una senal
x(t) existe entonces coincide con la
Transformada de Laplace con s=jw.

Xw)=X({(w)=X(s)I

S=jw



Transformada de Laplace

Utilizando s=o0+jw en la Transformada de
Laplace tenemos:

oo

X(s)= jx(t)e_(a+jw)tdt = O_f[x(t)e_m]e_jwdt

—0CQ

Pero eso es la Transformada de Fourier de x(t)e"
O sea x(t) multiplicada por un factor de
convergencia e . Por eso la Transformada de
Laplace es una generalizacion y puede aplicarse
a una clase mas amplia de funciones.
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x( 1)
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Efecto de un factor de convergencia exponencial
real decreciente.
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Para encontrar la transformacion inversa vamos a
considerar la TF de la funcion x (7)=x(t)e".

oo oo

F{xa (1)}= X _ (jw)= jxa (He ™Mdt = Ix(t)e_(ﬂjw)’dt

Entonces como ya vimos:

oo

Fix (O}=Lix®}= X (s) = j x(t)e™ dt

—0Q
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La Transformada Inversa de Fourier sera:
1 = | P |
FUX_(jw}= an(jw)eJWtdw = jX(s)e]W’dw
27 ¥ -

Haciendo s=o+jw y ds=jdw tenemos:

1 O+ joo —or O+ joo

x ()= | X(8)e" 7 ds= e. X (s)e’ds
J2m 7 J2m 7
1 O+ joo
Y dividiendo por e : x(t)=_ | X(s)e"ds
Jj2om

O — joo
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oo

X (s) = jx(t)e_Stdt Transformada
directa de Laplace.

—0Q

1 o o Transformada inversa
x()=_ - | X(s)e ds e Laplace
J27T

O— Joo
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Otra manera de ver a la Transformada de Laplace
es considerando la respuesta de un SLIT ante
una entrada exponencial compleja de la forma
x(t)=Ke*',donde s=oc+jw.

y(t) = h(t)* Ke" = K j h1)e' " Vdr = Ke” j nr)e*tdr
x(t) oo
Si la integral converge, la salida es la misma senal
de entrada multiplicada por H(s) (la
transformada de Laplace de la respuesta al
impulso A(1).
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Ahora para una senal generica x(7):

oo

Y(s)= j y(t)e ' dt = T[h(t) * x(1)]e " dt

—0Q

o

—0Q

]oh(z')x(t —7)d sz”dt

Bajo ciertas condiciones técnicas podemos
separar las dos integrales:

Y(s)= Th(z')dz' T x(t—71)e " dt
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Haciendo un cambio de variables A=t-t y di=dt :

Y(s)= ]oh(f)dr]ox(/l)e‘“““dz

Y(s)= Th(f)e‘”df O_f x(Ae**dA

H (s) X (s)

Y(s)=H(s)X(s)



Transformada de Laplace

Obtuvimos un resultado similar que con Fourier y
muy importante.

La Transformada de Laplace de la respuesta a una
senal x(z) de un SLIT con respuesta impulsional
h(t) es igual al producto de las transformadas

X(s) y H(s).

H(s) se llama funcion de transferencia.
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Ejemplo:sea x(7)=e“u(t) ya sabemos que la TF
X(jw) converge y esta dada por:

X (jw) = Ie_“’u(t)e_jwdt :je_(jww)tdt = — 1
v g jw+a
Con a>0.
La Transformada de Laplace sera:
K K 1
X(s)= je_“tu(t)e_s’dt =j e Tt =
4 g s+a

Con o+a>0 oRels}>-a
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Si a=0, x(t) es el escalon unitario y laTL sera:
X(s)=1/s con Re{s}>0.

La TL puede converger para algunos valores de
Re{s} pero no para otros.

En el ejemplo anterior la TL converge para
o=Re{s}>-a.Si a es positiva entonces X(s) se
puede evaluar en o0=0 y obtenemos:
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1

X0+ jw)=
jw+a

Obtenemos la TF !

Si a<0 la Transformada de Laplace existe pero la
Transformada de Fourier no !
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Otro ejemplo: sea x(t)=-e“u(-t)

°° 0
X (5) = _Ie—atu(_t)e—stdt __ je—(s+a)rdt _ 1

—0Q —0Q

S+a

Pero ahora para que la integral converja debe ser
Refs}<-a.
La expresion algebraica de X(s) resulto la misma

que antes, pero los valores de s para los cuales
la expresion es valida es diferente.
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Vemos que no es suficiente la expresion de la TL
sino que ademas necesitamos saber lo que se
conoce como region de convergencia (ROC).

Para los ejemplos anteriores:

Plano s

(a) (b)
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Algunas propiedades de la TL:

Linealidad

Desplazamiento en tiempoj

Desplazamiento en el
dominio de s

Escalamiento en tiempo

Conjugacién

Convolucion

Diferenciacion en el
dominio del tiempo

Diferenciacién en el
dominio de 5

Integracién en el dominio
del tiempo

ax, (1) + bx,(r)
x(t — tp)
e7x(1)

x(at)

x'(1)
31{2 * x,(1)
E x(1)

- tx(t)

[ st

aX,(s) + bXy(s)

e~ " X(s)
X(s — 5)

1 5
al * (a)
X'(s")
X, (s)X5(s)
sX(s)

d
Zs X(s)

%E{s}

Al menos R, N R;

R

Version desplazada de R (es
decir, s estd en la ROC si
§ — spestd en R]

ROC escalada (es decir, s estd
en la ROC si s/a estd en R)

R

Al menos R; N R;

Al menos R

R

Al menos R N |Rels| > 0]
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Seqial Transformada ROC
a(1) 1 Toda s
u(t 2 els) > 0
~u(~1) : fes) < 0
- :lm u(r) si'* Rels) > 0
= {:—_ Il}! (1) 3_1; Rels) <0
e u(r) i i = Rels) > —a
—e “u(-1) - _i = Res) < —a
o lJl}! Bl Grar | > e
) {:—_]1}! FHL Grar | i<
8t - T) g Toda s
[cos awy] u(t) 3 :aﬁ Rels) > 0
[sen axy] u(r) ﬁ Rels} > 0
[e~ cos axf] (1) e o | %elsl>-a
[~ sen ) u(r) = Rels) > —a

Algunos pares
transformados:
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Cualquier combinacion lineal de exponenciales
reales o complejas tendra una TL que sera suma
de terminos similares a los que vimos.

Tambien al analizar SLIT especificados como
ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes constantes.

En esos casos la TL sera una funcion racional en s.
(cociente de polinomios)

N(s)
D(s)

X(s)=
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Excepto por una constante, los polinomios del
numerador y del denominador pueden
expresarse en funcion de sus raices.

X(s)=M Hfl(s_zi)
[T.G6-pr)

Los z; se llaman ceros y los p; se llaman polos de
X(s).
Los ceros, los polos y la ROC, todos marcados en

el plano s, nos dan una forma grafica para
describir a la TL.
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C Ejemplo: x(t)=3e?u(t) - 2eu(t)

dm
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Si las TL son funciones racionales (cociente de
polinomios) se puede encontrar de una manera
sencilla la antitransformada de Laplace mediante
fracciones parciales.

)
(s* +4s+3)

Ejemplo:sea H(s) = con Refs}>-1

Utilizando el comando root s de Matlab
podemos encontrar las raices del denominador

(polos).
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>> roots ([l 4 3])

ans =
-3
-1
)
entonces H(s)=
(s+3)(s+1)
lgualando H(s) = A + B

(s+3) (s+1)

Podemos encontrar los valores de A y B.
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A N B  A(s+D+B(s+3) (A+B)s+A+3B
(s+3) (s+1)  (s+3)(s+D)  (s+3)(s+])

Con lo que tenemos un sistema de ecuaciones:
A+B=1
A+3B=0

Cuya solucion es A=3/2 y B=-1/2. Por lo tanto:

H(s) = 3/2  1/2 1[ 3 1 j

(s+3) (s+D 2\ (s+3) (s+1)

Y h(t)=1/2(3e7-e?)u(t) teniendo en cuenta la ROC!
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Otro ejemplo: x(t)=e“u(t) - e“u(-t)

Ya vimos que ambas tenian TL //(s+a) y que sus
ROC eran Re{s}>-a y Re{s}<-a. Estos son
conjuntos disjuntos y no hay ningun valor de s
que asegure la convergencia de x(?).

Por lo tanto esta senal no tiene TL.
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Para evitar el problema anterior y poder
encontrar siempre una ROC vamos a restringir
un poco el conjunto de funciones.

Vamos a sacar las funciones que crezcan mas
rapido que una exponencial (¢, ¢”,..) y ademas
vamos a tratar con senales y sistemas causales
(x(1)=0, h(t)=0 para t<0).
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Teniendo en cuenta lo anterior vamos a definir lo
que se conoce como Transformada Unilateral
de Laplace.

(o o]

Lix(0)}= X (s) = jx(t)e‘“dt

0

Es la herramienta que vamos a usar para analizar
sistemas causales y especificados por
ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes constantes y condiciones iniciales
no nulas.
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Las dos Transformadas solo difieren en el limite
inferior de la integral.

Dos senales diferentes para 7<) pero que son
idéenticas para >0 tendran distintas TL
bilaterales pero TL unilaterales iguales.

Dos senales que sean identicamente nulas para
t<0 tendran TL bilateral y unilateral identicas.
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La transformada inversa sera la misma.

La mayoria de las propiedades son las mismas
salvo algunas diferencias que vamos a ver.

La ROC siempre sera un semiplano hacia la
derecha a partir del polo mas a la derecha.



Transformada de Laplace
La propiedad o teorema de convolucion:
Lix(®)*h(t)} = H(s)X (s)

sigue valiendo siempre y cuando x(t) y h(t) sean
identicamente nulas para 7<0.

La propiedad de diferenciacion en el tiempo:

d x(t)=sX(s)—x(0)
dt

x(0) es la condicion inicial.
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Teorema del valor inicial: si x(7) no tiene impulsos
ni funciones singulares en =0

ll’mHO+x(t) =lim_ sX(s)

Teorema del valor final:

lim,__x(t)=1Ilim_,sX(s)
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La utilidad mas grande de la TL es el analisis y
caracterizacion de SLIT.

Ya vimos que la TL de la entrada y salida de un
SLIT estan relacionadas a traves de la
multiplicacion por la TL de la respuesta al
impulso del sistema.

Y(s)=H(s)X(s)
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En el dominio del tiempo:

x(1) Y(t)=h(1)*x(1)

—> h(t) —

En el dominio de la frecuencia:

X(s) Y(s)=H(s)X(s)
—_—> H(s) —

H(s) es la funcion de transferencia. Para s=jw,
H(jw) es la respuesta en frecuencia del sistema.
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Causalidad:

Si el sistema tiene H(s) racional y la ROC es un
semiplano derecho a la derecha del polo mas a
la derecha entonces el sistema es causal.

Ejemplo: sistema con respuesta al impulso:

h(t)=e'u(t).Vemos que es causal pues /(1)=0 para
t<0. La funcion de transferencia es
H(s)=1/(s+1)y la ROC Re{s}>-1
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Estabilidad:

La estabilidad del sistema era equivalente a que la
respuesta al impulso sea absolutamente
integrable. En ese caso la TF de la respuesta al
impulso converge (existe). Si la TF existe
entonces tiene que coincidir con la TL para

s=jw. O sea que el eje jw debe pertenece a la
ROC.
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Estabilidad y causalidad:

Por lo dicho anteriormente, si la ROC de una
H(s) racional es hacia la derecha y ademas
contiene al eje jw entonces el polo mas a la
derecha debe estar a la izquierda del eje jw. (El
polo tiene parte real negativa).

En ese caso el SLIT es causal y estable !
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Ejemplo: sea un SLIT cuya entrada x(z) y salida y(7)
satisfacen la siguiente ecuacion diferencial con
condiciones iniciales nulas:

DO 4330y = 2
dt

encuentre la respuesta causal al impulso.
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Aplicando TL a ambos miembros y utilizando las
propiedades de linealidad y diferenciacion
tenemos:

sY(s)+3Y(s)=X(s)

Y(s) 1
X(s) s+3

H(s)= ROC: Refs}>-3
(para ser causal)

La antitransformada correspondiente al caso
causal es h(t)=e>'u(t) y ademas es estable.



