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DERIVACION

»>La serie de Fourier nos permite obtener
una representacion en el dominio de la
frecuencia de funciones periddicas f(t).

> iEs posible extender de alguna manera las

series de Fourier para obtener una
representacion en el dominio de Ia
frecuencia de funciones no periddicas!?
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DERIVACION

»Sea x(t) una senal aperiodica. Pensemos como el
limite de una senal periddicaque T —— o

»Para una senal periodica las componentes
armonicas estan separadas w,=2T10T

»Como T— o, w,— 0y las componentes
armonicas estan c/vez mas cerca en f

]

Serie de Fourier

Integral de Fourier
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Tren de pulsos de amplitud 1, ancho p y periodo T:

f(t)

il
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Los coeficientes de la serie compleja de Fourier en

este caso resultan puramente reales:

. =P sen(nay, %)

AT ) (nw?b)

El espectro de frecuencia correspondiente lo
obtenemos (en este caso) graficando ¢, contra w =

nw,.
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Espectro del tren de pulsos parap = |, T =2
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Si el periodo del tren de pulsos aumenta...

15
p=1,T=2
= 1 M ™ F 1 -
2 -10 o0t ) 10 20
15
p=1,T=5
= ' ] [ ] r ] [ ] [l
T s | H
& 0 01 70 %0
15
p=1,T=10
= 1 M — 1 1 ul
- 05
E) EN) T T 20
15
p=1,T=20
= 0 ul
*0.5 -| r
) 70 0 T 0 20 9
Prof. Jorge'Runco Curso 2020 9
I h z " d "
e espectro Se hace mas denso
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Derivacion

En el limite cuando T - oo, la funcion deja de ser
periodica:

5o ET) R 10 20

(Qué pasa con los coeficientes de la serie de
Fourier?
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Derivacion
Si se hace T muy grande (T - ), el espectro se
vuelve "continuo":
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DERIVACION

* La sefal periddica
— ik wot
X(1)= Y are™ donde
k=—c0

/2
1

— 1 ¥ —jwokt 74 — T — jwokt
ar = I x(®)e™’ dl—T_J;x(l)e It g

T
X(jw) = j x(t) e ™ dt
1.

Ak :?X(]kWo) D

=12
* Si definimos
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DERIVACION

- = (R , 1 & _ -
x()=x(t)=) 7 X Ckwo) e = o > o X Gk wo) ™

k=—c0 k=—co

Dado que T — entonces Iw, ——jdw

— 1 T 9 jwt
x(t)-m_ij( jw) e dw

X(jw) = I x(t) e Mdt Ecuacion de sintesis

—00
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RESUMIENDO

O Identidad de
- Fourier
f@)= %T J‘F(w)el dw o antitrans-
—0 formada de
Fourier

de Fourier

F(w) = J Ji (t)e_’wdt L Transformada

Estas expresiones nos permiten calcular la expresion F(w) (dominio
de la frecuencia) a partir de f(t) (dominio del tiempo) y viceversa.
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PAR DE TF

v'Las ecuaciones anteriores son conocidas
como el par de transformadas de Fourier. Las
senales periddicas las expresamos como una
suma de exponenciales complejas de amplitud
a, Y para un conjunto discreto de frecuencias
relacionadas armonicamente. Para senales
aperiodicas, las exponenciales complejas
ocurren para una sucesion continua de
frecuencias y de “amplitud” X(jw)dw/21t
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RELACION ENTRE LOS
COEFICIENTES DE LA SFY LATF

»Supongamos que  es una sefal periddica
con periodo T y coeficientes de Fourier a,.
x(t) es una sefal de duracion finita que es
iguala  en un periodo, entonces

1~ : 1 ,
= —Jkwot J¢ — — = jkwot
ar= [ dr= j x(t) e dt
»ya que X(t) es cero fuera del intervalo T

00

1 - 1 .
a = [s0 = X |

—00

k wo
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CONVERGENCIA DE LATF

>Np§ referiremos también como condiciones de
Dirichlet :

»x(t) sea absolutamente integrable
[ xde <o

»x(t) tenga un numero finito de maximos y
minimos dentro de cualquier intervalo finito

»x(t) tenga un numero finito de discontinuidades
dentro de cualquier intervalo finito. Ademas cada
discontinuidad debe ser finita.
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Ejemplo. Calcular F(w) para el pulso rectangular f(t)

siguiente:

| _f(t)

1 I
1 I
I I
I I t
1

Solucién. La expresiéhzch & dominio del tiempo de

la funcion es:

0 <3
f={1 r<i<t
0 <4<t
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Integrando:
00 pl2
F(w) = _[f(t)e"“’dt= je"“’dt
—00 -pl2
— 1 miax|?? —iap/2 a2
_—ia)e s —#(8 iap _ezap )
iapl2 . -i
Usando la formula Sen(wp/z):eap ¢ ap
de Euler: 2i
sen(ap /2 .
F(@) = p P72 = inc(ap12)
ap /2
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P
0 1<

1 f®

B p
f)=<1 F£<r<t

0 % <t -1/2

F(aw) = psinc(ap/?2)

1/2
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sinc(f)
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£ F(a)

!

Mientras més corto
es el pulso, méas
ancho es el espectro. ! ! ‘
t
t

w
Esta es la esencia del
w

principio de
incertidumbre en

mecanica cuantica. C
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LINEALIDAD

vSi x() —— X(jw)

y
v y) ——Y(w)
entonces

vVax()+by(t) «——— aX(jw)+bY(jw)
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DESPLAZAMIENTO DETIEMPO

v'Si X(t) ~—— X(Gw)
entonces

v X (t-t,) eIV X (jw)
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DIFERENCIACION E
INTEGRACION

[ 2@ o L x(Gw)+ e ©3w)
LD -
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ESCALAMIENTO DETIEMPOY
FRECUENCIA

VSi ox(t) ——  X(w)

entonces
V' x(at) 1/|a]. X(Gw/a)
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DUALIDAD
x(1) XN
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Prof. Jorge Runco

x(t)

X{ juw)

yin ¥ijw)
Linealidad ax{f)+bylt) aX| jw|+bY [ juw)
Desplazamiento en el tiempo x{t—ty) e e X ()
Desplazamiento en frecuencia eltix(g) X[ jlaw—ag))
Conjugacién x* (1) X* | —juw)
Inversidn en el tiempo x(—f X{—juy
1
Escalamiento de tiempo y de frecuencia x(at) HXH;!]
Convolucién x(n*yif) X(jw) ¥ (ju)
1
Multiplicacion x(f)yie) Ex\jm]t)’(jml
Diferenciacion en el tiempo %Ifl] JwX | je)
ot 1
Intregracion [ x(ryde —X|jw) + XX (0)8 (w)
Jooa Ju
Diferenciacidn en frecuencia tx(t) jdi)f,'jm}
i
X(jw)=X(jo)
Re{X(jw]}=Re{X{-jw)}
Simetria conjugada para sefales reales x(f) real

m{X (jw)}=—Im{X{-jw)}
1% (ja)] = [ X (—jo)|
2X(jul= —LX[~jw)

RELACION DE PARSEVAL
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- 1 (o .
Lo \x(t)\z dt = - Lo \X ( ]w)\zdw

La energia total se puede calcular ya sea
mediante el calculo de la energia por unidad de
tiempo integrando para todo tiempo, 6 calculando
la energia por unidad de frecuencia e integrando
para todas las frecuencias.
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*Un ejemp|01 F{rect(t)} ‘ /

V X() = [0 x(0) eiotdt

! \/ 4

-1/2
La amplitud tiene /
o ft 4 /2 signo negativo. En lsine(/)|
e

== _J,zmr fase corresponde
a un angulo de 1

_ [e"’znf +j2:rrf% ] grados

jznf \ \NVs.
1 . L
. _e+jznf§_e—12nf5 1 < 3 f
- 2j nf
Nsinc(ﬂ

sinmf N

= = qJ T4
7 sinc(f) H ’*
t —tf
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* Otro ejemplo x(t)=rect(t-2)

Y X(F) = [T x(0) eietdt

5/2 =7
Jj2nft .
=Jyp 1€ dt = Médulo — |e™/22| =1
5 — e—JantIS/Z * Fase - e /2™ = cos2nf2 — jsin2mf2
errf 3/2 '
» @=tan 1 =322 g _onf2
o =L [pi2nf; _ -ienfs] # cosamrz 2 f
- JZNf

1 i
e TI2Mf5 _mi2nf5 —jamf2

2 nf

i sinm - 9
" =e 127rf2n_ff = e~ 12 2ginc(f)
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fase rect(f)

—_— =

Yo 3 1
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|sine(f) |2 sine( f)eH™]
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IX( £
A
1 3 bt
F Phase of X(f)
1
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8
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X(7)

- f

8¢ X(f)
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| <~ O(F)

X(f)

1
x(1)
14 1

F Phase of X( f)

t T

B
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COS 21F, T «~— '2[d(F-Fy)+O(F+F,)]
X(f)
i1
(1) 4
11 + ‘% + f
\WAWAW, e
v F Phase of X( f)
TRYAY
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SEN 21F,T <~ '4J[d(F+F,)-O(F-F,)]

X(f)l
(1) H

fj O
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En forma mas general:
Flexp(icyp)}
| o
0 w

BRI AN TF
WVASY |
i A 4 /"
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FILTROS IDEALES ENTC

> Filtro: separa lo deseado de lo que no es
deseado.

» En sefiales un filtro separa sefiales en un
rango de f, de sefiales en otro rango de f.

» Un filtro ideal “pasa” toda la sefial en su
banda de paso sin distorsion y bloquea la
sefal fuera de su banda.

Prof. Jorge Runco Curso 2020
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FILTRO IDEAL

TH() |

» Un filtro ideal tiene una relaciéon de A

amplitudes entre entrada y salida |H(f)|

constante. Quiere decir que todas las
componentes son igualmente atenuadas 6
amplificadas. H( f)
» En cuanto a la fase tiene que ser lineal con ;
la frecuencia. Es decir que todas las f=
componentes son atrasadas la misma

cantidad de tiempo, no la misma fase. El
atraso en tiempo esta dado por la
pendiente de la fase (derivada).

21
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PASA BAJOS IDEAL — PASA ALTOS
IDEAL
Ideal Lowpass Filter Ideal Highpass Filter
TH(f) | | H(FY | TH(f ) | | H(F) |
Sm | Sm RN AN Sm | Sm 1R Fy 1
/H() [/ HEF) /H(S) H(F)
A N
;o\ \ = [\1 -
A < NNE
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PASA BANDA IDEAL - RECHAZO DE
BANDA IDEAL
Ideal Bandpass Filter Ideal Bandstop Filter
TH(f) | | H(F) | TH(f) | | H&#) |
Jmh | Lha LR L SufL | fufm LR L
&y Ez{ 5] 15
/H() / H( H(f) /HE)
N Vol A R
A Y \I[\l\ .
N \ \ N
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ANCHO DE BANDA

»Rango de f.

»Rango de frecuencias que deja pasar el
filtro 6 rango de frecuencias presentes en
la senal.
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Excitation of a Causal Lowpass Filter

X(1)

]
1

— { (ms)

Response of a Causal Lowpass Filter
y()

f
| ﬂ ﬂ ﬂ

= {(ms)
-1+ \/—‘/ U u \f




Excitation of a Causal Highpass Filter

X
y

1

= 1 (ms)
1+
Response of a Causal Highpass Filter
v
IJK
f ~ Vv N v v Lo
1
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CONTENIDO EN F
s i) Alt)
| ! 05
- l E | -3
%] Xl Xif)|

() (b}
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TFTC APLICADA A SISTEMAS LIT

»Como vimos en clases anteriores, un sistema LIT se
puede modelar mediante una ecuacion diferencial con
coeficientes constantes:

N a"y®) _ wm an x(t)
>Zn=0 an datn - n=0 bn dtn

> Ya que las sehales exponenciales son funciones propias de
estos sistemas, entonces la respuesta permanente del
sistema es la sehal de entrada multiplicada por el valor
propio del sistema (lo vimos con SFTC).
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»>Si hacemos la TF

d™x(t)
amn )

d™y(t
PEN g an F{EX =S4 by, FY

» Aplicando la propiedad de diferenciacion se
obtiene

> Ym=0an ()" Y (jo) = Tiobn ()" X(jw)

»Como la sumatoria afecta a (jw)

N _Y(w) _ IM by o)™
FHGA)S X(w) — IN_;an(o)r

»H(jw) Representa la respuesta en frecuencia del

sistema.
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* O sea que si conocemos la respuesta en
frecuencia de un sistema, la respuesta
permanente para una entrada x(t) especifica sera:

* Y(jw) = Hjw) X(jw)
* Recordando que y(t) = h(t) * x(t)

* Podemos concluir que

F
* h(t) & H(jw) forman un par transformado

de Fourier
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