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INTRODUCCION

* En la clase anterior caracterizamos a los sistemas y encontramos las
respuestas de los mismos en el dominio del tiempo, resolviendo
ecuaciones diferenciales y/o haciendo la convolucion de la sefial de
entrada y la respuesta al impulso.

* La Serie y la Transformada de Fourier son métodos alternativos para

el andlisis de sefiales y sistemas en el dominio de la frecuencia.

 Transforman una ecuacién diferencial lineal con coeficientes
constantes, en una expresion algebraica, permitiendo entre otras
cosas, simplificar la determinacion de la respuesta permanente de ese
sistema, asi como su respuesta en frecuencia.
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DOMINIO DE FRECUENCIA

» Metodologia

= Sefales elementales a partir de las cuales se puede
construir por combinacién lineal cualquier sefal.

= Construir la respuesta al sistema a partir de su respuesta a
la sefial elemental.

» Se introducen los siguientes conceptos :

= Exponenciales complejas como sefial basica.

= Dualidad entre dominios de tiempo y frecuencia.

= Respuesta en frecuencia de sistemas LTI
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* Antes pensdbamos "= impulsos

* Ahora pensamos ===  funciones propias de
los sistemas LIT

Entrada : funcién propia m=ssp Salida : misma funcién
multiplicada por una constante

A partir de la propiedad de superposicion de los sistemas
LIT

X(O=Z aqt) == yO)=Zkaq)

COMO CALCULAMOS K?

Recordando la definicion de convolucion:
y(®) = [T h(@) x(t — 1) do

y(6)= [h(@) e T =] [h(T) e dT]e" =
- - Fourier : con

= H(s)e" s=jw
\ Funcién propia

i3l Valor propio Curso 2020
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* Las exponenciales complejas son funciones propias de los
sistemas (LIT),ya que cumplen con la caracteristica de que
al aplicarlas a un sistema, la respuesta permanente es la
misma entrada (tiene la misma forma) multiplicada por una

constante compleja.

* Las exponenciales complejas son periddicas, la constante
compleja es la funcion de transferencia o funcion del
sistema H(s)|s=jw,evaluada a la frecuencia jw, de la sefal de
entrada.

* A esta constante se le denomina valor propio del sistema.
Esto es, la respuesta permanente a una entrada exponencial
compleja es

x(t) = ejw,,t = y(t) = H(s)ls _ jwo engt
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* Como ejemplos para entender

x(t) = e/t > y(t) = H(S), _ ju /"

x(t) = 5679 - y(t) = H(s)|, _ ;0 5 €79t

x(t) = 26/ @D 5 y(t) = H(S)|, _ jup 2 &/ @H"/d)

— jw2

x(t) = Se/@it 4 Dpjwat
y(©) = H(s)|, ; 5e/@t+ H(s)|, , ,el@t
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* Ya que las exponenciales complejas son funciones
propias de los sistemas (LIT), una senal de entrada
se puede definir como la superposicion de un

numero infinito de exponenciales complejas, que
pueden o no estar ponderadas y desplazadas. De
manera general, la serie exponencial de x (7 ) es:
e x(t) = TFZ o cp e7F@Wot = |+ c_, /2%t 4
c_qe /9t 4+ ¢y + ¢y e/®t 4 ¢, e/2%0t 4 ...

* Donde los ¢ pueden ser complejos.

* La salida 6 respuesta permanente es:

Prof. Jorge Runco y(t) - I:’_m C’ttﬂgﬁl&‘)O)eJRwot

Representacion de sefiales

Uno de los métodos de representar la sefial x(t) es bajo
la forma de componentes de # f, c/u de ellas con una
amplitud y fase inicial

Amplitud

U
o
I frecuencia/fase inicial
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SERIE TRIGONOMETRICA DE
FOURIER

Algunas funciones periddicas f(t) de periodo T pueden expresarse

por la siguiente serie, llamada Serie Trigonométrica de Fourier
f(t) =V2agta,cos(wyt)+a,cos(2wyt)+... + bisen(wyt)+b,sen(2wyt)+...
Donde w,,=2 71T.

Es decir,

f@©=1a,+> [a,cosaayr) +b,ser(nay)]

SERIE TRIGONOMETRICA DE
FOURIER

Es posible escribir de una manera ligeramente diferente la Serie

de Fourier, si observamos que el término a,cos(nwt)+b, sen(nwt)
se puede escribir como

\JaZ +b2 aincos(nwot) + b7“sen(no.)0t)
Va, +b; Va, +b;

Podemos encontrar una manera mds compacta para expresar estos
coeficientes pensando en un tridngulo rectangulo:
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SERIE TRIGONOMETRICA DE
FOURIER
a, _
\/m =cosB,
b

n

2 2
~Jay +by

=sen@,

Con lo cual la expresion queda

C, [cos 8, cos(nw,t) + senensen(nocot)]

=C, [cos(ncq)t -8, )]
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SERIE TRIGONOMETRICA DE
FOURIER

Si ademas definimos Cy=a,/2, la serie de Fourier se puede escribir

f(t)=C, + Z C, [cos(nooot -0, )]

C,= a2+, 6, :taﬂl(bn]
a,

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

como:.
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SERIE TRIGONOMETRICA DE
FOURIER

» Asi, una funcién periddica f(t) se puede escribir
como la suma de componentes sinusoidales de
diferentes frecuencias w =nw,,.

» A la componente sinusoidal de frecuencia nw,;:
C,cos(nwyt+§,) se le llama la enésima armoénica de

f(t).

» A la primera armonica (n=1) se le llama la
componente fundamental y su periodo es el
mismo que el de f(t)

» A la frecuencia wy=271f,=2 7JT se le llama

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SENOY
COSENO: FUNCIONES ORTOGONALES

* Un conjunto de funciones ¢, () es
ortogonal en un intervalo g <t <b si
para dos funciones cualesquiera se
cumple

0 para m#%n

[ 200, dt= {

r. para m=n

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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SENOSY COSENOS:
ORTOGONALIDAD

El siguiente es un conjunto de funciones ortogonales en el
intervalo -T/,<t< T/,
1,coswgt,cos2wyt,cos3wt,...,senwyt,sen2wyt,sen3wgt, ...
(para cualquier valor de w,=2"7;).

Para verificar lo anterior podemos probar:

ey = M0 P 2sen(maT2) _ 2sentmm _
-T/2 -T/2 m% m(:)o

Ya que m es un entero.
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SENOSY COSENOS:
ORTOGONALIDAD

7 mey, |

= _—l[cos(mwOT/Z) - cos(mw,1/2)] =0
ma,

T f2 ( Hcos(aendt 0 param # n
cos(mwyt)cos(n =
~T/2 “ “ T/2 param=n#0

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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SENOSY COSENOS:

ORTOGONALIDAD
T/2 . Ot = 0 param#n
_Tj/szen(m(,oo )sen(nuy,t)dt = {T /2 param=n#0
T/2

[sen(moy,t)cos(nwyt)dt =0 para cualquier m,n
-T/2

CALCULO DE LOS COEFICIENTES
DE LA SERIE DE FOURIER

» Dada una funcién periédica f(t) ;cémo se obtiene su
serie de Fourier?

f(t)=1ay+ iol[an cos(nwyt) + b, sen(nwyt)]
n=1

» Obviamente, el problema se resuelve si sabemos
como calcular los coeficientes a,,a,,a,,...,.b,b,,...

> Esto se puede resolver considerando la
ortogonalidad de las funciones seno y coseno

comentada anteriormente.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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Multiplicando ambos miembros por cos(nwyt) e integrando de —
T/2 aT/2, obtenemos:

[f(t)cos(nw,t)dt n =0,1,2,3,...

n =

Similarmente, multiplicando por sen(ntyt) e integrando de —T/2
aT/2, obtenemos:

n

b, =2 [f(t)sen(nw,t)dt n =123,..

Similarmente, integrando de —T/2 aT/2, obtenemos:

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

V'El intervalo de integracién no necesita ser simétrico
respecto al origen.

v'Como la ortogonalidad de las funciones seno y coseno no
sOlo se da en el intervalo de —T/2 a T/2, sino en cualquier
intervalo que cubra un periodo completo:

(de ty a ty+T, con t, arbitrario)

v'las férmulas anteriores pueden calcularse en cualquier
intervalo que cumpla este requisito

Prof. Jorge'Runco Curso 2020



Ejemplo: Encontrar la Serie de Fourier para la siguiente
funcién de periodo T:

-t

T

. T 0
T
1

—_l —

=
o
———t---

-1 para—-7<t<0

f(t) =
1 para0<t<T
Solucién: La expresion para f(t) en T/22t<T/2 es

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

Coseficientes a,:

T/2

a, =2 [f(t)cos(nay,t)dt

-T/2

= %[ [—cos(nwyt)dt + Tﬁ:os(n(u)ot)dt

-T/2

0 1 T/2
+——sen(nw,t) }

~t/2 1 0

= %|:— n(loo sen(nwyt)

=0 paranZ#0

Prof. Jorge' Runco Curso 2020
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Coeficientes b,:

T/2
b, =2 [f(t)sen(nwyt)dt

-T/2

o T/2
:T[ [—sen(nwyt)dt + (j)sen(nwot)dt}

-T/2
le}
0

0

= %|:ni)0 cos(nwyt) - ni\)ocos(n(»oot)

-T/2

= 1 [(1 —cos(nTr)) — (cos(nTy) — 1)]
nmn

= 2[1 - (—l)n)] paran 0
nTl

Serie de Fourier: Finalmente la Serie de Fourier
gueda como

f(t) = i[sen((oot) + Isen(3uyt) + ssen(Suyt) + ]

En la siguiente figura se muestran: la componente
fundamental y los armoénicos 3, 5 y 7 asi como la
suma parcial de estos primeros cuatro términos de la
serie para wy=77, €s decir, T=2:




Componentes de la Serie de Fourier

1.5

Componentes
o

-0.5
Suma
| —— fundamental
_1 -~ tercer arménico
~_ ~ quinto arménico
septimo arménico
-1.5 5 ! i
-1 0.5 0 0.5
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EJEMPLO. CIRCUITO RC CON
ONDA CUADRADA

Prof. Jorge'Runco

Sabemos como resolver el circuito para excitacion senoidal.

Una sola frecuencia.

Por Fourier la onda cuadrada podemos descomponerla en
una suma de senales senoidales cada una de distinta

frecuencia.

La idea es calcular la respuesta (tension de salida) para cada
frecuencia senoidal y como el sistema es lineal sumarlas
para obtener la respuesta total.

Recordemos también que el concepto de impedancia es
para f senoidales.

Curso 2020
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RC CON EXCITACION SENOIDAL
RESPUESTA PERMANENTE

R _ __ Vi _ Vi 1
Vo_I'Xc_ 'Xc_ ° 5
R+X. r+_ L jwC
jwC
Vl C V - Vi = H(jw) - Vo(.]w) - 1
% 1+ jwCR V,(jw) 1+ jwCR
. 1 1
|H (jw)| = 0

i+ @cry \/1 (@)
Wo

¢ = arctag (—wCR) [O
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* Calculamos H(jw) para wgy, 3 wg, 5 wq.......

1

* H(jwo) = 1+ jRCw,
. _ 1

* H(jBwo) = 1+JRC3wq
. _ 1

* H(j5wo) = 1+jRC5wq

* Y multiplicamos este nUmero complejo por cada
coeficiente de Fourier de la sefal de entrada para
obtener el coeficiente de cada componente de la
tension de salida. (Para cada frecuencia).

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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* De acuerdo a lo calculado en el ppt anterior, H
depende de la frecuencia porque hay elementos que
almacenan energia y su reactancia dependen de la

frecuencia.

* En este caso H sera un nimero complejo.
* Para resolver el problema:
* |) Calculamos la Serie de Fourier de la onda cuadrada.

* 2) Para cada f (coeficiente) multiplicamos la amplitud
del mismo por el médulo de H y desplazamos el seno
una fase dada por el angulo de H

* 3) Sumamos las respuestas individuales para obtener la
respuesta total.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

R=1000 OHMS C=0.3 UF
EN OCTAVE/MATLAB

%Fundamental f=500 Hz
HI=1/(1+j*2*pi*500*1000%0.3%(10).A(-6));
HIM=abs(H1);

H1A=angle(HI);

fl=H | M*(4/pi).*sin(2*pi*500.*t+H | A);

%Tercer armonico f=1500 Hz = 3*500
H3=1/(1+j*2*pi*3*500* 000*0.3*(10).7(-6));
H3M=abs(H3);

H3A=angle(H3);
f3=H3M*(4/(3*pi)).*sin(2*pi*3*500.*t+H3A);

Prof. Jorge'Runco Curso 2020




ONDA CUADRADA 500 HZ.R1=1KQ
C1=0.3UF

Oscilloscope-X5C2
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En rojo esta dibujada la
senal de entrada y en
amarillo la senal de
salida, obtenida con un

programa
Octave/Matlab.

Comparar con la
imagen anterior
obtenida de la
simulacion de un

osciloscopio (Multisim).
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FORMA COMPLEJA DE LA SERIE
DE FOURIER

Consideremos la serie de Fourier para una funcién periddica f(t),

con periodo T=2pi/w,.

f(t)=1a,+ iol[an cos(nwyt) + b, sen(nwyt)]
n=1

Es posible obtener una forma alternativa usando las férmulas de

Euler:
cos(nwyt) =1 (e"™" +e7")

Donde j= V-1 sen(nwyt) = %j(ej“w"t _e—jnwot)

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

FORMA COMPLEJA DE LA SERIE
DE FOURIER

Sustituyendo

£ =1ay+ Y [a, L™ +e ™) +b, L (e —e )]

n=1

f(t)= %ao +Z[% (a, —jbn)ejnwot +%(an +jbn)e—jnw0t]

n=l

Y definiendo:

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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FORMA COMPLEJA DE LA SERIE
DE FOURIER

La serie se puede escribir como

f(t)y=c, + Z (Cnejnwot + C_ne—jnwot)
n=1

O bien,

) = Z:cnej“‘*’ot + Z:cnej“‘*’Ot
n=1 =1

Es decir,

Prof. Jorge'Runco

A la expresion obtenida

(1) = icnej"

M=

Se le llama forma compleja de la serie de Fourier y sus
coeficientes ¢, pueden obtenerse a partir de los coeficientes a,
b, como ya se dijo, o bien:

Para n=0, 1, £2, +3, ...

Prof. Jorge'Runco Curso 2020




Los coeficientes ¢, son nimeros complejos, y también se pueden escribir en
forma polar:

c =lc e

n

C

n

— = =P
c_ =c =cle

C

n

Donde

b
a’ +b> @, = arctan(——)

a1'1
Para todo n#0,

Para n=0, ¢, es un nimero real: Cy, =34,

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

N —

EXPONENCIAL COMPLEJA (LO
MISMO QUE ANTES)

* Asociado a c/exponencial compleja existe un
conjunto de sefiales relacionadas armoénicamente,
sus frecuencias son multiplos enteros de una tnica

frecuencia w,,

* Para ¢, @, es una funcion periddica de frecuencia
fundamental [k|w,,.

11— ¢k(t):ejw°tk k=0,£1,£2.....

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

15/09/2020

20



» Una combinacion lineal de dichas senales :

x(t) - ch ejkwot

k=—00

> también es periddica con periodo T, y se
conoce como representacion por Series de
Fourier de x(t). Expresa la descomposicion
de la sefial x(t) como combinacién lineal de
k exponenciales complejas:

» Con amplitudes C, discretas

» Para un conjunto discreto de frecuencias
kw, relacionadas armdnicamente

FORMAS ALTERNATIVAS

x(0) =ao+ilakcoskmt)—bk ser(k yy?)] <

k=1

eiwof +e‘jm) eﬂmf +e‘j2m)t

j2 —j2;
elm)t_elm)f

_ eiwt_e‘jw
Xt =ay*a( ) tan( )t Fh( —)*h(
2 2j

2
= 4w @_é + 7w @4. @ + )2 @_@ + 2w @4. @ db
M) =arte (2 12) e (2 J2) ¢ (2 12) e (2 12)

XO)=...F A e ™ HAF AL+ 4|

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

)+..
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FORMA TRIGONOMETRICA

Original signal
e e AN e e W F =1
i T P~ T

g + Te

Average value fo
. .

crmtz-ll'rf,r] cnm[l'mnant

sin{lf:rfr,-.r) component

cos(2m{ 210 r:olll1pm1ent

.

si |1(211(I2f,.).r} cnrﬁ]‘mnent

cus(ln‘{lﬂ.-)?} component
H ;

sin(2mw(3f)) component

cns(21={l4frj.r) ccm"lponem

~r

si |1t211('4f,.).r) cmﬁpnnent
i -

-
I+ Te

TEOREMA DE FOURIER

* Toda senal periddica que cumpla las condiciones de Dirichlet :

¢ Integrable en el periodo

* Ne finito de mdximos y minimos en el periodo

* N° finito de discontinuidades

* Puede reproducirse como una superposiciéon de componentes
sinusoidales de frecuencias f, 2f,,...

* La componente con el mismo periodo que la funcidn original se
denomina fundamental.

* Las componentes con f superiores a la fundamental se denominan

armonicos.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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DETERMINACION DE LA
REPRESENTACION EN SERIES DE FOURIER
DE UNA SENAL PERIODICA CONTINUA

* Suponiendo que una sefial periddica pudiera
representarse con la serie anterior, necesitariamos
un procedimiento para determinar los coeficientes
Cy

+0o
~Jnwol _ kwot = jnwot
x(t) e = cre e

k=—00

* Integrando ambos miembros de 0 a T

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

T T

.X(f) e‘jnwof dt :J- +Z.0Ck ejkwole‘jnwof dt
0 0 k=-c
r o T
X(f) e‘jnwof dt = Z Ck[J- ej(k—n)wot df]
0 k== g
T T T
o/ kTmw! gy = Icos(k —n) wotdt + jI sen(k —n) wotdt
0 0

T k=n

ej(k—n)wot dr =
0 k#n

o!—.N] o ¢

T

— 1 = jnwot
I — cn—T_[X(t)eJ dt

0

23



Este par de ecuaciones define la serie de
Fourier de una sefial periddica continua :

Ecuacion de

17 .
Cn— ? I x(t) e”™'dt analisis
0

sintesis

+0o
- ik wot Ecuacion de
X()=) cre™™
k=—00

ESPECTROS DE FRECUENCIA

VA la gréfica de la magnitud de los coeficientes c,
contra la frecuencia angular w de la componente
correspondiente se le llama el espectro de amplitud

de f(t).

v'A la grifica del dngulo ¢, de fase de los
coeficientes ¢, contra w, se le llama el espectro de
fase de f(t).

v'Como n sélo toma valores enteros, la frecuencia

angular w=nw, es una variable discreta y los
espectros mencionados son gréficas discretas.

15/09/2020

24



15/09/2020

ESPECTROS DE FRECUENCIA

“*Dada una funcién periédica f(t), le
corresponde una y sOlo una serie de
Fourier, es decir, le corresponde un
conjunto unico de coeficientes c,,.

“*Por ello, los coeficientes c, especifican a
f(t) en el dominio de la frecuencia de la
misma manera que f(t) especifica la
funcién en el dominio del tiempo.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

PROPIEDADES DE LA SERIE DE
FOURIER

» Linealidad
X —— g y) — by
Ax(t)+By(t) — c,=Aa+Bb,

»Desplazamiento en el tiempo
x(t) —— a

—_ 'k
X(t-ty) — a.e "

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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PROPIEDADES DE LA SERIE DE
FOURIER

»Escalamiento de tiempo

+o00 )
x(an=>y ace™
k=—00

»Relacion de Parseval

+oc0

1 2 2
= LCEEDNH

k=—0c0

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

SIMETRIA DE LA FORMA DE ONDA

v'Funcién par

v'Funcién impar

v'Simetria de ¥2 onda
f(t)=-F(t+T/2)

La porcién negativa de la onda es el reflejo
de la porcion positiva, desplazada V2

periodo.
Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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SIMETRIA DE LA FORMA DE ONDA

+*Simetria de cuarto de onda

+**Si una funcioén periddica f(t) tiene simetria
de media onda y ademads es una funcién
par 6 impar, entonces f(t) tiene simetria de
cuarto de onda par 6 impar.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

{QUE PODEMOS DECIR DE LOS
COEFICIENTES CON LA SIMETRIA?

»Funcién par ===y a,y a sélo cos
»Funcion impar nsssp b s6lo senos

»Funcion con simetria de Y2 onda nmssp armonicos
impares

»Funcién con simetria de % de onda par nmssp
armonicas impares coseno

»Funcién con simetria de % de onda impar nmssp

armonicas impares Senos

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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/

Simetria par (cosenos) Simetria impar (senos)

Simetria /2 onda (senos y Simetria /4 onda par
cosenos impares) (cosenos impares)

/

senos y cosenos

Simetria /4 onda impar
(senos impares)

28



SIMETRIASY COEFICIENTES DE FOURIER

Funciones
Simetria Coeficientes en la serie
T/2 T/2 Senos y
Ninguna a,=% [f(t)cosnaytydt b,=% [f(hsennwbdt | cosenos
-T/2 -T/2
/2 Unicamente
Par . jf(t)cos(nu)ot)dt b,=0 cosenos
0
2 Unicamente
Impar an=0 bn :% jf(t)sen(n%t)dt Senos
0
0 npar 0 npar | Senosy
media (g =) ™2 . b 2 ; cosenos
onda T If(t) cos(nwydt  nimpar/™ | ¢ If(t)sen(nu)ot)dt nimpar| impares
0 0

Prof. Jorge'Runco Curso 2020
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SIMETRIASY COEFICIENTES DE FOURIER
Simetria Coeficientes Funciongs
en la serie
T2 T/2 Senos y
5 =2 f =2 f
Ninguna P Tj/ 2(t)cos(nmot)dt : Tj/ 2(t)sen(nwot)dt Pl
a,=0 (n par)
Ya de T Sélo
onda =3 J’ f(t) cos(noy,tdt b,=0 €osenos
par 0 impares
(nimpar)
b,=0 (n par)
14 de T/4 Sdlo
onda a,=0 b, =4 [f(hsen(ne, byt enos
impar ! impares
(nimpar)
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CONVERGENCIA DE LA SERIE DE
FOURIER

»Las senales que encontramos en el mundo
real cumplen las condiciones de Dirichlet. Por
lo tanto :

> Las series de Fourier=x(t) donde x(t) es
continua

> Las series de Fourier="“punto medio” en
puntos de discontinuidad.

» Convergencia. Fendmeno de Gibbs en puntos
de discontinuidad.
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