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MOTIVACION

* Existen senales que no tienen TFTC.

* LaTFTC expresa sehales como combinaciones
lineales de exponenciales imaginarias.

* LaTL expresa sefales como combinaciones lineales
de exponenciales complejas.

* Podemos decir que laTL es mas general que laTF.

* Muchas de las propiedades de la transformada de
Fourier se conservan si en vez de utilizar una
frecuencia puramente imaginaria, se utiliza una
frecuencia compleja s = 0 + jw
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* Asi la frecuencia pasa de ser un valor en una
recta,a un valor en el plano complejo s.

¢ Las funciones exponenciales complejas et siguen

—siendo funciones propias de un sistema LT, hecho™
en el cual se basa toda la aplicacién practica de
esta transformada.

* Se distinguen dos versiones de la transformada de
Laplace: bilateral y unilateral.

* La primera esta directamente relacionada con la
transformada de Fourier, y la segunda es la
herramienta ampliamente utilizada en ingenieria
para senales causales.
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DEFINICION
S X(s) = Lx(®)} = [ x()e st dt =

s = fj;ox(t)e‘(‘”'f“’)t dt

* La funcion X (s) se expresa en términos de la
variable compleja s y se denomina la
transformada de Laplace bilateral por abarcar el
intervalo de a .

* En la practica, el analisis de los sistemas y las
funciones del tiempo comienzan en un tiempo
finito y en los sistemas invariantes en el tiempo,
por conveniencia, se elige que éste seat = 0.
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* Asi, para sistemas causales la transformada de Laplace que
resulta es la Transformada de Laplace unilateral que se define

como

. X(s) = [ " x(®)e st dt

* Como se puede observar la transformada de Laplace
unilateral solo depende de los valores parat 2 0.Si se
aplica la transformada de Laplace a funciones en las que sus
valores para t < 0 son iguales a cero, la transformada de
Laplace bilateral y la transformada de Laplace unilateral

seran iguales.

* Puesto que en el estudio de los sistemas y las senales se
consideran sus comportamientos a partir de t 2 0, es decir,
que son nulos para t < 0 bastara con considerar el analisis
de la transformada de Laplace unilateral.
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M) = Lix(®)) = [ x(t) et de=

=[** x(t) e~(0+io)t g¢ =

= T2 e e 798t = F{x(t) e °%)

* Quiere decir que la transformada de Laplace puede
interpretarse como la TF de la funcién x(t) multiplicada

ot que sera creciente o

por una senal exponencial real e~
decreciente dependiendo del signo de o . Este producto
entre x(t) y la funcién “de convergencia” e =7t , fue el
punto de partida para la propuesta inicial (Heaviside): si
x(t) no tiene directamente transformada de Fourier,

puede calcularse la TL como mostramos.
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DEFINICION

x(1)
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Efecto de un factor de convergencia exponencial
real decreciente.
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Calcular laTL de x(t) = e u(t)

CLx®)} = [T e % u(t)e St dt

. = f0+°°e'at e'“ dt
. — f0+o° e_(a"'s)t dt

e—(a+s)t 400

a+s 0

1—e—(ats)oo

a+s
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1
L{x(t)} = e conRe{a}+ 0 >0 & o> —Re{a}

* Descomponiendo el exponente en partes real e
imaginaria

o g-(@t+s)o — o=(Re{a}to)eo ,—j(Im{a}+w)eo

Si Re{a} + 0>0 el término Este término tiene modulo |. La
converge a cero. Si no convergencia depende del primer
diverge a oo, término.
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Calcular laTL de x(t) = - e u(-t)

+ 00

Lix(d)) = f —e % y(—t) et dt
—0
0
= J —e % g7St dt
—co
e—(a+s)t ) _1_e(a+s)m
T a+s '—oco  a+s

elat+s)o _ e(Re{a}+a)oo ej(Im{a}+a>)oo

Si Re{a} + 0 < 0 converge el primer término

1
L{x(t)} = Tt conRefa}+ 0 <0 6 o< —Re{a}
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* Los ejemplos anteriores muestran un hecho fundamental en
el manejo de la transformada de Laplace: la misma expresién
algebraica en el dominio s puede representar funciones

diferentes en el dominio temporal, dependiendo de la regién
de convergencia utilizada.

jw(Im) jw(Im)

X X

_Re{a}“ o(Re) -Re{;a‘} o(Re)
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Otro ej. x(t) = etu(t) + e u(t)

+
X(s)= 1 4 1 _ 2s+3
s+1 s+2  PZ+3s5+2

Re(s)>-1 jw(Im) Re(s)>-2

AVARN oY A4
NV N

2 1 o(Re)
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Otro ej. x(t) = &(t) — 4/3 etu(t) + 1/3 e u(t)

o O B
3s+1 35-2 (5 +D)(s—2)

jw(Im)

-1 2 a(Re)
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* Los ejemplos anteriores son casos particulares donde la transformada
de Laplace es una funcion racional, es decir, un cociente de polinomios
N(s) y D(s) de variable compleja s

. X(s) =N(s)/D(s)

* En los casos en que X(s) es racional, x(t) es siempre una combinacion
lineal de exponenciales reales o complejas. Este tipo de funciones
racionales aparecen cuando se describen sistemas especificados a través

de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

* En las funciones racionales, los ceros corresponden a las raices de N(s)
y los polos a las raices de D(s). Puesto que la ubicacion de estas raices,
excepto por un factor de escala, son suficientes para especificar X(s), se
acostumbra utilizar un diagrama de polos y ceros para indicar la

«

transformada de Laplace, donde con “x” se demarcan los polos, y con

“0” los ceros, y se denota ademas la region de convergencia.
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ROC (ALGUNAS DEFINICIONES)

* Una senal acotada por su izquierda, también
llamada una senal derecha donde x(t)=0 para t<t,
, se puede demostrar que su ROC contiene al
semiplano derecho a partir de un cierto valor de
o.

* Para senales izquierdas, acotadas por derecha, la
TL converge para el semiplano izquierdo
delimitado por una recta en algln valor de o.
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ROC (ALGUNAS DEFINICIONES)

Una senal bilateral es aquella de extension infinita tanto a
izquierda como a derecha. Se puede pensar como una senal
izquierda + una senal derecha, entonces la ROC sera la
interseccion de ambas ROC.

Si x(t) es una senal de duracion finita, se puede demostrar
que la ROC es todo el plano s.

La figura siguiente muestra estos conceptos (en forma
grafica)
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ROC PARATL

* Propiedad |:la ROC de X(s) consiste en bandas
paralelas al eje jw en el plano s.

* Propiedad 2: para TL racionales, N(s)/D(s), la
ROC no contiene ningun polo.

* Propiedad 3:5si x(t) es de duracion finita y si hay al
menos un valor de s para la cual laTL converge,
entonces la ROC es el plano s completo.

Prof. Jorge'Runco Curso 2020

ROC PARATL

* Propiedad 4: si x(t) es derecha y si la linea
Re(s)=0, esta en la ROC, entonces los
valores de s para los cuales Re(s)>0, también
estan en la ROC.

* Propiedad 5: si x(t) es izquierda y si la linea
Re(s)=0, esta en la ROC, entonces los
valores de s para los cuales Re(s)<0, también
estan en la ROC.
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ROC PARATL

* Propiedad 6: si x(t) es bilateral y la linea
Re(s)=0, esta en la ROC, entonces la ROC
consistira de una banda en el plano s, la cual
incluye la linea Re(s)= 0.
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RESUMEN ROC

* Cualquier senal, o no tiene TL 6 cae en una
de las 4 categorias de las propiedades 3 a 6.

* Para cualquier sehal que tenga TL la ROC
debe ser el plano s completo (senales de
longitud finita), 6 el medio plano izquierdo
(senales de lado izquierdo), 6 el medio plano
derecho (senales de lado derecho) 6 una
banda (senales bilaterales)

* ROC: esta limitada por los polos 6 se
extienden hasta oo.
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Propiedades TL

Linealidad af(t)+bg(t) aF{s)+ bG(s)
Desplazamiento en el tiempo | f(t—alu_,(f—a} e M F(s5)
Desplazamiento en frecuencia e F(s+a)
Convolucion ";f[r— TigiTidr F(s)G(s)
Integracion en t f:ﬂr}dr @
Derivacion d;{ . S"Fs)— mi:! = -ty
Multiplicacién por " t"fin -n" d;i:“
Valor inicial Flot)= l]irg_f{ﬂ SIETEDEP{S}'
Valor final !E_i‘r:"lu_f{ﬂl Ei_reasF(s)
Secuencia periddica Fi=fit+1) w
Escalamiento flat}, a=0 %F[%J
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RESPUESTA DE UN SISTEMA POR
TRANSFORMADA DE LAPLACE

* Representacion General

X(t)  L{x(t)}=X(s) Sistema Lineal e y(©) o L{y(®}=Y(s)

——— Invariante en Tiempo ——
(LIT)

Recordemos y(t) =x(t) *h(t)
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* La salida de un sistema a una senal de entrada se puede
calcular a través de la convolucion de dicha senal de

entrada con la respuesta al impulso del sistema.

* Debido a la propiedad de convolucion de la
transformada de Laplace, es posible simplificar como lo

hicimos con la transformada de Fourier.

Yy =h@® * x() & Y(s)=H(s)X(s)
* Asi como a H(jw) la llamamos respuesta en frecuencia

del sistema, H(s) se la denomina funcién de

transferencia del sistema.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE : DEFINICION
Dada una funcién x(¢) su Transformada Bilateral de Laplace sera

00
VAN N f LN oSt Js
)= X505 JA\L/c at

mientras que la anti - Transformada Bilateral de Laplace serd
g+ joo
x(t)=—— | X (s)e"ds & X, (s
) 2wa_jjm3() #(5)

De igual manera se define la Transformada Unilateral de Laplace
X(1) o X, ()= [x(t)e™dt
pd
y la anti - Transformada Unilateral de Laplace

g+ joo

_ 1 o
0= [Xy(e"ds o X, (5)

g— joo
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Transformada de Laplace : propiedades

Se usard el operador L para denotar la transformacion
Xy (s) = L{x(0)}
mientras que el operador L™ se usard para denotar la anti - transformacién
X0)=L{X,(5)
Algunas propiedades de interés seran
1) Linealidad
L{ax,(t) +bx,(t)} =aX,(s) +bX,(s)
2) Desplazamiento en Tiempo
Lixt—-Du(@-1)}=e"X(s) 1>0
3) Desplazamiento en Frecuencia
Lie“x()} =X (s—a)
4) Escalamiento en Tiempo y Frecuencia

L{x(at)} = % X[ )

S
a
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Transformada de Laplace : propiedades

5) Diferenciacién en Tiempo

L{dx(t)} =sX(s)—x(0")

dt
et ntir 1 : )
3 =5"X(s)—s""x(07)—s""x'(07)—..- =
7 f s"X (s)=s""x(07)=s""x'(07) |
ej.
2
L{d il )} = 52X (s) = 5x(07) = x'(0")
dt
3
L{ddjgt)} =X (s)—s*x(07) = sx'(07)—x"(07)

6) Integracion en Tiempo

L{J(: x(1)d r}: X(s)

N

L{J_tm x(r)dr}: @ +[ x(ndr
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

7) Diferenciacion en Frecuencia

()} = G
ds
nool = e d X (s)
L xo}=(-1) o

8) Integracion en Frecuencia
L{M} = j “ X (u)du
t s
9) Convolucién en Tiempo

Lx,0) O, (1)} = L{["; X, (D), (£ = r)dr]= X, ()X, (s)

10) Convolucién en Frecuencia

L{x, ()x,(0} :(Xl(s) Ox, (s)) : [ : X, ()X, (s —u)du
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

* Algunos pares Transformados de Interés

D A=) o Ae™ 6) A cos(Bu(t) « (s/:(;;_i)ﬁ-z

AB

(s+a) + 5

2) Au(t) A
$ 7) Ae™ sen(B)u(t) o

3) Ae “u(t) o e o Ant n
u o 5
K

4) Acos(Bu(r) o -3

sS+ 3 9) Arte 2A
AB ) At7e "u(t) o —(s+a’)3
5) Asen(f)u(t) - W
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

¢ Teoremas de Valor Inicial y Valor Final

1) Teorema del Valor Inicial.
Si L{x(t)}=X(s) entonces x(0+) = lim sX (S)
§ — 00
2) Teorema del Valor Final.

Si L{x(t)}=X(s) entonces [im x(t) = ling sX ()

- 00 N
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Solucion de Ecuaciones Diferenciales (ejemplo)

La ecuacidn diferencial del sistema sera

dv(t)
dt

0.2——=+v(r) =100u(r)

se puede escribir como
R=1MQ

AANA dz(t) +5v(1) = 500u(7)
L c=02pF aplicando Transformada de Laplace

N S5v I
() 100 T sV (s)=v(07) +5V(s) _2W
- S

yaquev(0') =5, se obtiene

500+5

V(s)=

s+5
aplicando anti - transformada de Laplace
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Solucion de Ecuaciones Diferenciales (ejemplo)
La ecuacion diferencial del sistema

en términos de la corriente i(f) sera

LW g 0+ L imar =va)
R=50Q .
A A A aphcando Transforrnada de Laplace se obtiene
= Vis)+ Lio ) =2
I(s)= 0 &
R+Ls+—
100 v Cs
sustituyendo los datos del problema
I(s)= s +6000 _ s+6x10°
L= 10 mH 52 +5000s +4x10°  (s+10*)(s +4x10%)

Condiciones iniciales

aplicando anti - transformada de Laplace
v(0)=40v . 5 -1000¢ 2 —4000¢
)= == t
i(0)=1A Ho) (3e 3e )
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Respuesta de un Sistema por Transformada de Laplace
Un sistema, que estd inicialmente en reposo,
se explica por la ecuacién diferencial
Ey@) g @' YO 1 WO Lgnn =
dar’ dt” dt T
en t =0 se aplica una sefial x(7) = 4e”>'u(t)

Hallar la respuesta a esta excitacion.
Aplicando Transformada de Laplace
4

(s> +8s> +37s+50)Y(s) = ——
s+3

Y(s) = 4 _ 4
(s+3)(s” +8s° +375+50) (s+3)(s+2)(s> +65+25)

A B Cs+D
+

Y(s)= +
(5) s+3 s+2 sP+6s5+25
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Respuesta de un Sistema por Transformada de Laplace

Resolviendo para conocer estas constantes resulta

O R
477 17 T 68 T 68’
aplicando anti - Transformada

B N Cs+D
s+2 s +65+25

Cs D
= A =3t +B =2t + L—l + L—l -

C(s+3)-3C
(s+3)° +4°

) A
YO =LY ()} = Lo+

y(t) = Aeu(t) + Be > u(t) +§e_3’ sen(4t)u(t) + L_l{

¢ e sen(4t)u(t) + Ce™™ cos(4t)u(t)

y(t) = Ae'u(t) + Be *'u(t) + =
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Obtencion del valor inicial y final de y(t) )
jw
+ +
Y(s) = ?;0 2:;) = 0'52(1003) o—X o
s(10s s(s+0.
-0.3 -0.1
Y(s)=2+ b _24_ 16
s s+0.1 s s+0.1
Polo dominante
Teorema del valor inicial
. _. 0.8(s +0.3) _. 0.8(s+0.3) _. %:
YO =lim s () =lim =700 =lim = F0 = =lim == =08
2.4 |---
0.8
Teorema del valor final: i
. . 0.8(s+0.3) .. 0.8(s+0.3) (0.8)(0.3)
00) = Y(s)= . = = =24
Y =limsY(s) =lims.—C 7o = im = 0.1
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RELACION ENTRE TFY TL

* La TL es en realidad sélo una generalizacion de la
TFTC que analiza funciones como combinaciones
lineales de exponenciales complejas generales en
vez de como combinaciones lineales de un caso
especial de exponenciales complejas : las senoides
complejas. Si la ROC de la TL incluye al eje jw
entonces la TF existe.
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