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1. Breve repaso de calculos que necesitara usar en esta practica.

(a) Integral Gaussiana: Resolver explicitamente la integral Gaussiana:

I :/ exp(—az?®)dr = \/E
o «

para ello resuelva primero I?, recordando pasar a coordenadas polares.

Haciendo cambio de variable: m = y/ax = dm = \/adm = dx = \/Ladm, entonces:

= % /_O; exp(—m?)dm

/ / @) da dy

si pasamos a coordenadas polares: r? = 2% + 2, dv dy = rdr df

27
= l / / " df dr = 27T e””Qr dr
@ Jo 0 @ Jo

si: r2:u:>27"dr:du:>rdr:%du

ahora calculamos I?

T _ T T 2|
I’ = = [evu=——e"=——¢"
« «Q o 0
™ . .2 . 2
> = ——{hmer—hmer}
o r—oo r—0
2 =7r
«Q

Por lo tanto:

/ exp(—ax?)dr =

o0

e1=

(b) Suma geométrica: muestre que la serie S = Zar" converge para |[r| < 1, y que en ese

n=0
a

1—7r

caso se obtiene que: S =

desarrollando el primer término de la serie .S:

o o
=ar’ E = E ar™
n=1 1=

sii m=n—1=n=m+ 1, entonces:
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o
como: S = E ar™
m=0

S=a+rS=5=

1—17r

Por lo tanto:

o0
E ar =
n=0

2. Teorema de Equiparticion de la Energia: Considere un sistema clasico donde se precisen 6 N
coordenadas e impulsos generalizados para describir cualquiera de sus microestados. Suponga
que el Hamiltoniano de este sistema puede escribirse como la suma de M términos cuadraticos,
ya sean en las coordenadas o en los impulsos.

(a) Encontrar la funcién de particion.

(b) Calcular el valor medio de la energia.

(c¢) Encontrar el teorema de equiparticién de la energia.
)

(d) Obtener el calor especifico.

Considerando un sistema clasico de N particulas que interactuan por medio de un potencial
tipo oscilador armoénico, cada particula puede ser descrita por:

2
= QPTZn + §mw2r?

donde: p; = (px,py,pz) yr, = (ﬂf,ya Z)

2 2
_ Pz Dy P15, 1 L5
—2m+2m+2m+2mwx +2mwy —|—2mwz
si a H se pudiera escribir como la suma de M términos cuadraticos ya sea de coordenadas o

impulsos, es decir:

M p? Moy
E= E ‘ o E —mw?r}
2m 2
=0 =0
p2
Vamos a tomar en cuenta el caso: H = E 2—1 Si el espacio continuo se discretiza en pequenos
m
i=0

volimenes h* (h constante de Planck), que son ocupados por un sélo estado de una particula,
entonces la funcién de particién que describe a una sola particula sera:

—1 - 1
z = 33| dedydz / / / Edp,dpydp. V= / dz dy dz
h R3 y

V y
z = 3 e’BZmdpx/ ;ndp / ﬂ2mdpz
h —o0 —o0 —00
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como: exp(—ax”)dr = |/ —, entonces:
a
—0oQ

v
2= 03 (2rmkpT)>/*

La funcién de particion de todo el sistema de N particulas estard dado por:

ZN

Z_N‘

como z no depende del numero de particulas N, a Z se le divide por N! con la finalidad de

eliminar configuraciones equivalentes o repetidas. Asi se obtiene la funcién de particién de las

N particulas:
zZ = AN (2mrmkpT)*?
~ NN T

0
Para calcular el valor medio de la energia: U = kpT? (O_T In Z>

0 N 0
U = kgT 0_TIH(N'>_kBT_{1nZ lnN!}:Nk:BT a—Tlnz

o [V 3/2 , O 1% 2o
U = NkBTa—Tln[hs (2rmksT) } NkpT? o 4 In |2 (2rmks)*?| + InT%

0

U = NkgT?—InT??
B o™

Por lo tanto: 3

Teorema de equiparticion:

- o-5(2)

=0
2

. g{<2;;> ()4 ()

1
U = N <§/€BT+—/€BT+ —kBT>

2 2
3
U - —N]{BT
2
cada término de orden cuadratico de la posicién o del momento aportan en promedio %l{;BT al

promedio de la energia total del sistema.

ou
Cal ifico: ==
alor especifico: C, (OT)

el calor especifico molar:
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3. Modelos clasicos - Ley de Dulong-Petit: En este modelo se considera que los dtomos que
conforman un sélido interactuan por medio de un potencial armoénico, como si estuvieran unidos
por resortes con cierta constante elastica k.

(a) Utilizando estadistica de Boltzmann, obtener la energia media y demostrar que el calor
especifico es C, = 3kp.

(b) Realizar lo mismo que el item anterior pero utilizando el Teorema de Equiparticién de la
Energia. jEs necesario suponer que la frecuencia de oscilacién es la misma en todas las di-
recciones para obtener dicho resultado?, ; Es valido este resultado para toda temperatura?,
. Por qué?.

El Hamiltoniano estd formado por una parte cinética y otra contribucién de un potencial
elastico tipo oscilador arménico:

D
—;2771

considerando la distribucién de Maxwell-Boltzmann:

imw2r?

1
= Ae Pe -
flO=Ae? | g
JARC 21
la energia media serd: (¢) = % analizando para una sola particula: ¢ = ~— + —mw?r?

VN 2m 2
| e
TT p2 "Lw'l
// <—+ —mw?r ) e Prme P dp dr
0 0

() = 5
7ﬁp2 7Bmw 7“
e Pame dp dr

mw r 2 mwor ma?r?
/—e 52md / P dr+/e_55mdp/ 5 e P dr
0 0

(&) = %

/e 52mdp/e e

0
oo 9 oo
2 mw?r? maw?r?
p_e_ﬁgim dp -8 2 dr
2m 2
0 0

& = ==

oo
2
[k Joms
0

0

haciendo uso de:

(n-=1I |z
;o /oo o e—axzdx o 2n/2+1)an/2 E ; mopar
n o n—1)
0 ( 2 ) . :
W , vy unpar
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se tiene que:

1 |« 1 1 /m
Io=—=4/— .1 — Iy = — I3 = —
0 2\/;’ "T 20 T 4a P 92
entonces:
1 2m 2m7r mw? 2 T
2m 45 2 4mw25 2mw?f

2m7r
2mw

1
= —kgT —k:T
(e) 5B +2 B
<5> = k’BT

para n particulas y en 3 dimensiones, se tiene que:
<5> = Snk‘BT

El calor especifico esta dado por: C, = (_%i)

Haciendo uso del teorema de equiparticion:

:zZ,:Qm

@ = of () ()
@ = {5+ (3m) + (amy + () + (g + (e

1
como cada término cuadratico de la posiciéon o del momento aporta en §kBT a la energia

) = (C, =3nKgp

57’)1&)21'?

promedio, entonces:

(e) = 3nkgT

Este resultado es valido para el rango de altas temperaturas, donde todas las particulas se
mueven desacoplada.
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4. Modelos cuanticos: Einstein y Debye: Con la finalidad de describir el calor especifico a bajas
temperaturas, se acude a la mecénica cuantica en donde se mantiene la idea que los atomos
interactuan por medio de un potencial tipo oscilador armoénico. Considere un sélido de N

N
atomos en d dimensiones, cuya energia asociada a las vibraciones es E, = E hw; | n; + 3 )
i=1

donde n; =0, ..., 00 indica el estado de excitacion de cada sitio.

(a) Obtener la funcién de particién candnica Zy para los modos de vibracién, calcular la
energia media U y el calor especifico C),.

(b) Modelo de Einstein: se considera que todos los dtomos vibran con una misma frecuencia
wg, es decir, que todos los fonones tienen la la misma energia. Calcular la energia media y
el calor especifico bajo estas consideraciones. Analizar el valor de C,, para los casos de alta
y baja temperatura. ;Reproduce este modelo la Ley de Dulong-Petit?, ; Es adecuado para
describir los valores experiementales a baja temperatura donde se observa una dependencia
con T37?

(¢) Modelo de Debye: A diferencia del modelo de Einstein, se propone que la frecuencia
siguiera una relacién de dispersion w = v|k|, donde cada k puede tener tres modos de
oscilacién posible.

1.
ii.
1il.

1v.

., Con qué estd relacionado v?, jCudles son esos tres modos de oscilacion de k?
Calcular el valor de C, para bajas temperaturas y demostrar su dependencia 7.
Repetir la interpolaciéon de Debye, proponiendo una frecuencia de corte, y obtener
una expresién para la frecuencia de Debye (wp) y la temperatura de Debye (©p).
Calcular C), en el limite de altas temperaturas. ;Cémo es ese limite si no se propone
una frecuencia de corte?

El He? es una sustancia que permanece liquida a temperaturas lo suficientemente
bajas como para presentar un comportamiento 7°. Considerando que su densidad
es p = 0.1455g/cm® y tomando v = 238m/s, obtener el calor especifico por unidad
de masa a bajas temperaturas y comparar con el valor experimental ¢, = (0.0201 +

0.0004)T3 J/g K.

Parte a: si consideramos el caso de d = 1 y para una sola particula:

1

la funcién de particién sera:

21 = Z@iﬂEn = Ze—ﬁﬁw(n—‘r%) = Zeféﬁhw (eiﬁh"")n

n>0 n>0 n>0
. , a
si: a = e 2 y p = ¢P ademds: Yo art = ]
—r
1
e 2 fhw . 1
2 = ———— ;s x = =fhw
' [ 2"
e’ 1 ) et —e "
2 = = ;como: sinh(x) =
l—e2 ¥ —e® 2
2
2= ey
sinh (%ﬁhw)
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para el caso de dimensién d:

1
y para los N atomos: Z = ﬁzN

Para el caso d = 3,

3N
0 o) 1 2
= kT (2 ) = kT {In— | ——
vo= b (aT ! ) Phar )N Lmh(%ﬁm)]
3N
0 23N 1
U = ksT*—={ (=) —In |—
5Lar “(N!) ! sinh(%ﬁhw)]
0 1
U = —3NksT?2 i |——
5 aT{n sinh(%ﬂhw)]}

3 1 1
U = SNho—~1—cosh [ = Bhw
2 sinh (Lphw) (2/8 )

1
U = gthcoth (§5RW)

COImao:

= = 1
P e @1 o1

coth <§> = e te? et __ 2

entonces: ) ) .
= Z) =3N il
U=3Nhw (eﬁhw_1+2> 3 ﬁw(nB(Bﬁw)—i—Q)

donde np es la distribucionde Bosé. Esto se puede interpretar que un modo w se puede tratar como
una exitacion que puede ser excitada np veces en promedio, o equivalentemente se puede ver como
un bosén que es ocupado np veces.

Para calcular el calor especifico:

oU B 1 1
G = (6_T> = = 3Nhear (m*g)
C Ny (Bleo)? —
. = 3 g
C, = 3Nkp ( h“’) R
kBT (6’“3% . 1)
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Parte b: Modelo de Einstein:

e El crystal consiste de atomos que pueden ser tratados como osciladores armonicos idénticos e
independiente

e Todos los osciladores vibran con una misma frecuencia natural debido a que todos tienen el
mismo entorno

e Los osciladores armonicos son cuanticos, los cuales tienen un espectro de energia discreta en
vez de continua como el modelo clasico.

e Cualquier nimero de osciladores pueden estar en el mismo estado cuantico.
e Los osciladores atémicos obeceden la ley de distribucionde Maxwell-Boltzmann.

Inicialmente Einste considerd la cuantizacion de la siguiente manera:
€n = nhw
para lo cual:
[e.9] oo
Sene ™ hw S ne fnhw
<€> = —=

S e fe S e fnhe
n=0 n=0
si x = Shw, entonces:
hw 7;) ne- N(z)
()= =hw
Z e—nx D(‘/E)
n=0
desarrollando la serie:
N(x) e 420 43I 4 d
= =——1InD
D(z) l+e?+e2feBr 4. .. dz (%)
N(l’) d > _ d - _r\n d 1
= ——1 M=——1 ) =——1
D(x) dx nnzzoe dx nnzzo(e ) dx n(l—e—x)
N(z) = e™® N(z) 1
D(x)  1—e= D(z) er—1
entonces:
(e) = hw  hw
ST o 1 T

Para un sistema de N particulas y d = 3, se tiene:

_ 3Nhw

la diferencia entre el resultado de Einstein y el obtenido en la parte anterior se debe a que Einstein
1
no considerd la cuantizacion de la energia como la de un oscilador armonico: ¢, = (n + 5) hw. Si

se realiza un desarrollo semejante se obtiene que:

1 1
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el término constante refleja la independencia de la energia con la temperatura al cero absoluto, esto

- . . . 1
significa que a 0K los atomos atin poseen una energia de vibracion equivalente a Ehw

Este término no afecta en la determinacién del calor especifico:

hw
_(0(e)\ _ hw \?>  eFsT
Co= (a—T)v = 3k (m> )

como todos los atomo vibran a la misma frecuencia:

kp

entonces:

S5
T

@E (&

o () oy

% Para el caso de altas temperaturas: kg1 > hw = T > Of

. °p E
Desarrollando en serie: e 7 =1+ — + - --

T
0p\° 1+ 22 Op
Cy, =3Nkp | — L —3Nkp(1+—=
B(T> (6z)? s\t

T
Of
como: T'> O = T < 1, entonces:
C, =3Nkp

que es el valor obtenido en el limite clasico de Dulong-Petit.

% Para el caso de bajas temperaturas: kgT < hw = T < Of

Op S20] ~ SE
para: T>>1:>6T — 1= e, entonces:

@ 2 S5}
C, = 3Nkp (TE> e~ T

esto muestra que para bajas temperaturas, el comportamiento del C, es caracterizado por el término
e_eTE, lo cual difiere del comportamiento 7 como se observa experimentalmente en los sélidos. Si bien
el modelo de Einstein se ajusta bien a los datos experimentales en diferentes rangos de temperatura,
ademas de describir el limite de Dulong-Petit, este falla para bajas temperaturas, el cual C, decae
mas rapidamente en funcién de 7.
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Parte b: Modelo de Debye:

e Asume que los 4tomos no oscilan con la misma frecuencia
e El movimiento de un atomo influye en el movimiento de los otros dtomos

e Propone al sélido como una coleccion de osciladores armoénicos acoplados, los cuales tienen un
espectro de frecuencias.

e Instroduce el parametro llamado densidad de modos o densidad de estados, con la finalidad de
enumerar los modos de vibracién en un rango de frecuencias de vibracion.

% Propone que w(k) = v|k|, donde v estd relacionado con la velocidad del sonido, mientras que k
esta relacionado con las tres direcciones de propagacién. Esto conlleva a tres modos de oscilacién
posible para cada atomo.

% Como la expresion de la energia promedio es semejante a la de osciladores armdnioc cuanticos
1
) =3 tt) (s (1) + 3 )
k

si consideramos que cada dtomo estd confinado en un volumen L3 y que el sélido es infinito, para lo
cual se puede usar condiciones de contorno periédicas, entonces:

2
k = % (o

esto muestra que cada vector k depende de los tres modos de vibracion, una por cada dimensién,
3
7T . . .
ademas cada punto k ocupa un volumen 7 ) e el limite del continuo se tiene:

£ (7) [

k

expresando en coordenadas esféricas:
2 s 00 00
/dk:/ / sinQdQ/ dek:47r/ k*dk
o Jo 0 0

(e} = (?Q’i; / Ko (K) (nB (ﬁhw(k))nté) dk

entonces, en el continuo:

esto muestra que cada modo de exitacién puede ser tratado como un bosén de frecuencia wk y es

) w dw
ocupado en promedio ng veces. Como: k = — = dk = —, entonces:
v v

A3 [ w? 1

= S5 /O ' (nB <5m>+§) du
(e) — /0 N (%g";(m (nB (Bhw) + %) d

10
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: : . ) N :
si definimos la densidad de atomos como: n = I3 = [? = —, se tiene:
n

6 = [ st (na (90 + )

donde g(w) se conoce como la densidad de estados:

o) = L [ 127w? } _ 9Nw?

(2m)303 w

donde wp se denomina la frecuencia de Debye:

3

— @203
wp = 67 nv

El concepto de g(w) se puede interpretar que existen NV, modos de oscilacién entre w y w+ dw y esta
dado por g(w)dw, ahora:

N o0 3 N o0 w3
(e) = ) h/ d dw+9 h/ %dw
0 0

w3, efhw 1 w3,
b = B et
para lo cual x = fhw = dw = %de, mientras que y(w) es un término que no depende de la

temperatura 7.
De la funcién zeta de Riemann:

6:17

para s = 4:

Asi se tiene que:
_ IN(kgT)*m*
(e) = () 15 +7(w)

calculando el calor especifico:

(o)  12mt keT\’
C”—(é_T)v_ 5 NkB(E)

hw
definiendo la temperatura de Debye: kgOp = hwp = © Dk—D, se tiene:
B

1274 T\?
C, = Nkp [ —
5 <@D)

11
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Desafortunadamente el modelo de Debye describe bien el C, solo para bajas temperaturas, se sabe
que para el limite de altas temperaturas el valor de C, debe tender al valor de Dulong-Petit.

Otro problema que aparece, es que el nimero de modos de la onda de sonido se vuelve infinito
conforme se incrementa el valor de k, esto implica que podria haber mas modos de vibracién de las
ondas de sonido que la cantidad de atomos del sistema entero.

Debye planteo que la cantidad de modos de vibracién deberia ser tal que iguale a la cantidad de
grados de libertad del sistema en estudio, para la cual propuse una frecuencia de corte weuor de tal
manera que iguale los 3N modos de vibracion del sonido en el material, esto es:

Weutoff
3N = / g(w)dw
0

sin tomar en cuenta la contribucién del punto cero, (g) se expresa como:

() = / " Beog(w)ns (Bhw)d

se puede notar que para bajas temperaturas, weuo N0 afecta en lo absoluto debido a que para grandes
valores de Shw, el factor de Bose ng decae rapidamente a cero para frecuencias menores que la de
corte.
3->Para el caso de altas temperaturas:

1 kT

nB(Bhw) = eﬁh‘*’—l — hw

luego:

Weutoff T Weutoff

(e)y = / hwg(w)%dw:k:BT/ g(w) dw
0 0

<€> = 3N]€BT

de tal manera que:
C, =3Nkp

obteniendose el limite de Dulong-Petit para altas temperaturas. Para obtener la frecuencia de Debye

wp. )
Weutoff Weutoff 9N
3N:/ g(w)dw:/ ;) dw
0 0 Wh

Weutoff = WpD

esto muestra que la frecuencia de corte adecuado, es la frecuencia de Debye, lo cual conlleva que:

h
®D = Ewcutoﬂ

El modelo de Debye tiene las siguientes limitaciones:

e Es un modelo continuo, que es valido solo para longitudes de onda grandes, es decir, solo bajas
frecuencias son activas en el sélido.

e El niimero de modos de vibracién total es igual a 3V, esto es dificil de justificar en un sélido que
debe ser considerado como un medio eldstico que debe poseer infinitas frecuencias de vibracion.

12
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La frecuencia de corte, weutoff, S€ asume que es la misma tanto para las oscilaciones longitudi-
nales como transversales, esto no siempre es asi debido a que las velocidades longitudinales y
transversales del sonido son diferentes.

Se asume que Op es independiente de la temperatura, mientras que experimentalmente se
observa que varfa incrementandose hasta 10%.

No considera la naturaleza cristalina del sélido. Tan solo considera al sélido compuesta por un
mismo tipo de atomo.

Ignora completamente la interaccion entre atomos, ademas de la contribucién de los electrones
al calor especifico.

13



