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Glosario de notacion y definiciones de Geometria Diferencial

. V: espacio vectorial

. V*: espacio dual a V

. M: variedad, manifold. dim M =n

. p,q: puntos en la variedad M

. T,(M): espacio tangente en el punto p

. Ty (M): espacio cotangente en el punto p (dual a T;,(M))

. T'(M) = UpemTp(M): fibrado tangente

T (M) = UpemT,; (M): fibrado cotangente

. x#: coordenadas locales de una carta. Parametrizan un abierto & € M

. i, v: indices griegos denotan componentes en base de coordenadas. world indices
. a,b: denotan componentes en el espacio tangente. tangent space indices’

. C,y(N): curva sobre M

. z#(A): parametrizacion de una curva sobre M

. F(M): espacio de funciones suaves sobre M

. X(M): espacio de campos vectoriales sobre M. Espacio de secciones del fibrado tangente

. V,w,T: vectores, formas y tensores se denotan en negrita.

. 0, base local coordenada de T),(M)
. dz": base local coordenada de 1-formas. Son duales a 9,

(dz*|8,) = 6%, wr=1.n (1)

. E,: base local de vectores en p. En base de coordenadas: E, = E¥(x)0,,
. e%: base local de 1-formas. Son duales a E,:

(e?|Ey) = oy, a,b=1,..n (2)

En base de coordenadas: e* = ef(r) dz*. Luego,

=@ = e@E@) =0 v elx)B(x) =5 (3)

VIfl= V“(w);Tf“: accion de un campo vectorial sobre una funcién
.V =VH¥(2)8, = V*(x)E,(x): campo vectorial.

V#(x) componentes en base coordenadas

B(p) = EH a
V4(x) componentes en base arbitraria } = V(@) = By (2)V"(x)

cw = wy(z)dat = we(x)e*: campo de 1-forma. w, componentes en base coordenadas. w, base arbitraria.
. w(V) = (w|V) =w,V? accién de la 1-forma w sobre el vector V

.T(n', -, ™, Vi,...,V,): tensor (’:Z) los primeros slots corresponden a 1-formas, luego vectores,
_ al...Qm Am+1 Am+n
T=T amitoamintar @ ... QFE,, Qe ®...Q0e
donde
A1 ...Qm — aq Am
T Amt1--Qmtn T(e ', € aEam+1 PR Eam,+n)

1Seguimos la convencion de Weitzenb6ck indicando con indices griegos (p, v, p, ..) los elementos de las bases coordenadas y
con indices latinos (a, b, ¢, ..) los de una base general.



. Transformaciones generales de coordenadas (TGC):  — Z(z) modifican la base coordenada

v ~

o
97 o, v dat — dir — 0% g

= ir) = 8, 8,= Er EFD

induciendo transformaciones en las componentes de vectores y formas:

N Fh v
x— i(z) = V“(x)%V“(@):g%V”(x) Vv wa(x) = @,(F) = %

. Cambios locales de base (CLB): son transformaciones mas generales que las TGC (TGC C CLB).

wy ()

C%(z): cambio local de la base de 1-formas.
é*=C%(x)e’ donde C%(x) € GL(n,R)

~» podemos ver que la base {E,} transforma con la matriz inversa transpuesta.

C,b(x): cambio local de la base de vectores. Luego,

E,=Cl ) E,
De la condicion de dualidad entre bases de V' 'y V*, ec (2), resulta
0 = (€ Ey) = (" By) =  C/(2)C%a) =0 vy Cf(@)C'(x) =4
La relacion entre C%, y C,° se hace evidente denotando
(6) = (O%=0C%, (CTH%=0C"

En notacioén matricial escribimos: é =C-e, E = E - C L.
.1 : M — N mapa entre variedades M y N. Sea p € M y ¢ € N su imagen, denotamos q = 1)(p)
En cartas locales siendo 2% coords de M y y? coords de N, dar ¢ equivale a dar 3% (z®)
. *  F(WV) = F(M) pullback sobre funciones.
Siendo g € F(N) denotamos su pullback g* € F(M) como

g =v*g=goy

Sea 2 coords locales de M y y” coords locales de N, de g = g(y) ~ g¢*(z) = g(y(z)).
Yyt Tp(M) = Ty (N) pushforward. Actua sobre tensores contravariantes.
Sea g € F(N), V € T,(M), el pushforward a NV se denota 1,V € Ty,)(N) y define por
Vi =4 Vigl = V[pTg] = Vigo ¢l
En coordenadas locales resulta iy
V*ﬁ — iva
(4) = 9LV ()

. V.: pushforwarded vector
Yt T (N) = Ty (M) pullback. Acttia sobre tensores covariantes.

Siendo V' € T,(M), w € Ty, (N) el pullback a M se denota 1*w € T),(M) y define por
W V] = @'w)[V] = w[¢.V]
En coordenadas locales
) = st
o) = Gpasy

. w*: pullbacked covariant tensor.



Tangent space — manifold mappings Parallel transport of vector/covariance

(o3

-y (t,y,): curvas integrales/flujo de K. Soluciones de dZ—f = K%yk (1)) © yo(0)=ys

.Yy : M — M familia monoparamétrica de difeomorfismos. En una carta local vy : x® — y& (¢, x)
También denotado v;(z) = ¥z (= y,. en coordenadas locales).

. Lx: derivada de Lie a lo largo del vector K

. d: derivada exterior

. QP: espacio de p-formas

. A: producto exterior, satisface ay, A By = (—)P16, A

. ix: producto interior sobre formas, contracciéon con un campo vectorial X: (ixw,) pregip1 = X Wopy iy

Férmula de Cartan : Lxw=d(ixw)+ixdw Vw,

. *: dual de Hodge

. Métrica: campo tensorial (g) simétrico invertible,
g = gu(x)dz* ® dz”

donde g, = g(8,,, 0,) son las componentes de la métrica en base coordenada.
Permite establecer una correspondencia V < V*.
Define un producto escalar entre campos vectoriales:

V-W=g(V,W) =g, () V¥(x) W"(x)
Nota: cuando la variedad cuenta con una métrica g, existe una base privilegiada. Aquella cuyos elementos son ortonormales
respecto de g:
(g, M) = base privilegiada {E.}: g(Ea, Ep) = Nap y su respectiva base dual {e®} (7)

Ciertamente la base no es tnica, ya que el subgrupo de transformaciones locales de Lorentz (TLL) contenidas en los cambios
de base locales A € SO(n) C C € GL(n,R)

e® — &% = A% (x)e’ A € Lorentz (8)

generan una nueva base ortonormal {é%}.

Una teoria de gravedad se formula dandole dinamica a la base de tétradas ortogonales imponiendo que todas las tétradas
relacionadas por (8) sean fisicamente equivalentes. Técnicamente, resulta ser una teoria de gauge para las TLL. La conexion
de spin oficia de campo de gauge.

. Estructuras geométricas sobre una variedad
La métrica g(-,-) y la conexion V.- son, en principio, estructuras independientes sobre una variedad.

. Conexién afin: V : X(M) x X(M) — X(M), esto es un mapa (X,Y) - VxY cuyas propiedades son

VxY+2Z)=VxY +VxZ
Vixiv1Z =VxZ+VyZ
VixY = fVxY
Vx(fY)=X[f] Y + fVxY



la linealidad implica que es suficiente conocer la accién de V en una base de T,(M) para hallar su
accion V XY . Luego, de las propiedades enunciadas tenemos

Ve, Ey=w%(E,)E. accion de la conexion afin en la base F,
Vg,e’ = —wl.(E,)e acciéon de la derivada covariante sobre la base dual e®. )

Frente a cambios locales de base (4)-(5), w®, no es un tensor en indices ab, sino que transforma como
un campo de gauge

wh = @% =C%% wCyl 4+ C%dCY ~ &=C-w-Cl14+C-d(C 9)
En base de coordenadas las componentes de la conexioén transforman como

@(8,) = @, b(2) = C%(2) G () wuCa(@) + C%(2) B (Co° () (10)

. Simbolos de Christoffell: es importante distinguir que los indices de la conexioén tienen distinto caracter

s — ()% (11)
[ 5(7) = w%(8,). Coeficientes de la conexion afin en base coordenada. w(-) =T',"5 dz" ()
w5 (x) = wG(E,). Coeficientes en base local. w9 = w5 (x)

Los indices p,a en I',; . y w, . son componentes de 1-forma, transforman de manera tensorial, frente a

a -
CLB (cf. (9)-(10)).
A partir de estas definiciones escribimos
Ve, Ey = w5 () E.
. Conexién de spin: w (), componentes de la 1-forma/conexién w, en base coordenada

w% =w, p(z)dr"  de manera que w, () = €, (7) w, ()

Puesto que E, = E¥(x) 8, la relacion entre los coeficientes de la conexién en base coordenada, I'* ,
y en base arbitraria w®, resulta?

OuEL+T Y B —E{w/l, =0 (12)
. Tensor de Torsién: tensor (3)
T(X,)Y)=VxY - VyX — [X,Y] (13)
En base coordenada
1 (e} v [e3 « «
T= §TW($) 0, ®@daz" Ndz” donde T, =Ty, —TI7, (14)

~~+ en base de coordenadas la parte antisimétrica de la conexién es un tensor.
~~ en ausencia de torsion los simbolos de Christoffell en base coordenada son simétricos.
En base arbitraria no holénoma [E,, Ep] = QS (z)E.

1
T= B @ (z) B, ®e’ Ae® donde T9,=w,® —w. + 208

2En el presente contexto (Cartan) la expresién (12) se deduce de las definiciones. En el contexto de gravedad como una
teoria de gauge del grupo de Lorentz, la ec. (12) se debe imponer y se conoce como Postulado de vierbein (44).

conTr

gamma

torsion



. Tensor de Curvatura de Riemann: tensor (é)
R(Z,X,Y)=VxVyZ - VyVxZ - Vixy Z
En base de coordenadas

Ry = 0uTys — 0T + T 15 =T T

que podemos refrasear, siguiendo (11), como las componentes a5 del field strength
Ry =0, —0,T,+[,,T,]
. Tensor de Ricci y curvatura escalar:

Tensor de Ricci: Ry, = RAMV (en general no es simétrico)
Curvatura escalar : R=g¢""R,,

. Ecuaciones de estructura de Cartan:

1ra Ecuacién :  T® = de® +w? A€’
2da Ecuacién :  RY = dw® + w® Aw (15)

De manera que elegida una base {e®}, toda conexién V queda caracterizada por su torsion T y
curvatura R®;,. Desde el punto de vista de Cartan ninguna base {e”} es privilegiada.

. Identidades de Ricci:

Vi, Vol = =T%,Vad
[v,ua vu] VP = _To/iwvavp + Rpa,uuva
[V, Vi]w, = =T, Vaw, — R

(16)

. Identidades de Bianchi:

R () =
o P Y N
R lopr] — V[MT vo) +T [pv TU]'y =0
Via Ry = T By, =0 17

en la dltima linea un indice punteado denota que no debe ser simetrizado.

. Descomposicién de la conexion

Dada una geometria afin G = {M, g, I‘I‘jﬁ}, se prueba que existe una descomposicién tnica de la conexién

_ p
FZV - { N } + Kp;u/ + Lp,ul/ (18)

donde el primer término es la conexion de Levi-Civita determinada por la métrica (22), el segundo
se llama contorsion K (T) y queda determinado por la torsién®

K° —ﬁ(T Tosw + 1T,
pv — 2 A;u/+ MAZI+ I/)\M)
~—— —

antisim. sim.
y el altimo L es la conexion no métrica determinada por Quu, = V.00,

1
Lpp,l/ = §(qu,z/ - Qupu - Mpl/)

3Notar que la torsiéon genera contribuciones antisimétricas y simétricas en la contorsion.



. Compatibilidad métrica: una conexién V se dice compatible con la métrica g sii
ang =0, Va (Vagw/ =0 = Q = 0) (19) mcl

Escribiendo la métrica en la base ortonormal (7) y usando () resulta
semecd )

. Conexién de Levi-Civita: es una conexion particular definida univocamente por la métrica. Resulta de
imponer que la conexiéon V sea compatible con la métrica (19) y que la torsién sea nula*

Vaguw =0 @& T*=0 = I = Levi-Civita (21)
En base de coordenadas la conexion de Levi-Civita se denota {..} y toma la forma

. - o e 1,
Levi — Civita : Fﬂﬁ(g) = { 1 } = 59 ’y(augﬁ'y + aﬁglt’y - 379/43) (22)

en virtud de (14), la conexiéon de Levi-Civita es simétrica en sus indices covariantes I';, (g) = I'},(g)

Geometria Afin

g= <M7 Guv, F)
Vpg;w =0 Rﬁpa‘ =0
Weitzenbock

Gw

Einstein-Cartan
Gec
Riemann
T, =0 Or

Figura 1: Geometrias afines y condiciones que las definen

. Geometrias de Einstein-Cartan: conexién I', compatible con la métrica V,g,, = 0. (L = 0)
. Geometria de Riemann: V,g,,, = 0 y torsiéon T' = 0 ~» I';, = Levi-Civita. (L = K = 0)
. Geometria de Weitzenbdck: conexion I', con curvatura R = 0

Nota: al introducir una métrica en la variedad aparece 71, en el espacio tangente local, lo que nos permite subir y bajar los
indices de la conexioén de spin. La condicién de compatibilidad métrica impone que la conexion de spin sea antisimétrica

en ab, (20) ~ puede ser pensada como un campo de gauge en el grupo de Lorentz. De esta manera la formulacion de tétra-
das (Cartan) se reduce a la formulacién de la gravedad como una teoria de gauge del grupo local de Lorentz, ver (8) y (40).

4Las condiciones que se derivan de (21) resultan algebraicas para I' y nos permiten resolverlas en términos de la métrica. La
solucién es tnica.



. Geodesicas: cuando consideramos a la métrica y a la conexién afin como variables independientes tenemos
dos curvas naturalmente definidas sobre la variedad:

Geodesica métrica : ds® = Guv () datdx”
Curva z*()\) de longitud minima entre dos puntos.

Obtenida mediante el principio de minima accién (reparametrization invariant):

dxH
_ _ / A o
S—/dS—/d)\ Guv(x)ZrEv  donde £ = ™

Ecuacién geodésica en parametrizaciéon de tiempo propio :

dz*
ji‘“—i—{ :Lp }j:”acpzo donde a'c“zj—T, (23)

donde el tiempo propio se define como: dr = y/ g, (x)EHEVdA

m

dx )
Curva autoparalela : curva x*(7) con vector tangente t# = o covariantemente constante.
T

Dt
Fisicamente corresponde a una trayectoria no acelerada (fuerzas = 0).

Las geodésicas métricas y curvas autoparalelas no coinciden en general.
Sin embargo, (23) y (24) resultan equivalentes en la geometria Riemanniana, cuando

e = { K } ~  conexion V = Levi-Civita.
vp

. V¢V = 0: transporte paralelo del vector V' a lo largo de una curva -y(A) con vector tangente t = %.
En coordenadas locales tenemos vy — z#()\). Dada una condicién inicial V#(0) resolvemos

dav#

. L o TR o - xH
PV, 4T VT) =0 = —= =TV = V() ="Pe V()

donde P indica que la matriz I, = (I'H)g debe ir path ordenada alo largo de 7.
D
* Dt

tangente t. En coordenadas locales 2/ (1) ~ t= 4L =ing, =149, ~ th= %

= V;: derivada absoluta, caracteriza el cambio de un tensor a lo largo de una curva ~ de vector

C

Figura 2: Derecha: transporte paralelo de p — ¢, a lo largo de curvas C y C’, del vector V. La figura
muestra que, debido a la curvatura de la esfera, el vector obtenido en ¢ depende del camino.

Dt
— =Vit=0 — E' 4T (2)i"s" =0 (24)



Interpretacion del tensor de Riemann®

El tensor de Riemann es una medida de no conmutatividad del transporte paralelo (deficit angular).
El tensor de Riemann es del tipo (é)
R(+ ")
con una entrada para 1-formas y tres entradas para vectores. De manera que si ocupamos las entradas para
vectores, R(--, W U, V') obtenemos un vector que explicitamente resulta

= R%, ,WPU"V"d,

Desviacién geodésica. Ecuacién de Jacobi
Deseamos evaluar si dos geodésicas vecinas inicialmente paralelas, (a) y (b) en la figura, se mantienen

paralelas a tiempos posteriores®.

A tal fin definimos:
1. Geodésicas: (a),(b),... en la figura, de vector tangente v = d/dr tal que 22 = V,v =0 ~ 2(7,\;) V7.

2. Vector de desviacién geodésica &: cuyas curvas integrales unen puntos de igual tiempo propio 7 a lo
largo de geodésicas vecinas. La parametrizacion A\ de las curvas integrales de & = d/d\ es tal que cada
geodésica (a), (b) o (c¢) queda identificada por un valor fijo de A, esto es A = 0 para la geodésica (a),
A = ) para la geodésica (b),... Ver figura de la derecha.

Esto significa que los paramétros 7 y A funcionan como coordenadas (“cierran cuadrilateros”): [€, v] = 0.

Asumimos que inicialmente las geodésicas (a) y (b) son paralelas: esto es, la direccion del vector tangente v
de la geodésica (b) en 79, Ag se obtiene de transportar paralelamente en la direccion de € el vector tangente
a la geodésica (a) en el punto 7, 0. Para averiguar si este paralelismo se preserva a lo largo de las geodésicas
debemos evaluar si el vector tangente a la geodésica (b) en el punto 71, Ay coincide nuevamente con el
transporte paralelo del vector tangente de (a) en 71, 0.

Debemos entonces calcular

D
Z(Vev) 20~ Vy(Vev) = ?
-
De (25), tomando en cuenta que V,v =0 y que 7, A sirven como coordenadas, resulta
R(",'U,'U,&) = v’v(vﬁv) (26)

Por otro lado puesto que [v,£] = 0, si la torsion es nula, de (13) tenemos que Vev = V€, que reemplazada
en (26) conduce a la ecuacion de desviacion geodésica

vv(vvg) = R(7 v,v, 5)

que en base coordenada toma la forma

D2¢n
Ecuacién de Jacobi : Ti = Ry wPuPe”

5Se puede encontrar una interpretacién analoga para el tensor de torsiéon (ver Nakahara y Ortin sec. 1.2).
6Por ejemplo, los meridianos de una esfera son paralelos en el ecuador pero no lo son en otras latitudes (la curvatura de la
variedad los acerca). Ver figura de la derecha.

desv



FORMULACIONES DE LA RELATIVIDAD GENERAL
METRICA

. Simetria: siendo dim M = n, las formulaciones de Einstein-Hilbert y Palatini hacen hincapie en la
invarianza frente a TGC (grupo de diffeomorfismos GL(n,R))

o

= T (), JPa = = 0adt, (JTHY, =0,2%  JeGL(n,R) (27)

 oze

A tal fin se introducen los simbolos de Christoffell I'“g = I'gda! que transforman /ofician de campos
de gauge (cf. (9))

7, = JPa T ()7, + JPad(J )%, (28) |[et]

e Formulacién de Einstein-Hilbert (2do orden)

La teoria de la Relatividad General de Einstein es una formulacion de segundo orden para la métrica. Asume
que la conexion I' sobre la variedad es la conexion de Levi-Civita (21). El tnico grado de libertad es g, .
. Variable dinamica: g, .
. Dinamica: definida por
L=F (guu)

con F invariante bajo TGC. Dependera entonces de contracciones de
mz Raﬁ#lﬁ R#W R
donde

F(gpv) = 6(]77,(22)
R, (T(g)) = 0uT55 — 0 55 + T T s =T I 5 ~ %9+ ...
Ry = Ry

R=g¢""R,,

Como la curvatura de Riemmann es un tensor en segundas derivadas en g, solo puede aparecer una potencia
del mismo, que al ser contraida para obtener un escalar da como tnica posibilidad

1

SEn [Qw] = m

[ v gl + 1) (20)

Lagrangianos arbitrarios con potencias mas altas del Riemman dan lugar en ppio a ecuaciones de cuarto
orden o superiores para g,,. En 4d la accion es tnica y esta dada por Sgy. Para n > 4 Lovelock descubre en
los ’70 que existen combinaciones muy particulares del tensor de Riemman que dan lugar a ec de movimiento
de 2do orden para la métrica

e Formulaciéon de Palatini (ler orden)

La formulacién de Palatini es una formulaciéon de primer orden.
. Variables dinamicas: g, y I';5.
. Dinamica:

Spalatini |Gy L) = /\/§R(F) (30)

. Equivalencia EH <« Palatini: La formulacion de Palatini es equivalente a (29). La condicion
I' =T(g) = Levi-Civita

se obtiene como ecuaciéon de movimiento al variar Spyjatini respecto de I'. Puesto que la ecuacion resulta
algebraica para I', podemos resolverla y obtenemos (22). El lema de eliminacion en Practica 0 nos dice que
reemplazar I' = Levi-Civita en la accién y que variar respecto de g, esta permitido y conduce a las mismas
eom que la accién original. Obviamente, al escribir I' = I'(g) en (30) obtenemos (29).



TETRADAS

Esta formulacion singulariza los frames locales ortonormales en el espacio tangente e®, estos frames en virtud
del principio de equivalencia adquieren significado fisico. Sin embargo existe una ambigiiedad en la definicién
de los frames debido a (8). El nicleo de la formulacion se basa en la invarianza frente a transformaciones
locales de Lorentz de los frames (TLL). En la formulacion de tétradas la conexion de spin w se introduce
como el campo de gauge del grupo local de Lorentz, necesario para definir derivadas covariantes, y que vive,
naturalmente, en el algebra de Lie de SO(n —1,1):

1
w = iwu“b(x)Mabdx“ (31)

M,y son los generadores de SO(n — 1,1) (antisimétricos en ab)
[Maba Mcd} = MoeMad — NacMba — MbaMac + NaaMpe (32)

en la representacion de interés.

Recordemos que las transformaciones de Lorentz se definen a partir de
b
AacA d MNab = TNecd

Escribiendo A = ¢? y definiendo 045 = 14c60, resulta 0,5 = —0pq.

Este formalismo permite acoplar espinores a una geometria curva mediante el acoplamiento ‘minimal’

0, — D, (cf.(40)) [Weyl, 1929]

Py 0ath = Y Datp =y Dy donde  A* = Ely* y {4} = 29"

e RG como un teoria de gauge del grupo de Lorentz (ler orden)’

. Simetria: la teoria se formula de manera de ser invariante bajo TGC en ec. (27) y TLL en ec. (8)%

e? — &2 = A% (x)eb, A% (z) € SO(n —1,1) (33)

B w o

. Variables dinamicas: e® (tétrada ortonormal), w®;, (conexion de spin) y T' (simbolos de Christoffell)

. Métrica: g, es una cantidad derivada a partir de las formas locales e®(x).
Puesto que la métrica es una forma bilineal simétrica sobre vectores podemos expresarla en base
de coordenadas {dz*} o en una base de frames locales ortonormales {e®}?

g = g (v)da" ® dz¥ = npe* @ e’ dado que e® = ep()dat = | g () = Nap eZ(x)eZ(az) (34)

Llamando e = det e}, tenemos /—g = e.
Indices planos y curvos suben y bajan con 74 ¥ G-
La relaciéon de dualidad entre las bases {e*} y {E,}, ec. (3), implica

El(x) = navg" ep(x) vy ¢"(x) = B () E} (2)n (35)
En virtud de la primera relaciéon, muchos textos optan por definir
eh(x) = Eli(x) = napg"” e}, (x) (36)

y no mencionar las componentes E¥(z). De (3) concluimos que las componentes E* son la matriz inversa

"Ver Weinberg, Gravitation, Sec. 5 Cap 12, Ramond, Field theory a modern primer, Sec. 6.4, Birrell and Davies, QFT in
curved spacetime, Sec. 3.8 y Green-Schwarz-Wiiten, Superstring Theory Sec. 4.3
8Las TLL, dof(A) = %d(d — 1), resuelven la discrepancia entre dof(gu,) = %d(d +1) y dof(ef;) = d?

dof(guv) = dof(e};) — dof(A)

9Mas precisamente, la base de Tp,(M) es ortonormal: g(Eq, Ey) = nay ~ E5EYguy = nap. {€%} es la base dual a {Eq}.

10
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a

de las componentes e},

By = (ep)™! (37)

. Tensores: se piensan siempre en el espacio tangente de manera de poder considerar spin semientero.
A modo de ejemplo, si W es un tensor (g), se lo piensa en el espacio tangente

Wap(z) = B¢ (2) Ef (£) Wy (2)
Frente a TLL un tensor 77 en la representacion R transforma como T = DR(A) - T, en componentes
T'(z) = T'(z) = D(A(2)) s T (x) (38)

donde L ()
DR(A) = 2% " Mav”  con MCEZF:) = (Muw)'; (39)

La necesidad de trabajar en el espacio tangente se debe al interés de incorporar fermiones al contexto de
gravedad. Los fermiones no tienen indices tensoriales i, v y no pueden ser acoplados usando Christoffells..

. Derivada covariante Lorentz: la definimos con la conexion de spin (31) oficiando de campo de gauge
D=d+w~D,=0,+w, = Dg=E!2)(0, +w,) donde w,= %wuab(x)Mab. (40)
Imponiendo que D, transforme frente a transfomaciones de gauge (38) de manera covariante
DT = D, T = A (z) - D(A(2))! ;D T’
requiere que la conexion de spin transforme como (cf.(9))
Gy = D(A) -w, - D(A™Y) = 9, (D(A)) - D(A™)
En componentes esta expresion toma la forma (cf. (10))
O p(w) = (A- DMD(A_l))ab = A(2) wua(®) Ap () + A% (2) 0, (Ap°(2))

Escribiendo la transformacion de Lorentz a primer orden como A%, = (?)%, = §2+0%+... con O, = —0Opq

usando (39) resulta
0"~ w, ™ = Do + ... (41)

donde
D0 = 0,0 + [w,, )"

— aueab + Wuac GCb _ gac Wy Cb
. Compatibilidad métrica: es facil mostrar que definiendo!®

w, e, T] = gp”eﬁ(eﬁ);u donde  (€});u = Vyue, = Oy, — queg (42)

v

se verifica la ley de transformacion (41). En el contexto de gravedad como teoria de gauge del grupo de
Lorentz y de GL(n,R) (diffeos), no existe relacion entre T' y w, son campos de gauge independientes!!'!
Luego, al postular (42) relacionamos los campos de gauge I' y w. De esta manera reducimos los grados
de libertad de (€%, w,T') — (e, w) y recuperamos la formulacion de Einstein-Cartan (ver footnote 12).

Definiendo una derivada covariante bajo diffeos y TLL (T',,, w), los correspondientes campos de gauge)

a — a _p L0 a b
Due, =0ue, — I e +wue,

10En virtud de gPVegel; =7 ~ gP”(eZ)melb, +g°Vep (e2);n = 0. La connexién de spin es antisimétrica en (a, b).
! Esto es bien distinto a lo que sucede en la formulacién de Cartan (ver (12)).
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. Tensor de Ricci y escalar de curvatura: de ahora en mas se interpreta E# como las matrices inversas de e

Podemos reinterpretar (42) como la solucién de!?

vierbein postulate: D el =0 (44)

Recuperando RG: podemos simplificar ain mas la teoria eliminando el grado de libertad asociado a la
torsion. Entendiendo a T'j,, en (42) como la conexién de Levi-Civita I' = I'(g), y a la métrica como la

funcion de las tétradas definida por (34) tenemos que I'Y,, =T, (e”) ~ w,*"[e”]. La definicion (42),

ab

entonces, elimina a w® como variable independiente (= torsion cero).

. Curvatura y Torsién: calculando el conmutador de derivadas covariantes Lorentz obtenemos (cf. (16))

1

[Dma Dn] =—T%nDy+ = Rabmn My (45)

~—— 2 ——

torsion curvatura

donde
T n = —eZ (efn(DVeZ) — e,”l(Dl,efn)) (46)
R®,p = et e” R, (w)
El postulado de vierbein (44) nos permite reemplazar Dy}, = —T'} ef, en (46),

a _pa(,v p _ VP W
T m = eu(emen enem)l"up

commut

tor

= epemen(Th, —Th) (47)

En cuanto a la curvatura, en componentes
b b b b
RY ) (w) = 0w, ™ — 0y, ™ + [wp, wy ]
_ #wyab . ayw#ab +W,uac UJUCb o wyac w#cb

Del conmutador observamos que el tensor de Riemmann es el field strength del grupo de Lorentz

1
R = 5Rab,wMab & Fita=Fpu

. Tensor de Torsién:

T = D% e’ = de® + w% A e’

. Tensor de curvatura:

Rab = Dacwcb
= dw® 4+ W A W? (48)

a
©w

b ab v pab
R’, =eR™,,, R =eleg R™

. Dinamica: la teoria de la RG (compatible con la métrica y torsion cero) en el contexto de tétradas se formula

como

n

S[ea’wab} _ ‘/dn‘r Ra1a2(w) A e A ~~ea"€a1...a

= /d”xeefjeZR“bW(w)
donde e = det e y e, deben ser entendidos como las inversas de e (cf. (36)-(37)),

a b _ ga a v __ SV
€,€, = 0p €€q =0,

La formulacién de tétradas hace uso de €g, .. 4, , tensor invariante de Lorentz.

12 La formulacién de tétradas contiene una estructura adicional, i.e. 744, si la comparamos con la de Cartan. Puesto que
waib — _gyba Dptlap =0 (43)
Esta tltima condicion junto con (44) conduce a
Daguw =0 ~ Vaguw =0

concluimos que el Postulado de vierbein (44) es equivalente a gravedad de Einstein-Cartan (Cartan+ eqrefcm).
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Ejercicios

1.

2.

Mostrar que las TLL (8) generan una nueva base ortogonal.

Mostrar que el tensor de contorsion K satisface

Ky = =Ky siendo Ky = gap K’

Derivadas covariante Lorentz D, y covariante diffeos V,
(a) Representacién vectorial: Verificar que (Mgp)q = 05 Mba — 05 Naa satisfacen (32).

(b) Representacion espinorial: Verificar que (May)®s = §[7a, 70]§ satisfacen (32)'3.

a

¢, es un vector bajo Lorentz transformando segin la irrep del item (a), mostrar

(¢) A partir de que e
que
Dyey = (0 +wp)ey, = ey + wus e?,

(d) Verificar los signos de (45) y la consistencia con (16).
(e) Verificar las identidades de Bianchi (17).

Postulado de vierbein:

(a) Mostrar que (44) es equivalente a poder convertir indices planos en curvos indistintamente antes o

despues de derivar
Duey, =0 < V" =Dy

donde V,, = 0, +I', (Christoffell) y D, = 0,, + w, (spin coonection).

(b) Mostrar usando el item (a) que

Rabw(w) = egebﬁ R 3, (T)
Maximalmente simétrico: Considerar el espacio-tiempo d-dimensional

2A
2 _ 2Ar “w v 2 — e, 4
ds” = e* "y datdx” +dr®, X d-1)(d-2) (49)

(a) Mostrar que la conexién de espin que resulta de torsion nula para e’ = e’ dz* y e~ = dr es
WP =\ eﬁ’ wt” =0

donde a = (u, 1) denotan indices en el espacio tangente.
(b) Mostrar que la 2-forma de curvatura resulta

R® = )% A€l
de manera que el tensor de Riemann es maximalmente simétrico

Raped = —\? (nacnbd - nad'r]bc)
Este resultado era esperado pues la métrica (49) describe AdS, con tensor de Ricci Ry = —A2(d—1)14
Ecuacién de Dirac: resolverla en la esfera S2, 5% y en AdSqy .

Derivadas covariantes, Matrices gamma, en fin ... indices

Hemos introducido tres derivadas covariantes: D = 0 + w Lorentz, V = 0 4+ I diffeos, ® =04+ w + 1T
Lorentz+diffeo. El postulado de vierbein nos garantiza que la derivada actuando sobre tensores (spin
entero) puede ser calculada indistintamente en base local del espacio tangente (ab) o en base coordenada
(uv) (ver €j. 4). En cuanto a los campos de spin semientero es ineludible usar el espacio tangente.

13La estructura de indices de las matrices gamma es Yu = (7u)%s
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Podemos pensar que siempre actuamos con D, y que esta actuara apropiadamente dependiendo de los
indices del tensor, a saber
DV =V, VP =0,V +T}, V¥ (50)

pero asimismo
D,V =D, V=0,V +w, V" (51)

Las expresiones (50) y (51) son equivalentes en virtud de (44),
V, VP =D, VP =D, (PV) = £ D,V = e D, V°

Algunos ejemplos son (suprimiendo el indice espinorial)

. 1 ., 1
Espinor:  ©,¢ = 0,¢ + Zw# b’yabm donde ~u = 5[%7%] (52)

. . 1
Rarita-Schwinger : @1, = 0,4, + Zw#abvabwy =TV,
1

4Wp0d'7cd¢a + wu ab¢b (53)

Q/ﬂpa = a;ﬂba +

(a) A partir de la ley de transformacion de un espinor (52) derivar la ley para el espinor barrado

< 1
Dun = ﬁ(au - zwuab%b)

Ayuda: construir el escalar ¢ = 1), luego D¢ = Oud = (D7) + 7(Dup) ~» despejar.
(b) Mostrar que

1
Qu’yp = au’YP + Zw,uab [Yab, ¥?] + Fﬁu’YV (54)

Ayuda: construir el vector V* = 7v*1) y proceder como en el item anterior.

(¢) Mostrar que
[’Yaba 76] = 2(’)/anbc - ’Ybnac)

Usando este resultado evaluar el conmutador de matrices gamma en (54) y concluir que

1
Z)//YV = a/L'YV - FZu'Yp + iwuabeb va

Introduciendo en esta ecuacién la relaciéon v, = ey, hallar que

D,(e29,) = Va(Oel — res + w,ﬁbefj) =0 =

D,,e2=0 veirbein post. (44)
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