
Gradiente, Rotor y Divergencia vs. Geometŕıa diferencial en R3

De dónde salen los factores r, sin θ... mutiplicando las componentes de A al calcular el rotor y la divergencia en
polares y ciĺındricas?

∇×A =
1

r sin θ

(
∂θ(Aϕ sin θ)− ∂ϕAθ

)
ř +

1

r

(
1

sin θ
∂ϕAr − ∂r(rAϕ)

)
θ̌ +

1

r

(
∂r(rAθ)− ∂θAr

)
ϕ̌ (1)

A continuación mostraremos que las expresiones para∇φ, rotA, divV usuales en R3 se corresponden con dφ, ∗dA1

y dV2 calculados en bases no holónomas (ortonormales) definidas a partir de las bases coordenadas.

El tensor de campo electromagnético F = dA es una 2-forma que se construye a partir del campo de gauge A
(1-forma, ı́ndices abajo). En 3d el dual de Hodge ∗ transforma F (2-forma) en una 1-forma B = ∗F a la que
llamamos campo magnético.

—
Vectores y 1-formas: en geometŕıa diferencial, dada una variedad M, distinguimos entre vectores A = AiEi ∈
TpM que pertenecen al espacio tangente en p (vectores contravariantes) y 1-formas α = αi e

i ∈ T ?pM que
pertencen al espacio cotangente en p (vectores covariantes)1. Extendemos luego los vectores y 1-formas a ser
campos definidos ∀p sobre la variedad

A = Ai(x)Ei , α(x) = αi(x) ei

La elección de bases en cada punto p ∈M de la variedad es arbitraria.
Al coordenatizar M localmente con xi tenemos una base natural en TpM dada por ∂i. Su base dual en

T ?pM se denota dxi y satisface

dxi(∂j) = δji ; α(V ) = αi dx
i(V i∂j)

= αiV
jδij = αiV

i (2)

Wedge/Exterior product: definido como un producto antisimétrico ∧ entre los elementos de la base

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

a veces, el śımbolo ∧ no se escribe y el producto de diferenciales dxi debe ser entendido como antisimétrico. La
propiedad de antisimetŕıa de los dxi se conoce como carácter Grassmann de los dxi.

Este producto permite multiplicar 1-formas entre śı, de manera que extendemos las 1-formas a p-formas

ωp =
1

p!
ωi1...ipdx

i1 ∧ . . . ∧ dxip

Debido a la antisimetŕıa solo existen p-formas con 0 ≤ p ≤ dim(M). Los coeficientes ωi1...ip son completamente
antisimétricos en los ı́ndices in.

Derivada exterior: veremos ahora cómo nuestro viejo conocido operador nabla ∇ en R3 se relaciona con el
operador derivada exterior d,

d = dxi ∂i

1Las 1-formas son funcionales lineales sobre el escacio de vectores: α(V ) ∈ R. Asumimos que las bases {Ei} y {ei} son duales,
ei(Ej) = δij
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Actuando sobre una p-forma ωp este operador da origen a la (p+ 1)-forma

dβp =
1

p!
(dxi ∂i)βi1...ip ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip =

1

p!
(∂iβi1...ip)dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

El producto wedge automáticamente antisimetriza el coeficiente. Aqúı usamos la propiedad

d2 = 0 ; rot (gradf) = 0, div(rotA) = 0

Todo lo que discutimos hasta ahora no requiere de la existencia de una métrica sobre la variedad.

Ejemplo: la acción de d sobre 0-,1-,2- y 3-formas definidas sobre R3 es

ω0 = ω(x, y, z) ; dω0 = ∂xω dx+ ∂yω dy + ∂zω dz

ω1 = ωx(x, y, z)dx+ ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz

; dω1 = (∂xωy − ∂yωx)dxdy + (∂yωz − ∂zωy)dydz + (∂zωx − ∂xωz)dzdx

ω2 = ωxy(x, y, z)dxdy + ωyz(x, y, z)dydz + ωzx(x, y, z)dzdx

; dω2 = (∂xωyz + ∂yωzx + ∂zωxy)dxdydz

ω3 = ωxyz(x, y, z)dxdydz ; dω3 = 0

Métrica: funcional bilineal simétrica, definida positiva sobre el espacio de vectores g(A,B) ∈ R. La linealidad
implica que es suficiente conocer su acción sobre una base del espacio,

Ei ·Ej = 〈Ei,Ej〉 = g(Ei,Ej) = gij ; A ·B = g(A,B) = g(AiEi, B
jEj) = AiBjgij

Contar con una métrica sobreM permite establecer una biyección entre vectores y 1-formas, que entonces pasan
a interpretarse como distintas versiones de un único objeto V con componentes covariantes o contravariantes.
Las componentes inversas de la métrica definen un tensor

(
2
0

)
que denotamos como g−1

gij g
jk = δki

Para el par de bases duales {Ei} y {ei} tenemos

α = αie
i g−1

↔
g

α = αiEi

donde αi = gijαj y viceversa αi = gijα
j

Bases ortonormales y bases no holónomas:
Desde el punto de vista de geometŕıa diferencial, la aparición de los factores de escala en las expresiones

usuales para el grad, rot y div en coordendas curviĺıneas (cf. (1)) se debe a la elección de bases ortogonales
para la descomposición de los vectores. Las coordenadas curviĺıneas polares y esfericas son ortogonales, esto es,
los vectores normales a cada superficie xi = cte son ortogonales entre si ∀p , sin embargo, algunos de ellos no
resultan unitarios. A modo de ejemplo, la métrica eucĺıdea en coordenadas esféricas

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2)

toma la forma
g = dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ + r2 sin2 θdϕ⊗ dϕ.

De manera que

|∂r|2 = ∂r · ∂r = g(∂r,∂r) = 1 |dr|2 = dr · dr = g−1(dr,dr) = 1

|∂θ|2 = ∂θ · ∂θ = g(∂θ,∂θ) = r2 ↔ |dθ|2 = dθ · dθ = g−1(dθ,dθ) = 1/r2

|∂ϕ|2 = ∂ϕ · ∂ϕ = g(∂ϕ,∂ϕ) = r2 sin2 θ |dϕ|2 = dϕ · dϕ = g−1(dϕ,dϕ) = 1/r2 sin2 θ
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Figure 1: Izq: los versores unitarios ř, θ̌, φ̌ son ortogonales a las superficies (esferas, plano y cono) que de-
finen las coordenadas r, φ, θ. Der: paraleleṕıpiedo que define el elemento de volumen orientado

√
g drdθdϕ =

r2 sin θ drdθdϕ. La orientación queda determinada al elegir εrθϕ = +1

Resulta conveniente en f́ısica elegir bases ortonormales {ěa} de T ?M2

ěr = dr, ěθ = rdθ, ěϕ = r sin θ dϕ ; g = ěr ⊗ ěr + ěθ ⊗ ěθ + ěϕ ⊗ ěϕ (3)

ř = ∂r, θ̌ =
1

r
∂θ, ϕ̌ =

1

r sin θ
∂ϕ = δab ě

a ⊗ ěb

Usualmente se omite el śımbolo ˇ de las tétradas y se la denota simplemente por ea.
Las componentes del campo de gauge (1-forma) en base ortonormal se relacionan con las componentes en

base coordenada según

A = Aidx
i = Ardr +Aθdθ +Aϕdϕ

= Ǎiě
i = Ǎrě

r + Ǎθě
θ + Ǎϕě

ϕ ; Ar = Ǎr, Aθ = rǍθ, Aϕ = r sin θǍϕ (4)

El vector campo de gauge obtenido subiendo los ı́ndices Ǎa = δabǍb = Ǎa resulta

A = Ǎax̌a = Ǎr ř + Ǎθθ̌ + Ǎϕϕ̌ (5)

Asimismo la derivada exterior se reescribe como

d = dxi∂i = dr ∂r + dθ ∂θ + dϕ∂ϕ

= ěr ∂r + ěθ
1

r
∂θ + ěϕ

1

r sin θ
∂ϕ (6)

• Gradiente ∇f : vector asociado a la 1-forma obtenida como derivada exterior sobre la 0-forma f

df = ∂if dx
i

Si lo reexpresamos en una base ortonormal tenemos

df = (df)a ě
a

= ∂rf ě
r +

1

r
∂θf ě

θ +
1

r sin θ
∂ϕf ě

ϕ

Hasta aqúı la 1-forma de componentes (df)a subiendo los ı́ndices obtenemos el vector gradiente. Puesto que la
base es ortonormal las componentes coinciden

Gradiente : grad f ≡ (∇f)a = δab(df)b = (df)a

2Una base del cotangente ortogonal resulta en que las componentes de la métrica son δab. Dichas bases se conocen con el nombre
de veirbein o tétradas.
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luego

∇f = ∂rf ř +
1

r
∂θf θ̌ +

1

r sin θ
∂ϕf ϕ̌

• Rotor ∇×A: Hodge dual de la curvatura F = dA

Curvatura : F ≡ dA = ∂iAj dxidxj︸ ︷︷ ︸
=−dxjdxi

=
1

2
(∂iAj − ∂jAi)dxidxj

En la base ortogonal toma la forma usando (3) y (4)

F = (∂rAθ − ∂θAr)drdθ + (∂θAϕ − ∂ϕAθ)dθdϕ+ (∂ϕAr − ∂rAϕ)dϕdr

=
1

r

(
∂r(rǍθ)− ∂θǍr

)
ěrěθ +

1

r sin θ

(
∂θ(sin θ Ǎϕ)− ∂ϕǍθ

)
ěθěϕ +

1

r sin θ

(
∂ϕǍr − ∂r(r sin θ Ǎϕ)

)
ěϕěr (7)

En una variedad de dimension dimM = m equipada con una métrica g el dual de Hodge ∗ define un isomorfismo
entre los espacios de r- y (m− r)-formas

Hodge dual : ∗ : Ωr(M)→ Ωm−r(M)

definido por

∗(dxi1 ∧ dxi2 ... ∧ dxir ) =

√
g

(m− r)!
εi1i2...ir jr+1...jmdx

jr+1 ∧ ... ∧ dxjm

donde εij... es el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico3

εi1...im =

 +1 si (i1...im) es una permutación par de (123..m)
−1 si (i1...im) es una permutación impar de (123..m)
0 otherwise, i.e ı́ndices repetidos

La operación de dualidad en una base ortonormal (tétradas) resulta simplemente dado que gab = δab

∗(ěa1 ∧ ... ∧ ěar ) =
1

(m− r)!
εa1...arar+1...am ěar+1 ∧ ... ∧ ěam

Resulta ahora inmediato calcular el Hodge dual de (7). Usando εrθϕ = +1

∗F =
1

r

(
∂r(rǍθ)− ∂θǍr

)
ěϕ +

1

r sin θ

(
∂θ(sin θ Ǎϕ)− ∂ϕǍθ

)
ěr +

1

r sin θ

(
∂ϕǍr − ∂r(r sin θ Ǎϕ)

)
ěθ

Subiendo el ı́ndice de las componentes obtenemos el rotor en esféricas (cf. (1))

rotA =
1

r sin θ

(
∂θ(sin θ Ǎϕ)− ∂ϕǍθ

)
ř +

1

r sin θ

(
∂ϕǍr − ∂r(r sin θ Ǎϕ)

)
θ̌ +

1

r

(
∂r(rǍθ)− ∂θǍr

)
ϕ̌

aqúı Ǎa son las componentes del vector A en la base unitaria.

Ejercicio:

Divergencia ∇ · V en R3: mostrar que se relaciona con dV2, reexpresando V2 como V2 = ∗V1.

3Recordemos que ∗1 es el elemento de volumen invariante

∗1 =

√
g

m!
εi1...imdx

i1 ∧ dxi2 ... ∧ dxim =
√
g dx1 ∧ dx2... ∧ dxm
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