Various attempts have been made to set up a standard terminology in this branch of mathe-
matics involving only the vectors themselves and not their components, analogous to that of
vectors in vector analysis. This is highly expedient in the latter but very cumbersome for the
much more complicated framework of the tensor calculus. In trying to avoid continual refer-
ence to the components we are obliged to adopt an endless profusion of names and symbols
in addition to an intricate set of rules for carrying out calculations, so that the balance of
advantage is considerably on the negative side. An emphatic protest must be entered against
these orgies of formalism which are threatening the peace of even the technical scientist.

—H. Weyl (Space, Time, Matter)

Gradiente, Rotor y Divergencia vs. Geometria diferencial en R?

De dénde salen los factores r, sin ... mutiplicando las componentes de A al calcular el rotor y la divergencia en
polares y cilindricas?
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A continuacién mostraremos que las expresiones para V¢, rotA, divV usuales en R? se corresponden con d¢, *d A,
y dV5 calculados en bases no holénomas (ortonormales) definidas a partir de las bases coordenadas.

El tensor de campo electromagnético F' = dA es una 2-forma que se construye a partir del campo de gauge A
(1-forma, indices abajo). En 3d el dual de Hodge * transforma F' (2-forma) en una l-forma B = «F a la que
llamamos campo magnético.

Vectores y 1-formas: en geometria diferencial, dada una variedad M, distinguimos entre vectores A = A'E; €
T, M que pertenecen al espacio tangente en p (vectores contravariantes) y 1-formas o = o e c T;M que
pertencen al espacio cotangente en p (vectores covariantes)l. Extendemos luego los vectores y 1-formas a ser

campos definidos Vp sobre la variedad
A=AY2)E;, oz)=az)e

La eleccién de bases en cada punto p € M de la variedad es arbitraria.
Al coordenatizar M localmente con z* tenemos una base natural en 7, M dada por 8;. Su base dual en
Ty M se denota dx' y satisface

di'(8;) =0 ~ a(V)=a;dz'(V'8;)
= aiVjéé = OéiVi (2)

Wedge/Exterior product: definido como un producto antisimétrico A entre los elementos de la base
di' Nda? = —da? A dat

a veces, el simbolo A no se escribe y el producto de diferenciales dx’ debe ser entendido como antisimétrico. La
propiedad de antisimetria de los dz* se conoce como caracter Grassmann de los dx’.
Este producto permite multiplicar 1-formas entre si, de manera que extendemos las 1-formas a p-formas

— Wiy i dz A ... Adz'

wp: Jip

Debido a la antisimetria solo existen p-formas con 0 < p < dim(M). Los coeficientes Wi, ...i, Son completamente
antisimétricos en los indices i,,.

Derivada exterior: veremos ahora cémo nuestro viejo conocido operador nabla V en R3 se relaciona con el
operador derivada exterior d,

ILas 1-formas son funcionales lineales sobre el escacio de vectores: a (V') € R. Asumimos que las bases {E;} y {e’} son duales,
e'(E;) =0}
J



Actuando sobre una p-forma wy, este operador da origen a la (p + 1)-forma

1 . ) . 1 ) ) )
ds, = a(dﬂﬁl 0i)Biy...i, Nz AL N dx' = a(a’i/ﬁil...ip) dz' Ndx"™ AN ... Ndx'

El producto wedge automaticamente antisimetriza el coeficiente. Aqui usamos la propiedad
d>=0 ~ rot(gradf) =0, div(rotA) =0

Todo lo que discutimos hasta ahora no requiere de la existencia de una métrica sobre la variedad.

Ejemplo: la accién de d sobre 0-,1-,2- y 3-formas definidas sobre R? es

wo =w(z,y,2) ~ dwy=0wdzr+ Oywdy+ d,wdz

w1 =wg(z,y, 2) de + wy(z,y, 2) dy + w.(z,y,2) dz
~ dwi = (Opwy — Oywy) dedy + (Oyw, — O,wy) dydz + (0,wy — Oyw,) dzdx

w2 = Wy (2, Y, 2) drdy + wy. (7, y, 2) dydz + w.z (2, y, 2) dzdz
~ dwy = (Opwy; + Oy, + Orwyy)drdydz
W3 = Wy (2, Y, 2) dedydz ~  dws =0

Métrica: funcional bilineal simétrica, definida positiva sobre el espacio de vectores g(A, B) € R. La linealidad
implica que es suficiente conocer su accién sobre una base del espacio,

E;-E; = (E; E;) =g(E;,E;)=g;; ~ A-B=g(A B)=g(A'E;,B'E;)=A'Blg,;

Contar con una métrica sobre M permite establecer una biyeccién entre vectores y 1-formas, que entonces pasan
a interpretarse como distintas versiones de un unico objeto V con componentes covariantes o contravariantes.
Las componentes inversas de la métrica definen un tensor (g) que denotamos como g~ !

9ij " = &}
Para el par de bases duales {E;} y {e’} tenemos
. g1 .
a = e’ ~ a=dadE;
g

donde o* = g¥a; y viceversa o; = g;j07

Bases ortonormales y bases no holénomas:

Desde el punto de vista de geometria diferencial, la aparicién de los factores de escala en las expresiones
usuales para el grad, rot y div en coordendas curvilineas (cf. (1)) se debe a la eleccién de bases ortogonales
para la descomposicién de los vectores. Las coordenadas curvilineas polares y esfericas son ortogonales, esto es,
los vectores normales a cada superficie ' = cte son ortogonales entre si Vp , sin embargo, algunos de ellos no
resultan unitarios. A modo de ejemplo, la métrica euclidea en coordenadas esféricas

ds* = da* + dy? + dz* = dr? + r?(d6? + sin® 0 dp?)

toma la forma
g =dr@dr+r’df @ df + r’sin® Odyp @ dp.

De manera que

‘arP =0,:0, =g(3r73r) =1 |d7"|2 :dT'dT‘:g_l(d’f‘,d’r’) =1

||* = 89 - Do = g(0p, ) = 1° < o> = db - do = g~ (db, db) = 1/r*
a,°=8,-0,=g(d,,08,) =r’sin’f dol? =dyp-dp =g (dp,dp) =1/r*sin® 6
© v Op v Op
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Figure 1: lzq: los versores unitarios ¥, 0, ¢ son ortogonales a las superficies (esferas, plano y cono) que de-
finen las coordenadas r, ¢, 6. Der: paralelepipiedo que define el elemento de volumen orientado /g drdfdy =
r2sin @ drdfdyp. La orientacién queda determinada al elegir €% = 41

Resulta conveniente en fisica elegir bases ortonormales {&%} de T* M?

& =dr, & =rdf, & =rsinfdyp ~ g=¢ & +e’ e’ +ev e’ (3)
.1 1
f':arv 0:7695 P = . 8go :5abéa®éb
r rsinf

Usualmente se omite el simbolo ~ de las tétradas y se la denota simplemente por e®.
Las componentes del campo de gauge (1-forma) en base ortonormal se relacionan con las componentes en
base coordenada segin

A = Aida’ = A.dr + Agdf + A,dyp
= Al = A6+ Age? + Ae? ~ A=A, Ag=rAy A, =rsinfA, (4)

El vector campo de gauge obtenido subiendo los indices A = §%° A, = A, resulta

A= A%, =AF+ A0+ A,

A Y
—

(52
~

Asimismo la derivada exterior se reescribe como

d=dz'0; =dr 0, +dfdy +dpd,

=& 0, + é9%89 +e¥ ) (6)

rsing *

e Gradiente V f: vector asociado a la 1-forma obtenida como derivada exterior sobre la 0-forma f
df = 0;f da’
Si lo reexpresamos en una base ortonormal tenemos
df = (df). €

1 1
=0,f& + -0pf&" + ——0,f&*
r 7 sin 6

Hasta aqui la 1-forma de componentes (df), subiendo los indices obtenemos el vector gradiente. Puesto que la
base es ortonormal las componentes coinciden

Gradiente:  grad f = (V£)® = 6°(df)y = (df)a

2Una base del cotangente ortogonal resulta en que las componentes de la métrica son d,;. Dichas bases se conocen con el nombre
de veirbein o tétradas.



luego

1 < 1
Vi=0fFt+-0gf0+——=0,fp
r rsin 6
e Rotor V x A: Hodge dual de la curvatura F = dA
Qg g 1 i
Curvatura : F=dA=0A; dx d':z:J' = 5(8¢Aj — 0;A;)dz"dx’
=—dzidz?
En la base ortogonal toma la forma usando (3) y (4)

= (0, Ag — D9 A,) drdf + (Dp A, — D, Ag) dOdip + (0, A, — 0, A,) dipdr
_ 1
n T

(3r(rAe) — 0o A,) erel + s% (Do(sin@ A,) — 9,4y) & g7 4 (0,4, — 0,(rsinf A,)) e&" (7)

rsinf

En una variedad de dimension dim M = m equipada con una métrica g el dual de Hodge * define un isomorfismo
entre los espacios de r- y (m — r)-formas

Hodge dual : *: Q"(M) = Q"TT(M)

definido por

#(dz™ Nda'2... ANda't) = iemz'““jrﬂ_,,jmdxj"‘“ Ao Ada?™
(m —r)!

donde ¢;;... es el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico®

+1 i (41...3,) €s una permutacién par de (123..m)
€iy.iyy =4 —1 si(41...3y,) es una permutacién impar de (123..m)
0 otherwise, i.e indices repetidos

La operacién de dualidad en una base ortonormal (tétradas) resulta simplemente dado que gup = dap

1
*(éal TANAN éar) = 4( )'ea1~~arar+1.“améa7‘+l A A éam
m—r).

Resulta ahora inmediato calcular el Hodge dual de (7). Usando €"%% = +1

(89 (sind Atp) - ap/ig) e’ !

1
*F = -
T rsin 6 +7‘sin9

(0,(rdg) — 0pA,) &% (0,4, — 0,(rsinf A,)) e?

Subiendo el indice de las componentes obtenemos el rotor en esféricas (cf. (1))

1
rsinf

rot A = ﬁ (89(51110121@) — 890/19) r (&FAT — Op(r sin@/ld) 0+ % (3T(7"Ag) — agAT) @

aqui A, son las componentes del vector A en la base unitaria.

Ejercicio:

Divergencia V - V en R?: mostrar que se relaciona con dVj, reexpresando V, como Vi = *V;.

3Recordemos que *1 es el elemento de volumen invariante

x1 = L‘?qlmimdmil Adzi2... Adatm = \/gdat Ada?.. A dz™
m!



