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Práctica VII: Cosmología y otros v: 2020/11/20

1. Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker: Considerar la métrica

ds2 = −c2dt2 + a(t)2

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

2

)
(1)

donde k = 0,±1 y dΩ2
2 es la métrica de S2.

(a) Calcule todos los símbolos de Christoffel.
(b) Calcule todas las componentes del tensor de Ricci Rαβ .
(c) Calcule la curvatura escalar R.

2. Sección espacial de FLRW:

(a) Muestre que la sección espacial de la métrica (1) se puede escribir como

d`2 = dχ2 + Σ(χ)2dΩ2
2

con Σ(χ)2 = sinh2 χ, χ2, sin2 χ para k = −1, 0, 1 correspondiendo a espacios
máximalmente simétricos: hiperbólico, euclídeo y esfera.
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(b) Mostrar que alternativamente (1) puede escribirse como

ds2 = a(η)2
(
−dη2 + dχ2 + Σ(χ)2dΩ2

2

)
(2)

(c) Mostrar que esta métrica es conformemente plana, es decir que existe un cambio de
coordenadas tal que gµν(x) = ω(x)ηµν .

3. Observadores comoving son geodésicos: Considerar observadores comoving, esto es, situados
en coordenadas espaciales constantes xµ(t) = (t, r0, θ0, φ0).

(a) Mostrar que t es un parámetro afín para esta trayectoria.

(b) Mostrar que u = ∂t es geodésico
∇uu = 0

De manera que esta clase de observadores está en caida libre.

Figura 1: Densidad comoving vs denisdad propia: si bien la superficie de la esfera (sección espacial del
universo) se expande, las galaxias X no modifican sus coordenadas espaciales. Las trayectorias de
las mismas resultan geodésicas y, por lo tanto las galaxias X están en caída libre. La figura pretende
manifestar que es el número de partículas por unidad de volumen comoving el que se conserva y no
dicho número por unidad de volumen propio.

4. Λ > 0 y repulsión gravitatoria (antigravedad): considerar el límite de campo débil de la
ecuación de Einstein para constante cosmológica no nula. Mostrar que

∇2φ = 4πGρ− Λc2

Hallar la solución de esta ecuación para un cuerpo esférico de masa M . El campo
gravitatorio resulta

~g = −∇φ = −GM
r2

ř +
c2Λr

3
ř

Concluir que una constante cosmológica positiva da origen a una repulsión gravitatoria que
aumenta linealmente con r.

5. Cosmología de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker: La geometría de un universo
espacialmente homogéneo e isotrópico en todo punto está descripta por la métrica (1) con
k = −1, 0, 1. Asi, el universo resulta abierto, marginalmente abierto o cerrado,
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respectivamente. La materia en el universo puede modelarse como un fluido perfecto, cuyo
tensor de energía-momento viene dado por:

Tµν =
(
ρ+

p

c2

)
uµuν + pgµν ,

donde ρ representa la densidad de energía del fluído cosmológico y p su presión. La
cuadrivelocidad del fluído consistente con isotropía espacial viene dada por:

u = ∂t.

(a) Utilizando los resultados del ejercicio 1, mostrar que las ecuaciones de Einstein en
presencia de una constante cosmológica Λ resultan

ä = −4πGN
3

(
ρ+

3p

c2

)
a+

1

3
Λc2a, (3)

ȧ2 =
8πGN

3
ρa2 +

1

3
Λc2a2 − c2k.

6. Leyes de conservación y FLRW:

(a) Considerar la corriente Nµ = n(t)uµ donde n(t) es el número de galaxias por unidad de
volumen propio. Usando el ej. 3 mostrar que la conservación de la corriente

∇µNµ = 0 ⇒ n(t)(a(t))3 = const.

Este resultado nos dice que n(t) no es constante, se diluye durante la expansión. Lo que
permanece constante es el número de galaxias por unidad de volumen comoving.

(b) Muestre que la componente t de la conservación del tensor de energía-momento implica

d

dt

(
ρa3
)

= −p d
dt

(
a3
)
. (4)

Introduciendo un elemento de volumen comoving v0 que tendrá volumen propio
V (t) = a3(t)v0 y definiendo la energía interna del volumen propio V como
U(t) = ρ(t)V (t) reescribir la ecuación anterior como

dU

dt
+ p

dV

dt
= 0 ⇒ dS

dt
= 0

A partir de la 1ra ley de la termodinámica tenemos que la evolución es adiabática.

(c) En cosmología es usual suponer que cada componente del fluido cosmológico tiene una
ecuación de estado asociada de la forma: p = ωρc2, donde el parámetro ω es una
constante.
Reescribir (4) en términos de ρ y resolver dicha ecuación obteniendo

ρ ∝ a−3(1+ω)

Nota: polvo, radiación y vacío (Λ 6= 0) corresponden a ω = 0, 1/3,−1 respectivamente.
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7. FRW Killing tensor y redshift: en FRW, no contamos con un vector de Killing temporal que
nos de una noción de energía. Sin embargo, existe un tensor de Killing.
a. Mostrar que

Kµν = a2(t)(gµν + uµuν) ⇒ Killing tensor : ∇(σKµν) = 0

donde u es la velocidad de los observadores comoving en FRW.
b. Mostrar que para trayectorias geodésicas xµ(τ)

QK = Kµν ẋ
µẋν = a2(ẋ2 + u · ẋ) = cte

a lo largo de la trayectoria.
c. Evaluar esta cantidad para trayectorias masivas y concluir que la partícula se frena al
expandirse el universo. Para el caso de partículas no masivas rederivar el redshift
cosmológico1.

8. Universo Estático de Einstein: “My biggest blunder”, Einstein a Gamow2.
Doce años antes de que se tuviera conocimiento de la expansión del universo (Hubble 1929),
y motivado por la idea de un universo cerrado y estático, a efecto de hacer su modelo
compatible con el punto de vista de Mach, Einstein (1917) introdujo a Λ, la constante
cosmológica, en sus ecuaciones. De esta manera pudo encontrar una solución cosmológica
estática para el universo (ȧ = 0) asumiendo materia tipo polvo.
a. Mostrar que el término Λgµν en

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = 0 → Rµν −

1

2
gµνR = 8πGNT

Λ
µν

puede ser interpretado como proveniente del tensor de energía-impulso de un fluido perfecto
con

ρΛ = −pΛ =
Λ

8πGN
,

b. Mostrar que es posible obtener una solución estática para un universo cerrado dominado
por materia (polvo) de densidad ρ̄dust si agregamos el término de constante cosmológica e
imponemos la relación (c = 1)

Λ = 4πGN ρ̄dust

Hallar que el radio de curvatura de las secciones espaciales resulta

aESU = (4πGN ρ̄dust)
−1/2

c. Inestabilidad: Escribiendo a(t) = aESU + ε(t) en (3) y usando ρdusta3 = const mostrar que
para ε� 1

ε̈ = 4πGN ρ̄dustε ⇒ ESU es inestable para soluciones tipo polvo!
1Ver Carroll lecture notes eqn (8.66).
2Una razón importante para abandonar Λ, aparte de las observaciones de Hubble es que el ESU es inestable: “From

these [Friedman] equations, one obtains my previous solution by assuming that p is constant over time. However, it
can also be shown with the help of these equations that this solution is not stable, i.e., a solution that deviates only
slightly from the static solution at a given point in time will differ ever more from it with the passage of time. On
these grounds alone, I am no longer inclined to ascribe a physical meaning to my former solution, quite apart from
Hubbel’s [sic] observations. Under these circumstances, one must ask whether one can account for the facts without
the introduction of the Λ-term, which is in any case theoretically unsatisfactory”, Einstein 1931.
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9. Universo de de Sitter: es la solución FRW sin materia y con constante cosmológica positiva.
(a) Mostrar que la ecuaciones de campo cosmológicas se reducen a:(

ȧ

a

)2

= H0
2 ⇒ el parámetro de Hubble H(t) es constante (5)

(b) Integrar (5) y obtener

a(t) = exp [H0(t− t0)] = exp
[√

Λ/3c (t− t0)
]
. (6)

10. Ley de Hubble y FLRW: Considere dos puntos P y Q de coordenadas espaciales fijas. Calcule
el corrimiento de frecuencia z = (νemit − νobs)/νobs para un rayo de luz emitido en una
galaxia en P y recibido en otra galaxia en Q. Mostrar que si z � 1 resulta

z ' Hd/c dado que z ' ḋ/c ⇒ v ' Hd

donde H es la “constante” de Hubble y d es la distancia entre las galaxias.

11. Fotones en un universo cerrado k = 1:
(a) Halle una expresión para dr/dη para la trayectoria de un fotón que se mueve en
dirección radial en la métrica de FLRW.
(b) Muestre que en un modelo dominado por materia no relativista, un rayo de luz que viaja
desde que el universo comenzó a expandirse completa una vuelta al universo justo en el
momento del recolapso. Mostrar que en el caso de radiación, el rayo de luz sólo llega a
recorrer medio universo antes de que este recolapse.

12. Λ hoy: Mediciones recientes indican que el universo es espacialmente plano, y en su etapa
actual se expande aceleradamente con äa/ȧ2 ∼ 0, 6. Teniendo en cuenta que la densidad de
materia es ρ/c2 ∼ 3 ∼ 10−27kg/m3 (incluyendo materia oscura), y que la presión de la
materia es despreciable, obtenga el valor de constante cosmológica necesaria para justificar
el valor medido para el parámetro de aceleración.

13. Fluctuaciones de FLRW: considerar el elemento de linea para un universo espacialmente
plano en tiempo conforme

ds2 = a2(τ)(dτ2 − δijdxidxj)
(a) Si este universo es soportado por un fluido perfecto de ecuación de estado w = p/ρ
mostrar que el factor de escala evoluciona según a(τ) ∝ τ2/(1+3w) para w 6= −1/3, y luego
a2ρ̄ ∝ τ−2 donde ρ̄ es la densidad de energía del fluido soportando la geometría.
(b) Consideremos perturbaciones scalares en el fluido. Escribiendo el elemento de línea como

ds2 = a2(τ)[(1 + 2Φ)dτ2 − (1− 2Φ)δijdx
idxj ]

mostrar que la linealización de las ecuaciones de Einstein conduce a

∇2Φ− 3H(Φ′ +HΦ) = 4πGa2ρ̄ δ

Φ′ +HΦ = −4πGa2(ρ̄+ p̄)v

Φ′′ + 3HΦ′ + (2H ′ +H2)Φ = 4πGa2 δp (7)
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donde las primas denotan derivadas respecto de τ , las barras denotan las cantidades
homogéneas del fondo, δ = δρ/ρ la densidad de perturbación fraccional, vi = ∂iv es la
velocidad peculiar y H = a′/a.
A partir de las ecuaciones de Einstein mostrar que el contraste de densidad
∆ ≡ δ − 3H(1 + p̄/ρ̄)v evoluciona como

∆′′ +
2(1− 3w)

1 + 3w

1

τ
∆′ − 6(1− w)

1 + 3w

1

τ2
∆− w∇2∆ = 0

(c) Hallar el modo inestable (que crece con el tiempo) para ∆ en el caso de un fluido sin
presión (w = 0). Cómo evolucionan Φ y v en términos del factor de escala?
(d) Para un fluido de tipo radiación (w = 1/3) hallar la solución para ∆ en espacio de
Fourier para un modo dentro del horizonte de Hubble. Cómo evoluciona el potencial
gravitatorio Φ en este caso?
(e) Considerar el universo en presencia de componentes de radiación, materia y energía
oscura. Describir cualitativamente la evolución de las longitudes de onda pequeñas para las
perturbaciones de materia oscura de tiempos tempranos (dominados por radiación) a
tiempos tardíos (dominados por energía oscura).
Ayuda: ver sec. 4.2.2 y 4.2.3 Part III Lectures on Cosmology, Baumann, DAMTP.

———————————————————————————————–
Ejercicios adicionales:

14. Geometría en 2d:
(a) Mostrar que el tensor de Riemann tiene 1 componente independiente en un espacio
2-dimensional y puede expresarse en términos de la métrica y el escalar de curvatura R(x)
como

Rλρµν =
R

2
(gλµgρν − gλνgρµ), d = 2

(b) Mostrar que
∫
d2x
√
gR[g] es un invariante topológico, esto es, que la acción es una

derivada total. Equivalentemente, a partir de la identidad de arriba mostrar que el tensor de
Einstein es identicamente nulo. Esto es

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR ≡ 0 ∀ gµν

Esto significa que gravedad en d = 2⇒ Tµν = 0 !
(c) Mostrar que las dimensiones de GN en d = 2, 3, 4... son GN ∼ (`P )d−2. A la escala de
longitud `P se la conoce como longitud de Planck.

15. Geometría en 3d y espacios máximalmente simétricos:
(a) Mostrar que el tensor de Riemann tiene 6 componentes independientes y se escribe en
términos del tensor Ricci y de la curvatura escalar como

Rαβµν = gαµRβν + gβνRαµ − gανRβµ − gβµRαν −
R

2
(gαµgβν − gανgβµ) (8)
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(b) Isotropía en todo punto p ∈M implica que el espacio es homogéneo. Subiéndole un
índice al tensor de Ricci obtenemos una transformación lineal en cada punto de la variedad
que mapea Ric : TM→ TM como `µ → Rµν`

ν . Esta transformación define autovectores,
los cuales representan direcciones privilegiadas, a menos que sea proporcional a la identidad.
Mostrar entonces que isotropía ∀p ∈M implica

Rµν = K(x)gµν ⇒ R = 3K(x)

Puesto que homogeneidad implica que K(x) = K = cte.3, insertando en (8) mostrar que
para un espacio maximalmente simétrico en d = 3 se satisface

Rαβµν =
K

2
(gαµgβν − gανgβµ) (9)

(c) Mostrar que en dimensión arbitraria, nuevamente isotropía en todo punto implica que

Rρσµν =
R

n(n− 1)
(gρµgσν − gρνgσµ)

Homogeneidad luego implica que R = cte.

16. Campo escalar en espacio curvo: usando la ecuación de Klein-Gordon en espacio curvo
(∇2 −m2)φ = 0 mostrar que el tensor de energía impulso de un campo escalar

Tµν = ∇µφ∇νφ−
1

2
gµν [(∇µφ)(∇µφ) +m2φ2]

es conservado ∇µTµν = 0

17. Muestre que el tensor energía-impulso Tµν tiene un autovector tipo tiempo si y sólo si existe
un observador que ve que no hay flujo neto de energía en ninguna dirección. ¿Cuál es el
significado del autovalor?

18. Calcule las cuatro componentes de la ecuación Tµν;ν = 0 para el tensor energía-impulso que
describe el fluido perfecto de una estrella esféricamente simétrica y estática.

19. Identidad de Palatini: Demuestre que ante una perturbación gµν → gµν + δgµν se tiene a
primer orden

δRρσµν = ∇µ δΓρσν −∇ν δΓρσµ .

A partir de esta identidad obtener la variación para el tensor de Ricci.

Nota: como δΓρνµ denota la diferencia de dos conexiones, resulta ser un tensor. Luego, tiene
sentido calcular su derivada covariante.

20. Acción de Einstein-Hilbert:
3Alternativamente, la identidad de Bianchi aplicada a (9) considerando K(x) impone que K(x) = cte.. Lo cual es

esperado ya que de lo contrario ∇µR sería un vector privilegiado.
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(a) Como precalentamiento, muestre que para un sistema de partículas cargadas de masas
mi y cargas ei, la acción

S[Aµ, x
µ
i ] =−

∑
i

mi

∞∫
−∞

√
−gµν(xi)

dxµi
dλ

dxνi
dλ

dλ− 1

4

∫
FµνF

µν√g d4x

+
∑
i

ei

∞∫
−∞

Aµ(xi)
dxµi
dλ

dλ

es estacionaria respecto a variaciones en las variables dinámicas Aµ(x) y xµi (λ), donde
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ y λ parametriza simultáneamente todas las trayectorias de las
partículas del sistema, cuando dichas variaciones se anulan en los bordes |λ| → ∞ y
|x| → ∞ y se satisfacen las ecuaciones de movimiento

d2xµi
dτ2
i

+ Γµνρ(xi)
dxνi
dτi

dxρi
dτi

=
ei
mi

Fµν(xi)
dxνi
dτi

,

∂µ (
√
g Fµν) = −

∑
i

ei

∫
δ4(x− xi)

dxνi
dτi

dτi ,

siendo dτi =
√
−gµν dxµi dxνi .

(b) Definimos el tensor de energía-impulso a partir de

δSM =
1

2

∫
Tµνδgµν

√
g d4x, (10)

donde consideramos variaciones de la métrica gµν 7→ gµν + δgµν tales que δgµν → 0
cuando nos acercamos al borde |x| → ∞. Muestre que

δFµν = −Fµρgνσδgρσ + F νρgµσδgρσ , (11)

y con ello calcule

Tµν(x) =
1
√
g

∑
i

mi

∞∫
−∞

dxµi
dτi

dxνi
dτi

δ4(x− xi) dτi + F µ
ρ F ρν − 1

4
gµνFρσF

ρσ . (12)

Como SM es un escalar no puede tranformarse frente a un cambio de coordenadas, pero
haciendo un cambio de variables de integración este se corresponde con un cambio en las
variables dinámicas. Muestre que para una transformación infinitesimal xµ

′
= xµ + εµ se

tiene
δgµν = −gµρ

∂ερ

∂xν
− gρν

∂ερ

∂xµ
− ερ ∂gµν

∂xρ
, (13)

de modo que δSM = 0 implica que el tensor de energía impulso se conserva, Tµν;µ = 0.
(c) Finalmente, considere la acción gravitatoria dada por

SG =
1

16πG

∫
d4x
√
g R (14)
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y muestre que

δSG =
1

16πG

∫ (
Rµν − 1

2
gµνR

)
δgµν
√
g d4x . (15)

Combinando ambos términos en S = SM + SG obtemos las ecuaciones de Einstein a
partir de un principio variacional.

(d) Ecuaciones de Einstein ⇒ movimiento geodésico: considerar el tensor de energía impulso
para el caso de una partícula puntual de trayectoria x̃µ(τ)

Tµν(x) =
m√
−g

∞∫
−∞

dx̃µ

dτ

dx̃ν

dτ
δ4(x− x̃(τ)) dτ

Mostrar que la conservación de Tµν conduce a la ecuación de la geodésica para x̃µ(τ).
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