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Opinion: The Bang-to-Crunch Universe
Too Simple to be Wrong!

Spacetime tells mass how to move, and mass tells spacetime
how to curve. If the black hole provides our closest plain-
speaking witness to spacetime curvature, the Cosmos itself
looks like the one operative on the largest scale of space
and time, The stars bear witness to the scales of space and
time characteristic of the Cosmos. Sun gets its energy by
burning hydrogen to helium and some of that helium to
heavier elements, profiting from the difference in mass per
nucleon between hydrogen and helium: 1,00783 for hydro-
gen and 1.00065 for helium (in units that set the mass of
the most common isotope of carbon equal to 12).

That space is expanding shows most directly in the red shift
of light from distant galaxies, a red shift which is greater the
more distant the galaxy. The inflation of a balloon (Figure 1)
provides a simple model for such an expansion of the Uni-
verse. This model tells its story in the functional dependence
of the radius R(t) of the sphere on the time t. In this model
the curvature of spacetime in the large has only two compo-
nents. One is the momentary “intrinsic curvature,” fixed by
the momentary radius R(t) of the idealized three-geometry:
6/R%(t). The other contribution to the curvature arises from
the variation of this radius with the cosmological time, t:
(6/R2)(dR/dt)2A Einstein, considering the matter in the days
before Hubble had seen and measured the expansion of the
Universe, found it natural to think of a closed Universe with
an essentially constant radius R.

At this point one comes hard up against the second part of
gravitation theory: mass tells spacetime how to curve. In
Einstein’s time there did not seem to be enough mass
around to curve up the Universe into closure. Therefore Ein-
stein postulated an additional source of curvature, a so-
called “cosmological constant.” Going into the doorway of
the Institute for Advanced Study's Fuld Hall with Einstein

and George Gamow, | heard Einstein say to Gamow about
the cosmological constant, “That was the biggest blunder
of my life.” If we drop that term, then the equation in
which matter tells spacetime how to curve becomes

-
Rdt

This equation forecasts the connection between radius and
time depicted by the cycloid in Figure 4 (explanation in the
caption to that figure). The Universe begins with a Big Bang.
In a phase of gradually slowing expansion, it reaches a max-
imum radius and recontracts to zero radius—a “big bang”
to “big crunch” history.
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An article by John Noble Wilford in the Science Times sec-
tion of the New York Times for Tuesday March 3, 1998,
reports observations by two separate groups of investiga-
tors which they interpret as showing that today the
expansion of the Universe is speeding up rather than under-
going the slowdown expected for any approach to
maximum expansion. [See box page G-20.] Later that day |
encountered a hard-bitten veteran gravitation physics col-
league in the elevator of the Princeton physics building and
asked him if he believed the purported evidence of acceler-
ating expansion. “No,” he replied. Neither do I. Why not?
Two reasons: (1) Because the speed-up argument relies too
trustingly on the supernovas being standard candles.

(2) Because such an expansion would, it seems to me, con-
tradict a view of cosmology too simple to be wrong. Such
clashes between theory and experiment have often trig-
gered decisive advances in physics. We can hope that some
decisive advance is in the offing.

- John Archibald Wheeler

1. Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker: Considerar la métrica

ds? = —2dt? + a(t)? + r2dQ2

1— kr2
donde k = 0,£1 y dQ3 es la métrica de S2.

(a) Calcule todos los simbolos de Christoffel.
(b) Calcule todas las componentes del tensor de Ricci Ryg.

(c) Calcule la curvatura escalar R.
2. Secci6n espacial de FLRW:
(a) Muestre que la seccion espacial de la métrica (1) se puede escribir como
dl? = dx* + %(x)%dQ3

con (x)? = sinh? x, x?,sin x para k = —1,0, 1 correspondiendo a espacios
méximalmente simétricos: hiperbdlico, euclideo y esfera.



(b) Mostrar que alternativamente (1) puede escribirse como
ds® = a(n)® (—dn* + dx* + X(x)*d$23) (2)

(¢) Mostrar que esta métrica es conformemente plana, es decir que existe un cambio de
coordenadas tal que g, (z) = w(z)nu..

3. Observadores comoving son geodésicos: Considerar observadores comoving, esto es, situados
en coordenadas espaciales constantes z#(t) = (¢, 1o, 0o, ¢o).
(a) Mostrar que t es un parametro afin para esta trayectoria.
(b) Mostrar que u = 8; es geodésico

Veu =0

De manera que esta clase de observadores esta en caida libre.

Figura 1: Densidad comoving vs denisdad propia: si bien la superficie de la esfera (seccion espacial del
universo) se expande, las galaxias X no modifican sus coordenadas espaciales. Las trayectorias de
las mismas resultan geodésicas y, por lo tanto las galaxias X estan en caida libre. La figura pretende
manifestar que es el nimero de particulas por unidad de volumen comoving el que se conserva y no
dicho namero por unidad de volumen propio.

4. A > 0y repulsion gravitatoria (antigravedad): considerar el limite de campo débil de la
ecuacion de Einstein para constante cosmoldgica no nula. Mostrar que

V2¢ = 4nGp — Ac?

Hallar la solucion de esta ecuacién para un cuerpo esférico de masa M. El campo

gravitatorio resulta

- GM Ar
g = 7v¢ = ——7r+ r
r2 3
Concluir que una constante cosmoldgica positiva da origen a una repulsiéon gravitatoria que
aumenta linealmente con r.

5. Cosmologia de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker: La geometria de un universo
espacialmente homogéneo e isotropico en todo punto esté descripta por la métrica (1) con
k= —1,0,1. Asi, el universo resulta abierto, marginalmente abierto o cerrado,



respectivamente. La materia en el universo puede modelarse como un fluido perfecto, cuyo
tensor de energia-momento viene dado por:

™ = (p + %) wu” + pg"”,

donde p representa la densidad de energia del fluido cosmolégico y p su presion. La
cuadrivelocidad del fluido consistente con isotropia espacial viene dada por:

uzat.

(a) Utilizando los resultados del ejercicio 1, mostrar que las ecuaciones de Einstein en
presencia de una constante cosmologica A resultan

ArGy 3p 1,
i=-— <p+62)a+3Ac a, (3)
e 1
@2 = Npa2 + —Ac%a? — k.

3 3

. Leyes de conservacion y FLRW:

(a) Considerar la corriente N* = n(t)u* donde n(t) es el nimero de galaxias por unidad de
volumen propio. Usando el ej. 3 mostrar que la conservaciéon de la corriente

V.Nt=0 = n(t)(a(t)® = const.

Este resultado nos dice que n(t) no es constante, se diluye durante la expansion. Lo que
permanece constante es el namero de galaxias por unidad de volumen comoving.

(b) Muestre que la componente ¢ de la conservacion del tensor de energia-momento implica

L (pa®) = —p 2 (a") (@)

Introduciendo un elemento de volumen comoving vy que tendra volumen propio
V(t) = a®(t)vg y definiendo la energfa interna del volumen propio V' como
U(t) = p(t)V (t) reescribir la ecuacion anterior como

U dv

at " Par T

= -0
dt

A partir de la 1ra ley de la termodinamica tenemos que la evolucién es adiabéatica.

(¢) En cosmologia es usual suponer que cada componente del fluido cosmologico tiene una
ecuacion de estado asociada de la forma: p = wpc?, donde el parametro w es una
constante.

Reescribir (4) en términos de p y resolver dicha ecuacion obteniendo
p oc a~30F%)

Nota: polvo, radiacion y vacio (A # 0) corresponden a w = 0,1/3, —1 respectivamente.



7. FRW Killing tensor y redshift: en FRW, no contamos con un vector de Killing temporal que
nos de una nocién de energfa. Sin embargo, existe un tensor de Killing.

a. Mostrar que

Ky, = az(t)(g/w + upuy) = ’ Killing tensor :  V(,K},) =0

donde u es la velocidad de los observadores comoving en FRW.
b. Mostrar que para trayectorias geodésicas x* ()

Qx = Kiti” = a® (@ +u - &) = cte

a lo largo de la trayectoria.
c. Evaluar esta cantidad para trayectorias masivas y concluir que la particula se frena al
expandirse el universo. Para el caso de particulas no masivas rederivar el redshift

cosmoldgico!.

8. Universo Estatico de Einstein: “My biggest blunder”, Einstein a Gamow?.

Doce afios antes de que se tuviera conocimiento de la expansion del universo (Hubble 1929),
y motivado por la idea de un universo cerrado y estético, a efecto de hacer su modelo
compatible con el punto de vista de Mach, Einstein (1917) introdujo a A, la constante
cosmologica, en sus ecuaciones. De esta manera pudo encontrar una solucién cosmolégica
estatica para el universo (¢ = 0) asumiendo materia tipo polvo.

a. Mostrar que el término Ag,, en

1 1
Ryy = 59w R+ Aguy =0 — Ry — =gl =8rGNT),

2
puede ser interpretado como proveniente del tensor de energia-impulso de un fluido perfecto
con
B A
PN = —PA = 87GN’

b. Mostrar que es posible obtener una solucién estatica para un universo cerrado dominado
por materia (polvo) de densidad pgys: si agregamos el término de constante cosmologica e
imponemos la relacion (¢ = 1)

A= 47rGNﬁdust

Hallar que el radio de curvatura de las secciones espaciales resulta
apsu = (ATGN paust)

c. Inestabilidad: Escribiendo a(t) = agsy + €(t) en (3) y usando pgys:a® = const mostrar que
para € < 1

€ = 4G Npauste = ESU es inestable para soluciones tipo polvo!

Ver Carroll lecture notes eqn (8.66).

2Una razoén importante para abandonar A, aparte de las observaciones de Hubble es que el ESU es inestable: “From
these [Friedman| equations, one obtains my previous solution by assuming that p is constant over time. However, it
can also be shown with the help of these equations that this solution is not stable, i.e., a solution that deviates only
slightly from the static solution at a given point in time will differ ever more from it with the passage of time. On
these grounds alone, I am no longer inclined to ascribe a physical meaning to my former solution, quite apart from
Hubbel’s [sic] observations. Under these circumstances, one must ask whether one can account for the facts without
the introduction of the A-term, which is in any case theoretically unsatisfactory”, Einstein 1931.



9. Universo de de Sitter: es la solucion FRW sin materia y con constante cosmolégica positiva.

(a) Mostrar que la ecuaciones de campo cosmologicas se reducen a:

N 2
(a) = Hy®> = el parametro de Hubble H(t) es constante (5)
a

(b) Integrar (5) y obtener
a(t) = exp [Ho(t — to)] = exp [\/T/gc (t— to)] . (6)

10. Ley de Hubble y FLRW: Considere dos puntos P y @ de coordenadas espaciales fijas. Calcule
el corrimiento de frecuencia z = (Vemit — Vobs)/Vobs Para un rayo de luz emitido en una
galaxia en P y recibido en otra galaxia en . Mostrar que si z < 1 resulta

2z~ Hd/c dado que z~d/c = v~ Hd
donde H es la “constante” de Hubble y d es la distancia entre las galaxias.

11. Fotones en un universo cerrado k = 1:

(a) Halle una expresion para dr/dn para la trayectoria de un fotéon que se mueve en
direccién radial en la métrica de FLRW.

(b) Muestre que en un modelo dominado por materia no relativista, un rayo de luz que viaja
desde que el universo comenz6 a expandirse completa una vuelta al universo justo en el
momento del recolapso. Mostrar que en el caso de radiacion, el rayo de luz solo llega a
recorrer medio universo antes de que este recolapse.

12. A hoy: Mediciones recientes indican que el universo es espacialmente plano, y en su etapa
actual se expande aceleradamente con da/a? ~ 0,6. Teniendo en cuenta que la densidad de
materia es p/c? ~ 3 ~ 10727kg/m3 (incluyendo materia oscura), y que la presion de la
materia es despreciable, obtenga el valor de constante cosmologica necesaria para justificar
el valor medido para el parametro de aceleracion.

13. Fluctuaciones de FLRW: considerar el elemento de linea para un universo espacialmente
plano en tiempo conforme

ds* = a*(7)(dr* — §;;dz"dx?)

(a) Si este universo es soportado por un fluido perfecto de ecuacion de estado w = p/p
mostrar que el factor de escala evoluciona segtn a(7) oc 72/ (1+3%) para w # —1/3, y luego
a’p o< 772 donde p es la densidad de energia del fluido soportando la geometria.

(b) Consideremos perturbaciones scalares en el fluido. Escribiendo el elemento de linea como
ds® = a*(7)[(1 + 2®)d7? — (1 — 2®)6;;dx'da’]
mostrar que la linealizacién de las ecuaciones de Einstein conduce a
V20 — 3H(®' + H®) = 47Ga’pd
O + HO = —4nGa®(p + p)v
" + 3H®' + (2H' + H*)® = 47Ga® 6p (7)



14.

15.

donde las primas denotan derivadas respecto de 7, las barras denotan las cantidades
homogéneas del fondo, § = §p/p la densidad de perturbacion fraccional, v; = d;v es la
velocidad peculiar y H = d’/a.

A partir de las ecuaciones de Einstein mostrar que el contraste de densidad
A =6—-3H(1+ p/p)v evoluciona como
2(1 - 3w)lA, 6(1 — w)i

A—wViA =0
14+3w 71 143w 72 wv

A” +

(c) Hallar el modo inestable (que crece con el tiempo) para A en el caso de un fluido sin
presion (w = 0). Como evolucionan ® y v en términos del factor de escala?

(d) Para un fluido de tipo radiacion (w = 1/3) hallar la solucion para A en espacio de
Fourier para un modo dentro del horizonte de Hubble. Como evoluciona el potencial
gravitatorio ® en este caso?

(e) Considerar el universo en presencia de componentes de radiacion, materia y energia
oscura. Describir cualitativamente la evolucién de las longitudes de onda pequenas para las
perturbaciones de materia oscura de tiempos tempranos (dominados por radiacion) a
tiempos tardios (dominados por energia oscura).

Ayuda: ver sec. 4.2.2 y 4.2.3 Part Il Lectures on Cosmology, Baumann, DAMTP.

Ejercicios adicionales:

Geometria en 2d:

(a) Mostrar que el tensor de Riemann tiene 1 componente independiente en un espacio
2-dimensional y puede expresarse en términos de la métrica y el escalar de curvatura R(x)
como

R
Rypuw = 5(9/\#901’ - gz\ygpu)7 d=2

(b) Mostrar que [ d*z,/gR|g] es un invariante topologico, esto es, que la accion es una
derivada total. Equivalentemente, a partir de la identidad de arriba mostrar que el tensor de
Einstein es identicamente nulo. Esto es

1
Gp,l/ = Ruy - igpr =0 \V/g/w

Esto significa que gravedad en d =2 = T},, = 0!

(c) Mostrar que las dimensiones de Gy en d = 2,3,4... son Gy ~ (£p)4~2. A la escala de
longitud ¢p se la conoce como longitud de Planck.

Geometria en 3d y espacios maximalmente simétricos:

(a) Mostrar que el tensor de Riemann tiene 6 componentes independientes y se escribe en
términos del tensor Ricci y de la curvatura escalar como

R
Raﬁuu = gauRﬁu + gﬂuRau - gauRBu - gBMRow - g(gaugﬂl/ - gowgﬁu) (8)



(b) Isotropia en todo punto p € M implica que el espacio es homogéneo. Subiéndole un
indice al tensor de Ricci obtenemos una transformacion lineal en cada punto de la variedad
que mapea Ric: TM — TM como ¢#* — RF,0¥. Esta transformaciéon define autovectores,
los cuales representan direcciones privilegiadas, a menos que sea proporcional a la identidad.
Mostrar entonces que isotropia Vp € M implica

R, =K(x)g = R=3K(x)

Puesto que homogeneidad implica que K (z) = K = cte.?, insertando en (8) mostrar que
para un espacio maximalmente simétrico en d = 3 se satisface

K
Ra,@ul/ = E(gaugﬁu - gal/g,@u) (9)

(¢) Mostrar que en dimension arbitraria, nuevamente isotropia en todo punto implica que

R

Rpcr,uu = 71)(gp,ugay - gpl/goy)

n(n —
Homogeneidad luego implica que R = cte.

16. Campo escalar en espacio curvo: usando la ecuacion de Klein-Gordon en espacio curvo
(V2 —m?)¢ = 0 mostrar que el tensor de energia impulso de un campo escalar

1
T =VudVyo — §9uu[(vu¢)(vu¢) + m2¢2]
es conservado V#T),, =0

17. Muestre que el tensor energia-impulso T#" tiene un autovector tipo tiempo si y solo si existe
un observador que ve que no hay flujo neto de energia en ninguna direcciéon. ;Cual es el
significado del autovalor?

18. Calcule las cuatro componentes de la ecuacion 7", = 0 para el tensor energia-impulso que
describe el fluido perfecto de una estrella esféricamente simétrica y estatica.

19. Identidad de Palatini: Demuestre que ante una perturbacion g,,, — g, + dg,. se tiene a
primer orden
ORl,,, =V, 010, =V, 07, .
A partir de esta identidad obtener la variacion para el tensor de Ricci.
Nota: como (51"1% denota la diferencia de dos conexiones, resulta ser un tensor. Luego, tiene
sentido calcular su derivada covariante.

20. Accién de Einstein-Hilbert:

3 Alternativamente, la identidad de Bianchi aplicada a (9) considerando K (x) impone que K (z) = cte.. Lo cual es
esperado ya que de lo contrario VR serfa un vector privilegiado.



(a) Como precalentamiento, muestre que para un sistema de particulas cargadas de masas
m; y cargas e;, la accion

dm” dx¥
7 nv 4
S[A E ml/\/ G (i) A d)\ — 4/F,WF Vgd'x

m
L dA

es estacionaria respecto a variaciones en las variables dinamicas A, (z) y «4'()), donde
F,, =0,A, —0,A, y X\ parametriza simultdneamente todas las trayectorias de las
particulas del sistema, cuando dichas variaciones se anulan en los bordes |A\| — co y
|x| — oo y se satisfacen las ecuaciones de movimiento

d?z!! dz? dxf €; dz?
u i ) i
dr 2 Yyl )dn dr,  m; v(7:) dr; ’

O (Vg F") = —261/54(93—1’1')%61%‘,
: Ti

siendo dr; = \/—gp, dat dat.

(b) Definimos el tensor de energia-impulso a partir de

1
55 =4 / T 6g,/G d', (10)

donde consideramos variaciones de la métrica g,, — g, + 69, tales que dg,, — 0
cuando nos acercamos al borde |z| — oo. Muestre que

SFH = _Fupguo(sgpa + Fupguoégpg’ (11)
y con ello calcule
v diL’ dxz 4 v 1 v o
T () = Z / e 04w = i) dri + F) ' F? — g Fpg FP7 (12)

Como S es un escalar no puede tranformarse frente a un cambio de coordenadas, pero

haciendo un cambio de variables de integracion este se corresponde con un cambio en las
. . s . .. . . . ’

variables dindmicas. Muestre que para una transformacioén infinitesimal z# = x#* + ¢ se

tiene e 9P 9
€ € Juv
R L (13)

de modo que §Sy = 0 implica que el tensor de energfa impulso se conserva, 7%, , = 0.

(c) Finalmente, considere la accion gravitatoria dada por

4
Sg = 167TG /d /g R (14)



y muestre que
1 1
0S¢ = —— m_ Zg" R ) g9 die . 1
S e <R 59 R> gu/gd (15)

Combinando ambos términos en S = Sy; + S¢ obtemos las ecuaciones de Einstein a
partir de un principio variacional.

(d) Ecuaciones de Einstein = movimiento geodésico: considerar el tensor de energia impulso
para el caso de una particula puntual de trayectoria Z*(7)

oo 1w
T (g) = 2 dit 54 (a — &(r)) dr

Vg ) dr dr

Mostrar que la conservacion de T*” conduce a la ecuacion de la geodésica para T (7).



