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Practica I: Tensores y Transformaciones Generales de Coordenadas

1. Simetria y antisimetria son propiedades tensoriales:
(i) Mostrar que si un tensor de segundo orden covariante (g) es simétrico en un dado sistema de
coordenadas, lo es en cualquier otro.
(ii) Mostrar que si X* es antisimétrico y Y, simétrico, entonces

X*Y,, =0.
Asimismo, mostrar que
XM Ay = XM App B"Y,, = B"y,,
para A,, y B"¥ arbitrarios, donde
Apw) = A — Ay B — M

2
A[u) denota la parte antisimétrica del tensor A, y B#) denota la parte simétrica del tensor B,

2. Contracciones son covariantes:
(i) Probar que si T),, es un tensor, entonces T}, no es un escalar frente a difeomorfismo.
I — XM
(11) Sea X*,, es un t.ensor. (2)7 mostrar que Y,=X",, es un tensor (1) . '
(iii) ;Cuanto vale el invariante g", obtenido de la contraccién del tensor métrico g, si el
espacio-tiempo es n-dimensional?

3. Ley del cociente: Probar que si P,,, es tal que A*P,,, es un tensor para cualquier vector A",
entonces P, es un tensor. Esta afirmacion vale para tensores de cualquier orden.

4. Conexién afin y sus propiedades

(i) Mostrar que, bajo una transformacion general de coordenadas, la conexion de Levi-Civita

PP « 1 fe3
Levi-Civita:  I'5(g) = { ;2 } = 59 "(0ugpy + 089y — O~9up) (1)

transforma como:
oz’ 9x™ Ox° ) oz’ %P

I‘\l}\ — . 2
B Qe Qx't O’ T QaP Ox'kalv (2)
(ii) Diferenciando la identidad:
oz’ dxP
=0 3
oxP Ox'v v (3)

con respecto a x'¥, reexpresar la expresion (2) como

M o' 9z Ox° e oxP dz° 8290')‘. (4)
m Qe Oz Oz’ T Qx'v Ox'M QxPac

(iii) Mostrar que la parte antisimétrica (torsion) de la conexion transforma como un tensor

Torsion :  Th = 21"{20]
5. p-formas y simbolos de Christoffell:
(i) Mostrar que si A, es un co-vector, d,A, no es un tensor (g)
(ii) Sin embargo, mostrar que su parte antisimétrica F),, = 20,,A)) = 0y Ay, — 0, Ay silo es.
(ili) Mostrar que F,, = V,A, — V, A, si la conexion afin es simétrica (torsion=0).
(iv) Asumiendo una conexioén simétrica, mostrar que la identidad de Bianchi para el tensor de campo
electromagnético puede ser escrita como

VipEuw) = 9pFu) =0



10.

Derivada covariante es un tensor:

(i) Mostrar que V,V,¢ = V0, ¢ transforma como un vector.
(ii) Mostrar que V, V¥ transforma como un tensor (})
Sugerencia: utilice las expresiones (2) y (4).

Geodésicas:
(i) Suponga un tensor p#(7) definido sobre la curva z#(7) que transforma frente a TGC como

ozx'*

) = S (7).

Muestre que definiendo la derivada covariante a lo largo de la curva (1) como

Dr  dr VA dT

Dp*  dp* v dx¥ P Dp*

—— es un vector
Dt

(ii) ;{Qué condicion propondria para decir que un vector p*(7) definido a lo largo de una curva z*(7)
se transporta paralelamente a si mismo?
Densidades:

(i) Sea g, un tensor ((2)) guv pueden ser entendidas como las componentes de una matriz n x n, de
manera que podemos definir g = |det g,,,,|. ;Como transforma g bajo cambios de coordenadas?

(ii) Mostrar que dv = d"x,/g es invariante frente a cambios de coordenadas. Evaluarlo para distintos
sistemas de coordenadas: Cartesianas z# = (z,y, 2) con g,, = diag(1,1,1), polares T# = (p, ¢, z) con
Gy = diag(1, p?,1) y esféricas 2™ = (r,6, ¢) con g/, = diag(1, 7%, 7% sin” ).

(ili) Mostrar que frente a TGC el pseudotensor de Levi-Civita €, . ,, en un espacio n-dimensional no
es un tensor. Definido como €15, = 1 y totalmente antisimétrico.

(iv) Mostrar que €,,...u, = /9 €y, ¥ €M Hm = % it transforman como tensores (2)

(v) Mostrar que et1-#ng, ., = (—)'n! evaluando la contraccion en signatura (—...— +...+).
S~
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Derivada covariante, Contracciones y Leibniz: Mostrar que
(Vaﬁ W) = Vaﬁ;u Wey + ver Weryin
(T

La derivacién covariante conmuta con las contracciones.
Operadores diferenciales y Conexién de Levi-Civita: considerar T ,(g) = { pr } definida en (1).
Mostrar las siguientes propiedades:

) Sea g = |guy| = det g,.,,, mostrar que g, = g9°° gap .-
i)r d,(In/|g]) donde g = det g,,,,
ii) de V V=V = |g|720,(g"?VH)
i) V, 0 = (P, = |g| /20, (g|/2F¥) i Fy, = ~F,
iv) V2f = g™V Vo f = g" [ = 9|7 /8,(19" 9" 8, f)

) Vxéuvpo = 0 donde €6 = /g [vpo] y [pvpo] = €uvpe = 0,1, —1 dependiendo de la
permutacion (EW___ es el Levi-Civita de espacio plano).
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Relacion dtil: Ox(In|det ayu,|) = a**0x(au.)



