Introduccion a la Relatividad General - 2020 GA Silva - D Pérez
Departamento de Fisica - UNLP silva@fisica.unlp.edu.ar
daniela.perez2812@Qgmail.com

v1: 2020/08,/10

Practica 0: Relatividad Especial

1. Ausencia de tiempo absoluto: A las 15 hs. una nave espacial parte de la Tierra hacia Jupiter, siendo la
distancia entre los planetas de 810.000.000 km. La velocidad de la nave es %c. Todos los relojes se
sincronizan al momento de la partida. El reloj verde viaja en la nave, los relojes amarillos

permanecen en reposo respecto a la Tierra/Jupiter.

—O @ = ;Cuanto tarda el viaje para un observador en la Tierra?
— = ;Cuanto tarda el viaje para un observador en Jupiter?
/O’ O = ;Cuanto demora el viaje para los astronautas de la nave?
@ , R .
o = ;Qué hora marca el reloj jupiterino al arribar la nave?
= ;Qué hora marca el reloj terrestre al arribar la nave?
Q/B ®© = ;Qué hora marca el reloj de la nave al arribar a Jupiter?
[=— 810.000.000 km ——
Tierra Jtipiter

(a) Dibuje las lineas de mundo de la Tierra, Jupiter y la nave en el sistema de referencia fijo a la nave.

(b) Dibuje las agujas faltantes en los relojes de la figura. Al partir la nave se envia simultaneamente
una senal luminosa hacia Jupiter. Indique la hora en el reloj de Jupiter al arribar la senal de luz
enviada desde la tierra y la hora en el reloj de la nave en ese mismo instante.

2. Causalidad y Simultaneidad: Si dos eventos se encuentran separados por un intervalo tipo espacio,
muestre que:
a) Existe un observador inercial para el cual dichos eventos son simulténeos.
b) No existe un observador inercial para el cual ambos eventos ocurren en el mismo punto.
¢) ¢ Qué ocurre si los eventos se encontraran separados por un intervalo tipo tiempo?
3. 141 Minkowski: considerar dos sistemas inerciales S, S tales que S se mueve con velocidad v respecto
de S. Escribir la matriz que relaciona las coordenadas (¢, z) — (¢,Z): z¥ = A (v)aY.

Definiendo las coordenadas cono de luz como
st=x+t y T =x—1.

a) Hallar la expresion para la transformacion de Lorentz en coordenadas nulas.

b) Hallar la expresion para la métrica ds? = —dt? + da? en coordenadas nulas. Mostrar que A(v)
actua de manera muy simple en coordenadas nulas: dz* = eT?dz* donde tanh 6 = v.
Mostrar que la métrica resulta trivialmente invariante.

¢) Denotamos con 6 al parametro de velocidad, o rapidity en inglés. Expresando A* (v) como
funcion de 6 obtener ) -
i B cosh —sinh
A% (0) = < —sinh#  coshé (1)

Determinar el dominio de . Componiendo dos transformaciones sucesivas mostrar que el grupo
de Lorentz en 1+1 es abeliano y que A(0)A(0') = A(6 +0").

d) Comparar el item anterior con la geometria euclidea en dos dimensiones: la transformacion
analoga a la transformacion de Lorentz es la rotacion SO(2) <+ §;; = diag(1,1)
T = wxcosf+ysinb
= —zsinf+ycosh. (2)

<



Mostrar que estas transformaciones dejan invariante la métrica ds? = da? + dy?.

4. Efecto Doppler relativista:

(i) Longitudinal: Considerar un sistema de referencia S donde un fot6n ~ se mueve segtin Z con
energia hv. Escribir su 4-impulso p* respecto de S. En ese mismo sistema, un observador O
moviéndose con velocidad v segin &, es alcanzado por el foton. Escribir su 4-velocidad (U,,) .
Mostrar que la energia hi medida por O es'

1—w
1+

R

(ii) Transversal: Un grupo de astronautas que viajan en una nave espacial en linea recta, a una
velocidad v = 1/2, pasan por la Tierra y desean escuchar una radio cuya frecuencia es 198 kHz. A qué
frecuencia deberan sintonizar la radio en el instante que la nave se encuentra en su punto méas cercano
a la Tierra? (la direccion de propagacion de las ondas es perpendicular a la velocidad de la nave).

. Aceleracién propia: consideremos una particula en R1. Sean z# = (¢, z) sus coordenadas en el sistema
inercial S. La aceleracion propia de la particula, «, se define como la aceleracién medida en el sistema
de reposo instantaneo (SRI)2.

(i) Llamando 7 al tiempo propio, v = ‘fl—‘f vya= ‘é—;’ mostrar que
d?z+ 4 9
at = e ()" (va,a) luego o =d*a,

donde, como de costumbre, v, = (1 —v%/c?)~'/2 siendo v la velocidad instantanea. Si suponemos que

en el instante ¢ la particula tiene velocidad v respecto de S, la misma se encontrara instantaneamente
!’

en reposo en el sistema S’ que se mueve con velocidad v respecto de S = a = Zﬁ,

(ii) Mostrar que la aceleracion medida en S esta relacionada con la aceleracion propia a por

dv 1

. Aceleracién uniforme: puesto que el valor de la aceleracion depende del sistema de referencia inercial
donde se mide, cf. (3), al decir

“aceleracion constante’ seria mas apropiado decir “aceleracion propia constante”

La linea de mundo de una particula de masa m, en un sistema inercial, estd dada paramétricamente
por

1 1
t(A) = —sinhaX y x(\) = — coshal,
a a
con a una constante.

a) Describa el movimiento de la particula en un diagrama espacio-tiempo y muestre que X es el
tiempo propio a lo largo de la trayectoria.

b) Encuentre la velocidad v(t) y la aceleracion a(t) de la particula. Confrontando con el ¢j anterior
interprete fisicamente la constante a. Muestre que v — ¢ asintéticamente.

c¢) Halle la fuerza que acttia sobre la particula en todo instante de tiempo. Evalue la fuerza en el
sistema de reposo instantédneo para cada instante de tiempo y muestre que la misma es
constante en el tiempo.

d) Encuentre la relacion entre F,m,a

e) Resuelva el problema de una particula cargada en un campo eléctrico constante y compare con
los items anteriores.
., . . . . a . . .
Ayuda: la soluciéon de & = L F'i es simplemente & = em F744. Considerar un sistema de

referencia adecuado de manera que F' adopte una forma simple.

1 Ayuda: usar la expresion p - U,
2Los SRI son un conjunto de sistemas privilegiados, en general distintos, para cada punto de la trayectoria de la particula.



7. Trayectorias, Accién e invarianza de reparametrizaciones: Considerar la accion para una particula libre

relativista dada por
Sy =—m / A\ —i2, @ =4t (4)
donde 1# = % con 1t =0,..,3y N = diag(— + ++).
a) Hallar el momento p, = % y mostrar que
p?+m? =0. (5)

Este vinculo se denomina vinculo de capa de masa (mass shell constraint). Mostrar que el
vinculo se preserva en el tiempo %(p2 +m?) = 0.

b) Construir el Hamiltoniano Hq, = p,&" — L y mostrar que es identicamente nulo
Houn = 0. (6)

El origen de la aparicion de los vinculos (5) y (6) es la invarianza de reparametrizaciones

A= XN =M (A) de la accion Sy. Es el vinculo de capa de masa el que gobierna la dinamica del
sistema. Asimismo, la invarianza de reparametrizaciones indica que el conjunto (z*,p,) Vu
contiene coordenadas redundantes en el espacio de las fases. Es evidente que podemos eliminar
alguna de ellas mediante una eleccién de gauge, por ejemplo A = z° = t de esta forma el
parametro a lo largo de la linea de mundo coincide con el tiempo coordenado en un dado sistema
de referencia. El vinculo (5) permite eliminar uno de los momentos p y el sistema resultante
consiste en 3 g.l. y sus respectivos momentos.

¢) Incorporar el vinculo (5) al hamiltoniano mediante un multiplicador de Lagrange e. El principio
variacional hamiltoniano se deriva de

Ix,p,e] = /dA [p-&—e(p* +m?)]
Eliminando p usando su ecuacién de movimiento obtener la accién maestra®
1 1,2 2
S[x,e]:§ dX [e7'd® — em?] (7)

d) Eliminando e mediante su ecuacién de movimiento recuperar (4).

8. Accién con parametrizacién de tiempo propio: Mostrar que si deseamos las ecuaciones de movimiento
en parametrizacion con tiempo/longitud propia, podemos emplear la accion cuadratica en velocidades

dada por
1

Silx] = §/d7 (nwi‘“i” — mz)

Esta accion se obtiene de fijar el gauge e = 1 en la accién maestra (7).

3Lema de eliminacién: cuando es licito resolver una ecuacién de movimiento, sustituir el resultado en la accién, variar respecto
de las variables restantes y obtener las ecuaciones de movimiento restantes? Cuando la ecuacién de movimiento que resolvimos
es algebréica.
oI

Dem: consideremos una accion I[i, ¢] dependiendo de dos variables 1 y ¢ de manera que la ecuacion 55 = 0 puede ser resuelta
algebraicamente para ¢ en términos de 1), esto es ¢ = ¢(1)). Luego

ol

- -0

00 lg=p(w)

Las ecuaciones restantes para 1) son equivalentes a las obtenidas a partir de f[d]} = I[¢, #(1)], esto es, la accion donde reinser-
tamos la solucion. Esto se deriva usando la regla de la cadena

o oI S(vp) 61 51

S Wlpmgwy) O 0l 0 lo—arw)

Moral: si una de las ecuaciones es algebraica para una de las variables, es licito resolverla y sustituir el resultado en la acciéon
original. De esta manera, la accién resultante conduce a las mismas ecuaciones de movimiento que la accién original.



i. Si bien este Lagrangiano no es invariante de parametrizaciones argumentar que sus puntos criticos
coinciden con los de (4).

ii. Construir el Hamiltoniano y mostrar que se conserva en el tiempo. El signo del mismo determina si
la geodesica es tipo: tiempo/espacio/nula. Concluir entonces que el presente lagrangiano generaliza la
idea de geodésica al caso de trayectorias nulas.

9. Ondas electromagnéticas en el espacio-tiempo e Invarianza de Lorentz: A partir de las relaciones entre
(E,p) entre sistemas de referencia inerciales en movimiento relativo segun x

e =" (px —ﬂE)
C

E' E
— =7 <_ —52%)

C C

y las transformaciones de Lorentz para las coordenadas entre sistemas S y S/, mostrar que la fase de
una onda electromagnética monocromatica satisface

p=wt—k - x=uwt' -k -x.

Esto es, es invariante de Lorentz.

\ Light wave in our universe

2
=

Wavelength

Las rectas grises en la figura de la izquierda corresponden a la posiciéon de los méximos de sin ¢ en el
espaciotiempo, esto es ¢ = (2n + 1)7. En la figura de la derecha se observan los picos en la amplitud
de la onda.

Este resultado manifiesta el hecho de que la posicion de la cresta de una ola (su maximo) es un
objeto bien definido en el espacio-tiempo que es independiente del marco de referencia.

Problemas adicionales

_— . . . +v
1. Composicién de velocidades: siendo ¢ = 1, muestre que si |ul, |v] < 1 entonces

—+ uv

Considerar ahora la composicion de |u| =1y |v| < 1.

2. Oscilacién en la aberracién de la luz de estrellas distantes = ausencia de arrastre de eter:

(a) \l/

(b) ~le
Bstrella # 71 71
. strella .
Fig. 3 "/ .
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La aberracion de la luz es la diferencia entre la posiciéon observada de un objeto y su posicion real,
debida a la velocidad del observador. Para velocidades no relativistas*, la ley de adicion de
velocidades de Galileo resulta en un dngulo de incidencia aparente para la luz de una estrella lejana
incidiendo verticalmente de tan« = v/c (esto fue observado por primera vez por James Bradley en
1725). Muestre que el resultado relativista es sina = v/c y estime el orden de magnitud de las
correcciones correspondientes.

3. Siendo Ap(v) la transformacion de Lorentz asociada al boost con velocidad v, mostrar que
A= AB(Vl) . AB(VQ) . AB(—Vl) . AB(—VQ)
con vi - vo = 0 es una rotacion. Asumir vy, vy < 1. Cuadl es el eje de rotacion? y el angulo?

4. Aceleracion propia en Minkg: generalizar la ecuacion (3) hallando
" = (1) (W) v-a,a+ (1)’ (v-a)v)
siendo v = “fj—f ya= fli—’; y obtener

1
[0
(’Yv)Q\/l + (’Yv)Q'UQ cos 6

siendo « el modulo de la aceleracion propia y 6 el angulo entre los vectores velocidad y aceleracion.
Bajo qué condiciones vale la formula (3)?

la| =

5. Adicién de velocidades y parametro de velocidad: La ley de adicion de velocidades de Einstein toma una
forma simple en términos del parametro de velocidad:

a) Mostrar que si v =tanh y u = tanh ', luego

u—+v
1+ uv

= tanh(6 +6'),

es decir, la composicion de velocidades se reduce a la adiciéon de los pardmetros de velocidad.
. Coémo podria haberse visto esto en el marco del ejercicio 3 (cf. item ¢)?

b) Un objeto se mueve con velocidad v; con respecto a O1, que se mueve con velocidad vy respecto
de O, que se mueve con velocidad v3 respecto a O3 hasta que finalmente On_1 se mueve con
velocidad vy con respecto a Oy, donde todas las velocidades tienen la misma direcciéon. Muestre
que la velocidad v(xy del objeto con respecto a Oy puede escribirse como:

oo Pn =Py
TR Ry
donde
N
Py = JJa+w)
1=1

4La velocidad orbital de la tierra alrededor del sol es de 30 km/s.



