Mecanica Estadistica II - Curso 2019
Practica 2: Excitaciones del Helio II - Superfluidez

1. Contribucién de los fonones al calor especifico

Las excitaciones de més baja energfa del He* son fonones. Por lo tanto, el calor especifico para tempera-
turas lo suficientemente bajas estd dominado por esta contribucién, la cual puede calcularse siguiendo
los siguientes pasos:

a)

Para un gas de fonones sin interaccion el espectro viene dado por E{n;} = ®o+ >, Iuw; (nl + %),
en donde w; son las frecuencias de los modos normales, n; son los niimeros de ocupacion de cada
modo y Py es la llamada energfa de unién (binding energy). Muestre que el calor especifico de este

sistema puede escribirse como
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Explique por qué para calcular el calor especifico consideraremos sélo a los N modos normales
longitudinales de vibracion. Muestre que en tal caso la frecuencia de Debye wp viene dada por

1/3
wp = (G”JN ) ¢, en donde c es la velocidad del sonido en el liquido.

Utilizando los resultados de los incisos anteriores, muestre que, a bajas temperaturas, el calor
especifico por unidad de masa del liquido viene dado por

B 22kt 3
~ 15ph3c3

cy (2)
en donde p es la densidad de masa del liquido. Defina cuantitativamente el rango de validez de
esta aproximacion, i.e., defina a qué nos referimos con “bajas temperaturas”.

Obtenga el valor numérico de cy para el He* utilizando p = 0,1455g/cm?® y ¢ = 238m/s y
compérelo con el medido experimentalmente ¢y = (0,0204 + 0,0004) T3 Jg=1 K 1. El resultado
experimental es valido para 0 < T < 0,6 K, jes consistente este intervalo con lo que hemos definido
como bajas temperaturas?

2. Modelo de excitaciones elementales: fonones y rotones. Contribucion de los rotones a las
variables termodinamicas.

Landau propuso un modelo empirico para explicar el comportamiento del liquido Helio II, donde las
excitaciones corresponden a un fluido “normal” flotando en un fondo, el superfluido; de tal manera
que a T = 0 todo el sistema esta en la fase superfluida. En este modelo, las excitaciones de més baja
energia corresponden a fonones, seguidas por las de “rotones”. Se supone que las interacciones entre
las excitaciones son despreciables a bajas temperaturas. Para los rotones, la relacién de dispersion

e(p) = A+ 520 donde A/kp = 8,65(4) K, po/h = 1,92(0,0) A7, = 0,16(L)me.

a)

b)

Identifique la hipdtesis més fuerte en el modelo de Landau, la cual simplifica enormemente el
problema.

Discuta el rango de temperaturas donde las excitaciones de fonones y/o las de rotones son rele-
vantes.



Escriba una expresién para el gran potencial para el sistema de rotones. ;Cudnto vale el po-
tencial quimico y porqué? Muestre explicitamente que para el rango de temperaturas de interés
exp(A/kpT) >> 1.

Calcule la presion para este sistema. Indique y justifique claramente las aproximaciones realizadas.

Obtenga la energia libre de Helmoltz, la entropia, la energia media y el calor especifico para este
sistema.

3. Inercia del gas de excitaciones

La masa efectiva de un gas en “movimiento conjunto” puede definirse como la constante de proporcio-
nalidad entre la velocidad ¥ del conjunto y el momento P del gas.

a)

Para un sistema donde el niimero de particulas N no esté definido, pero el momento P esté fijo,
escriba el nimero medio de ocupacién de un nivel e(p), desde el sistema de laboratorio.

A partir del punto anterior, y teniendo en cuenta la definiciéon de masa efectiva, encuentre una
expresion general para la “densidad efectiva” del sistema.

Calcule la densidad de masa para los fonones.

Repita el célculo anterior para los rotones. Compare con la densidad de fonones y muestre para
qué rangos de temperatura los fonones y/o los rotones aportan a la masa inercial del fluido.

La temperatura a la que ocurre la transicién de fase lambda en el helio puede pensarse como
la temperatura donde la densidad de la fase superfluida es cero. Es decir, donde la contribucién
a la densidad proviene completamente de la fase normal, que en este modelo esta representada
por las excitaciones. Comparando la densidad de rotones con la del Helio, obtenga un valor de la
temperatura critica y compérelo con el experimental para T).

4. Criterio de Landau para la superfluidez

¢)

Considere el movimiento de un fluido a 7" = 0, situacién para la cual todas las particulas estan en
el estado fundamental, es decir, no hay excitaciones en el sistema. Suponga que el fluido se mueve
con velocidad ¢ dentro de un capilar.

Muestre que, en el sistema de referencia en el cual el capilar estd en reposo, la diferencia de
energia generada por la aparicién de una excitacién con energia £(p) y momento p viene dada por
AE =¢(p)+7p- 0.

Muestre que la condicién para que no se produzcan excitaciones en el fluido es v < v, = min,, E(p—p)

y que p- v < 0. Para v < v, el flujo es superfluido.

Encuentre la velocidad critica de superfluidez v, (i) para un gas ideal, (i) para un sistema cuyas
Unicas excitaciones son fonones con velocidad de propagacién ¢ y (i) para el Helio IT de acuerdo
al modelo de Landau (fonones y rotones). En Helio II el valor observado de la velociad critica es
del orden de 1em/s a 100em/s y esta velocidad depende fuertemente de la geometria del flujo.
Compare este valor con los valores obtenidos a partir del modelo de Landau. ;Qué sugiere la
comparaciéon?

Considere ahora al fluido a una temperatura finita 7' # 0. En tal caso existen excitaciones térmicas
en el sistema. Muestre que el nimero medio de ocupacién del estado (p), observado en un
sistema de referencia K con respecto al cual el gas se encuentra en movimiento con velocidad v,
es n(e(p) — U-p), en donde n(e) es la ocupacién en reposo. Encuentre la condicién para que todos
los nimeros de ocupacién sean positivos. Compare esta condicién con el criterio de superfluidez
obtenido en los incisos anteriores. Relaciones este resultado con la teoria de los dos fluidos de
Landau estudiada en los ejercicios anteriores.

; Cudl es la hipotesis mas fuerte en esta teoria de Landau sobre la superfluidez?



