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Capitulo 1

Segunda cuantificacion

Queremos considerar ahora el caso de muchas particulas cuanticas. Nor-
malmente este es un problema que sabemos muy bien como tratar en mecani-
ca cuantica: si conocemos el espacio de Hilbert H; de una sola particula y
una base completa |a), sabemos que para A particulas tenemos un espacio
de Hilbert que se construye como el producto directo de los espacios indivi-
duales:

N
Hy = QHi, (1.1)
i=1
y que una base completa de tal espacio es simplemente
lag, g, ... ) = |ag) @ |ag) -+ |ap). (1.2)

Entonces tenemos que resolver una ecuaciéon de Schrodinger con una funcion
de onda que depende de las N variables correspondientes a las A particulas,
Y(ry,ra, 73, ..., Tx). Aunque este es un programa perfectamente aceptable
cuando el nimero de particulas es pequeiio, es particularmente inadecuado
para abordar el caso de muchos fermiones o bosones cuanticos que inter-
actiian, por varias razones.

La primera tiene que ver con la indistinguibilidad de las particulas. Incluso
si son libres entre ellas, no todos los estados son aceptables para las funciones
de onda de N particulas indistinguibles, para las que sélo se permiten las
funciones de onda totalmente simétricas (para bosones) o antisimétricas (para
fermiones). Esto significa que incluso para particulas que no interactiian no
podemos usar directamente estados producto de la forma (1.2). En cierto
modo, el hecho de que tengamos que lidiar con particulas indistinguibles ya
introduce correlaciones en la funcion de onda incluso cuando las interacciones
no estan presentes. La funciéon de onda se vuelve bastante complicada ya que
deben estar correctamente (anti-)simetrizadas y normalizadas, lo que las hace
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muy dificiles de manejar. Por ejemplo, para dos particulas se tiene
1
=%

donde el signo + corresponde a bosones y el — a fermiones. En la férmula
anterior denotamos por |a, 5) a los kets correctamente simetrizados y nor-
malizados para particulas indistinguibles, mientras que a los kets producto
los escribimos

|, B) [la, B) £ 18, )] (1.3)

|, B) = o) ® B) = |&) ® [B). (1.4)
Notese que en este caso el orden importa: la primera particula esta en el
estado « y la segunda (. Siempre (independientemente de si se trata de un
bra o un ket) numeraremos las particulas de izquierda a derecha.

Cuando el nimero de particulas crece, el uso de una funcién de onda
simetrizada se vuelve mas y mas pesado ya que el niimero de términos en la
funcién de onda crece como N'!. De hecho, la funcién de onda en general se
escribe como

w(r17r27"'77‘/\/’) = (r17r27"'77‘./\/"05170527"'7&/\/)

= C Y (E1)* Py (rp)pa(rr,) - on(rar) (1.5)

donde ¢, (7) = (r|a) es la funcién de onda correspondiente al estado « de las
particulas individuales. Para simplificar la notacién, en la ecuaciéon anterior
hemos escrito ¢1(r) en lugar de @, (7), y lo mismo con las demés. P son
las permutaciones del conjunto de ntimeros del 1 al N, s(P) es la firma o
signatura de la permutacion P (es decir, el nimero de transposiciones en P)
y, como de costumbre, el signo + es para bosones y el — para fermiones.
La constante C' debe determinarse de manera que la funciéon de onda esté
correctamente normalizada. Para los fermiones, se puede reescribir la funcion
de onda como un determinante (conocido como determinante de Slater)!

ei(r) ... pilrw)
(ry,ro, ..., TN) = : : ) (1.6)
on(ry) .. pa(ry

lo que ayuda un poco para los calculos practicos, pero no mucho. En resumen,
incluso para los electrones que no interactian, habria que tratar con funciones
de onda que contuvieran 1023! términos, lo cual es realmente desagradable.

'En el caso bosénico puede representarse mediante un objeto andlogo conocido como
“permanente”, que se calcula como un determinante, pero utiilizando siempre signos + en
los distintos términos.
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El segundo problema esta relacionado con la forma en que representa-
mos a los operadores en la mecanica cuantica estandar. Si consideramos, por
ejemplo, un operador que mide el momento total de un sistema de particulas,
éste tiene que escribirse como una suma de operadores que actian sobre cada
particula individualmente:

N
Py = ZP’L (17)
i=1

donde P; es el operador que acttia sobre la particula i-ésima. Téngase en
cuenta que esto es un abuso de notaciéon ya que Py es un operador de Hy,
que rigurosamente se debe escribir como

P=191®..9P®...01, (1.8)

donde 1 es la identidad y P se inserta en la posicion i-ésima. El operador y
las funciones de onda dependen asi explicitamente del nimero de particulas.
Por lo tanto, uno deberia cambiar completamente todo el calculo dependiendo
de si miramos 2 o 20000 particulas, lo que nuevamente es particularmente
molesto. También impide tomar de manera directa el limite termodinamico
N — oo cuando el volumen de los sistemas también tiende a infinito. Dada
la gran cantidad de particulas, esta claro que tomar este limite es lo deseable
ya que simplificaria mucho los calculos.

Una tercera razén, quizds mas profunda y mas fisica, y que definitiva-
mente liquida la posibilidad de utilizar la mecanica cuantica usual, es que jen
muchos sitemas el nimero de particulas no se conserva! y esta si. Esto puede
ocurrir por varias razones, por ejemplo, en sistemas de altas energias, porque
buscamos describir sistemas de particulas que pueden aniquilarse y conver-
tirse en otras, tales como electrones y positrones. O para un ejemplo mas
ligado a los materiales, mencionemos el modelo BCS para un superconduc-
tor, que discutiremos en el capitulo siguiente. Veremos que las cuasiparticulas
fermiénicas que son responsables de la superconductividad se forman por una
superposicion de electrones y huecos y no se conservan en nimero.

Por estas razones, debemos buscar una reformulacion de la representacién
estandar de la mecdnica cudntica (también conocida como primera cuanti-
ficacién) para sistemas de varias particulas indistinguibles. Idealmente de-
beriamos hallar un formalismo que se ocupe automaticamente de lo siguiente:

1. Que la simetrizacién o antisimetrizacién se realizara de manera au-
tomética sin tener que tratar explicitamente con A/! términos.

2. Que La forma de describir el sistema no dependa explicitamente del
nimero de particulas presentes en él. Esto deberia permitir tomar el
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limite termodinamico facilmente y también abordar situaciones mas
generales en las que el nimero de particulas puede cambiar.

Esto lo proporciona el llamado método de “segunda cuantificaciéon” que des-
cribiremos en este capitulo?.

1.1. Espacio de Fock

La idea bésica es convertir el hecho de que las particulas sean indistingui-
bles en una ventaja. De hecho, si este es el caso, significa que no es necesario
conocer el estado cuantico de cada particula individual, sino simplemente
cuantas particulas hay en un estado cuantico dado. Supongamos que uno
tiene una base completa |«) de estados para una sola particula. En general,
esta base es infinita, pero si el sistema se pone en una caja, se pueden cuanti-
ficar los estados (por ejemplo, cuantificando el momento) y tener un niimero
finito de estados (generalmente proporcional al volumen del sistema §2). Asi,
denotamos todos los estados en esta base como

|Oé1>,|0l2>,...,|0zg>, (19)

donde hemos usado la notacién |ag) para el ltimo estado para recordar que,
en general, el nimero total de estados en esta base crece con el volumen del
sistema. Téngase en cuenta que el tamano de la base no esta relacionado con
la cantidad de particulas que estan presentes en el sistema. Para los bosones,
por ejemplo, uno podria tener una base completa de los estados de una
particula que contienen solo dos estados y tener 10000 bosones presentes en el
sistema (ya que varios de ellos pueden ir en el mismo estado cudntico). Para
los fermiones, por supuesto, el nimero total de particulas siempre es menor
que el nimero total de estados disponibles debido al principio de Pauli. Como
se muestra en la figura 1.1, podemos describir completamente el sistema y
reconstruir su funcién de onda si conocemos el nimero de particulas n; en
cada estado |«;) de la base completa de estados de particulas individuales,
y por lo tanto, podemos caracterizar completamente la funcién de onda del
sistema mediante el conjunto de nimeros ny,ns,...,ng. El nimero total de
particulas en el sistema es, por supuesto, N' = n; + ny + -+ - + ng, y puede
variar si uno varia uno de los n;.

Definamos entonces un espacio en el que puedan existir un niimero arbi-
trario de particulas. Si llamamos H s al espacio de Hilbert con N particulas,

2La terminologfa usual de “primera” y “segunda” cuantificacién es bastante desafortu-
nada. Da a entender que hay otro objeto que ahora se esta cuantificando, més especifica-
mente la funcién de onda, pero esto es incorrecto, como veremos mas adelante.
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Figura 1.1: El estado de un sistema con un nimero arbitrario de particulas
indistinguibles se conoce por completo si se sabe cuantas particulas hay en
un estado cuantico determinado.

como en la ec. (1.1), podemos definir
+o0
F=H,; (1.10)
=0

que es la suma directa de todos los espacios de Hilbert con 0, 1, 2, etc. particu-
las. Tal espacio se llama espacio de Fock. En este espacio definamos ahora el
estado

|ni, no,n3, ..., ng) (1.11)

donde, como se muestra en la Fig. 1.1, n; es el nimero de particulas en el
estado cudntico |a;). Podemos dar completamente la expresion de la funcién
de onda correspondiente al estado (1.11). Si llamamos rq,79,...,7\ a las
posiciones de cada particula (téngase en cuenta que N' = nj; +ng+---+ng),
tenemos

n1 términos

VNI
(rire, ..., Tx|n1, N9, ... ng) = msi[%(’rl)%(”ﬁ) 0o (Tny)

ng términos

@2(rn1+1)()02<’rn1+2) o 902(rn1+n2> ce

ng términos

@Q(Tn1+...+n971+1)902(rn1+...+n971+2) T 902(Tn1+---+n971+n9)]- (1~12)

Aqui los prefactores aseguran que la funcién de onda esté adecuadamente
normalizada. El (anti)simetrizador Sy se define como

Si [61(m) .+ o)) = 37 SED D (r)nlrr) - bxlrry). (113)

P

Dos estados de la forma (1.11) que tienen un ntimero diferente de particulas
N pertenecen a dos espacios de Hilbert diferentes y, por lo tanto, son obvia-
mente ortogonales en el espacio de Fock. Para sistemas con el mismo ntimero
total de particulas, se puede verificar usando la funcién de onda (1.12) que
los estados (1.11) para una base ortogonal y normalizada satisfacen

(n1,n2,. .., naln|,nh, ..., 0G) = Onywt Ony g+ Ongyn, (1.14)
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Por lo tanto, podemos usar la base (1.11) para caracterizar cada operador y
elemento de matriz en el espacio de Fock. Como se mencioné antes, esta base
es extremadamente conveniente ya que se basa en la cantidad minima de
informacion necesaria para describir un sistema de particulas indistinguibles.
En particular, el nimero de “contadores” n; necesarios no crece con el niimero
total de particulas.

1.2. Operadores de creacién y destrucciéon

Introduciremos a continuaciéon un conjunto de operadores que nos permi-
tird generar todos los elementos de la base (1.11). Para cada estado a; de
la base completa de una sola particula, definimos un operador de creacién y
destruccién, que aumentara o disminuira en uno el nimero de particulas en
este estado particular. De este modo, podremos usar estos operadores para
modificar el contador n; dando el nimero de particulas en un estado cuantico
dado, y asi abarcar todo el espacio de Fock. La definicion practica de estos
operadores es diferente dependiendo de la estadistica de las particulas.

Bosones

Introducimos los operadores de creacion ag y destruccion a; por su accién
sobre todos los estados de una base completa en el espacio de Fock, en la

forma
a1|n1,...,ni,...,ng> =+ 1ng,...,n;+1,...,ng), (1.15)
ai|ny, ... Ny ng) = /ning, . .o,n — 1,000 ng).

Estas definiciones determinan por completo a los operadores por sus elemen-
tos de matriz en la base de niimeros de ocupacién (1.11). Comprobemos que
los operadores aj y a; son efectivamente hermiticos conjugados uno del otro.
Dado que (1.11) es una base ortogonal, el tnico elemento de matriz distinto
de cero para a; es

(ny,...,n; + 1,...,nQ|aI|n1,...,ni,...,nQ> =+v/n; + 1. (1.16)
Tomando el complejo conjugado de esta expresion se obtiene
(ny,...,ngy ... nglagng,...,n; +1,...,nqg) = vVn; + 1, (1.17)

que de hecho es exactamente la definicion del operador a; en (1.15) (con el
reemplazo de n; por n; + 1). Otra propiedad importante de los operadores es
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que solo abarcan el espacio de Fock. De hecho, aunque parece formalmente
de (1.15) que el operador a; podria operar en un estado que tiene n; = 0
particulas en el estado «; el prefactor en la definicién asegura que el elemento
de matriz correspondiente es cero:

aijlny,...,n; =0,...,nq) =0, (1.18)

y asi, si uno intenta aplicar el operador de destrucciéon en un estado que
no tiene ninguna particula en el estado cuantico correspondiente, obtiene un
resultado trivial, lo que significa que no se pueden generar estados no fisicos
con numeros de ocupacién negativos.

Si definimos el estado que no contiene particulas en ninguno de los estados
cuanticos (a veces denominado vacio) en la forma

‘O> = ‘nl :0>n2:o7"'7nﬂ:0>7 (119)

se verifica que a partir de este vacio |0) y los operadores a;-r podemos construir
todos los vectores de la base completa del espacio de Fock, ya que

_ (ah)m .. (e

|n17"'7ni7"‘7nQ>_ \/n_ll\/n_Q'

Por lo tanto, uno puede generar completamente el espacio de Fock desde
el estado tinico |0) mediante los operadores de creacién (y destruccion ya
que son conjugados hermiticos). El vacio verifica la propiedad de que para
cualquier ¢

10). (1.20)

a;|0) =0 (1.21)

Debemos tener cuidado de no mezclar el vacio |0), que es un vector del
espacio de Fock, y uno sobre el que los operadores pueden actuar para dar
otros estados del espacio de Fock, con el cero 0.

Los operadores de creacién y destruccion constituyen asi una manera
muy conveniente de describir el espacio de Fock. En lugar de definirlos a
partir de sus elementos de matriz en una base dada, tal como (1.11), es més
conveniente definirlos a partir de sus propiedades intrinsecas. Mostremos que
la definicion (1.15) implica que los operadores aj y a; poseen ciertas relaciones
de conmutacién especificas. Y a la inversa, si se obedecen estas relaciones de
conmutacion, entonces los operadores, y el vacio correspondiente definido por
(1.19), serviran para construir un espacio de Fock a partir de (1.20) en el que
tendran los elementos de matriz (1.16) y (1.17).

Calculemos primero la accién de un producto de dos operadores de crea-
cion a;’ y a; en estados distintos (i # j) sobre un estado arbitrario de la
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base:

Tt .
a,-aj\nl,...,ni,...,nj,...,ng>—ai nj—|—1|n1,...,nl-,...,nj+1,...,ng>

=vni+1yn;+1ng,....on+1,...n;+1,... ng).
(1.22)
y es facil comprobar que la accién de a}ag producird exactamente el mismo
resultado. Asi, para cualquier elemento de la base se tiene

[al,aﬂ N1,y NGy My, ng) = 0, (1.23)
lo que significa que
[aj,aﬂ —0. (1.24)

Dado que un operador conmuta consigo mismo, esto también es cierto cuando
1 = 7. Tomando el hermitico conjugado del conmutador anterior obtenemos

la;, aj] = 0. (1.25)

Veamos ahora qué ocurre si calculamos la acciéon del producto de un
operador de destruccién con uno de creacién, siempre con (i # j):

aj&j\nl,...,ni,...,nj,...,ng> :aj‘/nj\nl,...,ni,...,nj—1,...,ng>

=vn;, +1y/njny,....n+1,...,n; —1,...,ng)
(1.26)

I (con i # j ) darfa el mismo resultado.

y de manera similar la accion de a;a;

Se tiene asi [al, aj} = 0 cuando ¢ # j. El caso ¢ = j es especial. Por un lado
tenemos que

alai’nl,...,ni,...,ng> :aj\/n_i]nl,...,ni—l,...,n@
= /(ni — 1)+ 1/milna, ... ng, ... ng)  (1.27)
:ni|n1,...,ni,...,n9>,

y por otra parte
aallng, .. na, ..o ong) = aivni + 1ng, .o ni+ 1, .. ng)
=V, + I +1ng, ... g, . .ong)  (1.28)
= (n;+ 1)ny,...,ni, ..., nq).
Concluimos entonces que

{ai,aﬂ N1, ..y ng) = |Ng, .. g, .., ng). (1.29)
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Juntando los dos resultados, encontramos finalmente que el conmutador es
{ai, GH = 51'7]'. (130)

Se puede entonces resumir las propiedades de los operadores de creacion
y destrucciéon mediante el conjunto de relaciones fundamentales

[ai, GH = 517]‘,

{aT aq 0, (1.31)

1) g

[ai, Clj] =0.

llamado también algebra de los operadores. Junto con la acciéon de los ope-
radores de destrucciéon sobre el vacio (1.21), son equivalentes a las definicién
de los elementos de matriz (1.17) y (1.16). Esto implica que si disponemos
de

1. Una base completa |o;) de estados de particulas individuales (y las
funciones de onda correspondientes (7|a;))

2. Operadores de creacion y destruccion, a} y a;, para cada uno de estos
estados, que obedecen relaciones conmutacién canénicas (1.31).

3. Un vacio |0) que es destruido por los operadores de destruccién a;]|0) =
0,

podemos construir completamente un espacio de Fock para bosones. La idea
es entonces explotar directamente las propiedades anteriores y utilizar las re-
laciones de conmutacién candnicas entre los operadores bosénicos para calcu-
lar las propiedades fisicas, en lugar de las funciones de onda. Esta desripcion
se conoce como segunda cuantificacion.

Tomemos por ejemplo el siguiente estado de dos particulas:

¥) = ala}|0). (1.32)

y reconstruyamos la expresién para la funcién de onda usando (1.12). Se
obtiene

1
w@“la ’1“2) = (T1T2”gb> = ﬁ [(70041 (rl)(poz (Tg) * Pay (r2)(700¢2 (’1“1)] ) (133>
que es la funciéon correctamente simetrizada que describe dos bosones. Sin
embargo, el interés de la segunda cuantificacién es apegarse a los operadores
y sus relaciones de conmutacion y evitar volver a las funciones de onda, que
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en general son bastante intratables. Por ejemplo, los operadores de creacion

conmuntan entre si, y por lo tanto a{ag = agai. Entonces

aja3|0) = alai[0), (1.34)

y asi la funcién de onda [¢) resulta ser simétrica por permutacién de las
particulas. Los operadores de creacion y destruccion estan asi directamente
disenados para tener en cuenta adecuadamente la simetrizacion de las funcio-
nes de onda y la indistinguibilidad de las particulas. De hecho, las relaciones
de conmutacién permiten obtener directamente la informacion sin pasar por
ningiin proceso de simetrizacién. En particular, los promedios se pueden cal-
cular directamente. Ilustrémoslo calculando la normalizacién de la funcion
|1)). Queremos calcular

(¥[1h) = (0]asaralab|0). (1.35)

Aunque este es un ejemplo especifico, veremos que generalmente todos los
observables fisicos se reducen al promedio en el vacio de un determinado pro-
ducto de los operadores de creaciéon y destruccion, por lo que el método que
describimos se puede aplicar de manera general. Para calcular el promedio, lo
Unico que necesitamos usar es el hecho de que el vacio es destruido por tods
los a;. Por tanto, utilizando las relaciones de conmutacion, deberiamos llevar
los operadores a; a la dereha, de modo de hacerlos actuar sobre el vacio. para
actuar sobre el vacio. Primero escribimos alai =1+ a{al de la relaciéon de
conmutacion. Tenemos entonces

(W]1h) = (0las(1 + alas)ad|0),

(1.36)
= (0agab|0) + (0]agalaiab|o).
En el segundo término podemos usar ahora la relaciéon de conmutacion aq ag =

abay para reescribirlo como (0]azalaba;|0) que inmediatamente da cero. Para

el primero usamoe de nuevo las relaciones de conmutacién, y obtenemos

0lasa}|0) = (0|(1 + abas)|0),

(Ylv) =
= (0]1]0), (1.37)
— 1.

Aunque los calculos pueden volverse tediosos cuando crece el nimero de
operadores, la mecanica siempre es la misma, y con un poco de practica se
pueden acelerar.
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Fermiones

Pasemos ahora a los operadores de creacién y destrucciéon de fermiones.
De manera similar que para los bosones, definimos

cZ|n1,...,ni,...,nQ) =1 —=n)(=D)%ng,...,n; +1,...,nq),
(1.38)

cilng, ..o niy .o ng) = ni(—= D)% ng, .o ng — 1, ng),

donde ¢, = Zé;ll n; y € = 0. El orden de los elementos en la base debe
fijarse una vez, y utilizar siempre la misma convencién, pero, por supuesto,
es arbitraria.

En estas definiciones, algunos términos son bastante transparentes: dado
que para los fermiones el principio de Pauli impide que dos fermiones estén
en el miso estado, los niimeros de ocupacion n; estan restringido a toar los
valores 0 o 1 . Por lo tanto, es importante que el operador de creacién no
pueda crear dos particulas en un estado, lo cual queda asegurado por el factor
1 — n; que garantiza que si cj actia sobre un estado con n; = 1 entonces la
accion del operador dara cero. De manera similar, el factor n; asegura que el
operador de destruccién no puede destruir una particula en el estado para el
cual n; = 0. La fisica del factor extrano (—1)“ no es obvia por el momento, y
uno podria tener la tentacién de definir los operadores sin tal factor de fase.
Veremos su utilidad un poco mas adelante.

Procedemos ahora exactamente como con los bosones: comprobemos pri-
mero que los operadores cz y ¢; son efectivamente hermiticos conjugados uno
del otro. De hecho, los calculos con fermiones son méas simples en cierto sen-
tido, ya que para cada estado «; solo hay dos posibilidades n; =0 o n; =1
para el estado correspondiente. El tinico elemento de matriz distinto de cero

para el operador cj» es

(ny,....ni=1,....nglclny,...,n; =0,... ng) = (—1)°. (1.39)
mientras que para ¢; el inico elemento de matriz distinto de cero es
(ny,...,n;=0,...,nglc;|ny,...,ni =1,...,nq) = (1) (1.40)

que obviamente es el complejo conjugado del otro.

Para continuar con las relaciones de conmutacion y comprender el papel
de los coeficientes (—1)%, veamos primero la accién de ¢;icl. Como esto solo
afecta al estado a;, podemos simplemente considerar su accién sobre los dos
estados con n; =0y n; = 1:

cicllng, ... ni =0,...,ng) = (=1)%¢i|ny,....ni =1,...,ng)

(1)

:|n1,...,ni:O,...,nQ)

nl,...,ni:O,...,nm (141)
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Por otro lado,
cjci\nl,...,nizo,...,n@ = 0. (1.42)

Notese que en este resultado los factores (—1)“ no juegan ningtn papel, y
podriamos haber definido los operadores sin incluirlos. En forma similar,

cl-c;r]nl,...,nizl,...,n@:0 (1.4
c;rci|n1,...,nz~:1,...,n9> =1|ny,....,n;=1,...,n9).

T

Se observa entonces que {ci, cz} no tiene ninguna expresion simple. En cambio,

el anticonmutador

{ci,cﬂ = el + e (1.44)
Jr
conduce a
[Ci,czh N1, gy o) = N1, Mg, NG, (1.45)
y por lo tanto
einel] =1 (1.46)
Jr

Por lo tanto, se puede adivinar que en lugar del conmutador, es el anticon-
mutador el que jugarda un papel importante. El rol del factor (—1)¢ sera,
por lo tanto, asegurar que para las otras combinaciones también se obtengan
relaciones simples para el anticonmutador. [lustrémoslo con la acciéon de cic;

con i # j. Suponiendo que i < j, tenemos que

cic;|n1,...,n,-,...,nj,...,nQ> =1 —-nj)(-1)%|n,...,ns...,n; +1,...,n0)

= (1 - nj)(—l)ejni(—l)ﬂnl, e,y — 17 e + 1, ce ,’I’LQ>.

(1.47)
Por otro lado,
c}cz-|n1,...,ni,...,nj,...,ng> :ni(—l)e"cﬂnl,...,ni—1,...,nj,...,nQ>
= (1 —n,)(=1)9n;(=1)ng, ..., mi — 1,...,n; +1,...,n0).
(1.48)

El término €; corresponde al factor de fase en un estado con n; —1 en lugar de
n;. Asi, e; = ¢;—1. En ausencia de dichos términos de fase, las dos expresiones
(1.47) y (1.47) serian idénticas y tendriamos que [ci,c}] = 0. Gracias a los
factores de fase €; ahora tenemos un signo menos entre los dos términos y la
relacion se convierte en

{ch C;L_ =0, (1.49)
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lo que permitira definir los operadores ¢; sélo en términos de sus anticonmu-
tadores. Es facil comprobar las restantes relaciones, y asi se tiene, de forma
similar que para los bosones,

[Cz’, CT-}JF = 5i,j7
[CZaCT‘L =0, (1.50)
[ci,ci]l, = 0.

Por otro lado, de la misma forma que para los bosones, se puede construir
todos los estados del espacio de Fock a partir de un vacio |0) que es destruido
por todos los ¢;(¢;|0) = 0) usando la relaciéon (1.20)

Las funciones de onda y los promedios se pueden calcular también con
las mismas técnicas que antes,, veamos como ejemplo la funciéon de onda de
dos fermiones en los estados oy y ap:

[¥) = cle3[0). (151)
y entonces, de (1.12) la funcién de onda resulta

1
(rima|i) = 7 [ (r1)aa(r2) — au(re)as(ry)] (1.52)

que es, por supuesto, la funcién de onda correctamente antisimetrizada para
fermiones. Sin ir a la funcién de onda, se puede ver directamente la antisi-
metrizacion a nivel de estados y operaores: usando la relacién de anticonmu-
tacion [c1, o], = 0 se encuentra que

cich|0) = —chef|0), (1.53)

y asi la funcién de onda |¢)) es obviamente antisimétrica por permutacién de
las particulas.

El hecho de que el operador ¢; se ocupe automaticamente de la antisimetri-
zacion hace que sea muy conveniente escribir incluso funciones complicadas.
Por ejemplo, el mar de Fermi, que corresponde a un estado donde todos los
niveles con energia mas baja que la energia de Fermi estan ocupados. Para
describir el estado de una particula necesitamos una base completa, y para
ello elegimos la base del momento |k) para la parte orbital, mientras que para
el sector de spin podemos tomar los dos estados propios de S, denotados por
| Y o|l)o|o==). Los estados a son asi @ = (k, 0 = ). Podemos entonces

definir los operadores de creacion correspondientes cL » que crean un electrén
bl
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con el momento k y el espin ¢ =1,/). En términos de estos operadores, el
mar de Fermi es simplemente

F)y= I chick,l0). (1.54)

k,e(k)gEF

Los promedios en el vacio se pueden calcular exactamente con la misma
técnica descripta para los bosones. Por ejemplo, si tomamos [|¢)) = cUO},
entonces (usando las relaciones de anticonmutacion),

(¥|v) = (0le;ct|0)
= (0]1 — ¢l¢;]0) (1.55)
= (0[1|0) = 1.

Generalizando el calculo anterior puede mostrarse el mar de Fermi esta orrec-
tamente normalizado, (F|F) = 1.

1.2.1. Operadores de un cuerpo

Ahora que tenemos definidos a los operadores que permiten construir
todo el espacio de Fock, lo que queda por resolver es expresar los observables
fisicos que queremos calcular en términos de estos operadores. Para hacerlo,
debemos tener en cuenta que los observables deben actuar sobre particulas
indistinguibles, lo que establece algunas restricciones sobre su forma. Antes de
dar sus expresiones en segunda cuantificacién, es conveniente clasificarlos de
acuerdo al niimero de particulas sobre las que actiian. Hay observables fisicos
que miden solo los niimeros cudnticos de una particula a la vez (tales como
el momento, la densidad, etc.) y otros que necesitan tratar con los nimeros
cuanticos de dos de las particulas para determinar sus elementos de matriz.
Este es caso, por ejemplo, del operador que mide las interacciones entre las
particulas. El primer tipo se llama operadores de un cuerpo, mientras que
el segundo es de dos cuerpos. En principio, se pueden tener operadores que
involucren mas de dos particulas (tales como colisiones de tres cuerpos y
mas), pero son de poca utilidad préctica en la fisica del estado sélido, por lo
que discutiremos principalmente aqui los de uno y dos cuerpos. Las férmulas
dadas aqui se pueden generalizar facilmente si es necesario.

Definicion

Comencemos primero con los operadores de un cuerpo. De manera bas-
tante general, llamemos O a un operador que representa alguna propiedad
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Figura 1.2: El operador de un cuerpo en segunda cuantificacion. El operador
cl cg cambia el estado cuantico de cualquier particula en el sistema del estado
[ al estado a. El elemento de amplitud de dicho proceso esta dado por los
elementos de matriz del operador de una sola particula O™: (a|O™M|3). Esto
asegura que el operador O esté operando en cada particula a su vez.

de una particula a la vez. Por supuesto, si O actia en el espacio de Hilbert
con N particulas, debe actuar sobre cada particula del sistema. Llamemos
OW al operador que actiia en el espacio de Hilbert de una sola particula; el
operador O correspondiente a las A particulas debe ser

0=0"91,8.. 9ly+1L,00"®.. . @ly+.. . +1,®...00% (1.56)

donde 01(1) es el operador que actiia sobre la particula ¢-ésima. El hecho de
que en la suma anterior, todos los coeficientes sean idénticos, es la consecuen-
cia directa del hecho de que las particulas son indistinguibles, y no podemos
distinguir en una medida si un cierto conjunto de ntimeros cuanticos corres-
poneden a una u otra particula del sistema. La forma (1.56) es por lo tanto la
forma mas general posible de un operador de un solo cuerpo para particulas
indistinguibles.

Para expresar (1.56) en segunda cuantficacion, debemos comenzar por
analizar qué sucede si tenemos un sistema con una sola particula (si no hay
ninguna particula, un operador de un cuerpo es trivialmente nulo). En ese
caso O = O y usando la base completa o podemos escribir

0 =3 la)al0V]8){8]; (1.57)
o,p
vy luego utilizamos que |a) = cf|0) para obtener
0 =3 (alOW]8)ck|0){0]cs. (1.58)
a,p

La interpretacion fisica de esta féormula es bastante simple: el operador cg
destruye una particula en un estado 3; como solo tenemos una particula en
el sistema, nos vemos obligados a ir al vacio, luego, desde el vacio, el operador
c! recrea la particula en el estado a. El resultado neto es que todavia tenemos
una particula en el sistema pero ha cambiado su estado cuantico al pasar del
estado (§ al estado «. La amplitud de dicha transicion estd dada por los
elementos de matriz del operador O™ entre los estados 3 y o

Si en lugar de una particula tuviéramos ahora un ntimero arbitrario de
particulas en el sistema, tendriamos que hacer exactamente lo mismo para
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cada una de ellas, dejando invariantes los nimeros cuanticos de las demas,
como sugiere (1.56), y hacer la suma. Un operador que logra esto esta dado
por la expresion

O = Z<a|O(1)]6>cL05 (1.59)
o,

que es idéntica a (1.58) excepto que no estamos obligados a ir al vacio después
de la destruccion de la particula en el estado 3. De hecho, si hay varias
particulas, el operador c/cs cambiara el nimero cudntico de una particula
del estado (8 al estado « y dejara intactos los ntimeros cuanticos de todas
las demds particulas del sistema. Sin embargo, el operador cs operard en
todas las particulas del sistema y, por lo tanto, hard esa transicién para la
primera, segunda, etc. realizando autométicamente la suma en (1.56). La
interpretacion de (1.59) se muestra en la figura 1.2.

La expresion (1.59) permite asi representar cualquier operador de un solo
cuerpo en segunda cuantificacion, conociendo sélo la accién del operador
OW en el espacio de una sola particula. Nétese que las funciones de onda
provenientes de la eleccion de la base completa « sélo intervienen en el célculo
de los elementos de matriz (a|O™|3). Una vez que se calculan estos elementos
de matriz, todo el operador se reduce a una combinacion lineal de operadores
de creacion y destruccién y, por lo tanto, todos los promedios fisicos se pueden
calcular mediante las técnicas descriptas en la seccién anterior, sin tener
que volver a las funciones de onda. Por supuesto, todos los aspectos de su
simetrizacién o la antisimetrizacion son tenidos en cuenta autométicamente
por la naturaleza de los operadores de creaciéon o destruccion.

Ejemplos

Comencemos con el operador que mide la densidad de particulas en un
unto 7y, que para una particula se escribe
0>

P (1) = [ro)(rol, (1.60)

debido a que (¥|p™M (ro)|v)) = [ (ro)[>. En segunda cuantificacién la forma
del operador dependera de la eleccion de la base completa o que tomemos.
Empecemos tomando la base de autoestados de posicion |r), en cuyo caso,
el operador ¢}, es el operador que crea una particula en el punto r. Usando
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esta base y la relacion (1.59) se obtiene

p(ro) = /d’I“dT/ (r|ro) (ro|7’Vclcpr,

= /drdr'é(r —10)0(ro — r)cle, (1.61)

= cI,O Cro-

La expresion cjﬂo cr, €s particularmente simple de interpretar. El operador
cjmoc,«0 destruye y recrea una particula en el mismo estado cuantico. Por lo
tanto, no ha cambiado nada en el sistema. Sin embargo, la accién del operador
¢r, dard cero si no hay ninguna particula a destruir en el estado cuantico
correspondiente (aqui una particula en el punto 7). El operador CI,OCTO da
cero si no hay ninguna particula en el estado cuantico correspondiente y uno si
hay una particula. Por tanto, simplemente cuenta el niimero de particulas en
el punto 7o. Generalmente, el operador ¢!, simplemente cuenta el nimero
de particulas en el estado a. El operador que cuenta el nimero total de
particulas en el sistema estd dado entonces por

N:/drci,cr. (1.62)

La generalizacion al caso de particulas con spin es inmediata. Para ello la
base completa serd o = (r,0) y el operador densidad solo actiia en la parte
espacial, por lo tanto

p(l)(ro) = |'I"0><7’0’ & ]-spin ) (163)

y asi (1.59) da lugar a

p(ro) = Z/drd’r’ <r0\r0><r0]r’a’)ci,acrxal,
= Z / drdr' 6(r —ry)d(rg — r’)émlclgcrg(,/, (1.64)

_ T
- C’I’()TCT'OT + C’I"()J,C"'&L'

También podriamos calcular la densidad de spin a lo largo del eje z en el
punto r¢. En ese caso el operador de una particula es

SD(rg) = |ro)(ro] @ S, (1.65)
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y usando (1.59) se obtiene?

S.(ry) = Z/drdr’ (rolre)(re| ® S.|r'a’Vcl  crigr,

= _{0]S.]0")cl o Croor, (1.66)

1

T T
— 5 Chrent = chyem).

De manera similar, la densidad de spin a lo largo de la direcciéon x es

Su(re) = Y / drdr’ (ro|ro) (ro] @ Su|7'0) eyt Caror,

= Z<U|SI’OJ>CI-OUCT00'/7 (167)

oo’

1
= i(CiOTCToi + CIO¢CT0T>7

y para la direccion vy,

Sy(ro) = Z/drdr’ (rolre)(re| @ Sy|r'c")cpytCrrgr,

0,0

= Z<U|Sy|0'/>CI,OJCT00./, (168)
Lot f

- 5(_CT0TC”'O¢ + CroJ,c’f‘oT)ﬂ

Alternativamente, podriamos haber usado la base de los autoestados del
operador momento, |k), cuyas funciones de onda son

(r|k) = \/156“". (1.69)

3Recordemos que las expresiones de los operadores de spin en la base |4) son

Se = 5 (-1 + )41,

Sy = =) =1+ =) (],

= N

Se = S+ = =) (-
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Dado que el spin y la parte orbital son independientes, solo daremos las
expresiones para el caso sin espin. Incorporar el spin se realiza exactamente
de la misma forma que en la base de coordenadas. El operador ¢, ahora
destruye una particula momento k (es decir, en un estado de onda plana con
momento k). La ecuacién (1.59) da lugar a

p(ro) = >~ (ka|ro) (ol ka)ch, cr,.

kiko

1 ) .
_ —ikiro ikaro T
=0 > e ey Cy.-
k1ko

(1.70)

La expresion (1.70) no es tan simple como (1.61) ya que el operador densidad
no es diagonal en la base de momentos. Sin embargo, tanto (1.70) como (1.61)
representan el mismo operador. Esto nos da una conexion directa entre los
operadores que crean una particula en el punto r y los que crean una particula
con momento k. Comparando las ecuaciones (1.70) y (1.61) se obtiene

Crr T . (1.71)

1

= ﬁ Z e
k
Esta expresién constituye un ejemplo de una transformacion, en este caso
lineal y dada por una transformada de tipo Fourier, entre operadores de
creacion. Esta transformacion preserva los conmutadores, como puede verifi-
case en forma simple, y por lo tanto constituye un ejemplo de transformacion
canonica. Discutiremos mas sobre este tema mas adelante.

Usando la expresion (1.70) también podemos calcular el niimero total de
particulas en el sistema:

1 . )
N = /er > e_Zk“"e’k”’cLlckQ,
kiks

= Z 5k1k20216k27 (1.72)
kiko

= ZCLCk,
k

y si tenemos en cuenta que chk cuenta el niimero de particulas en el esta-

do cuantico k, se obtiene nuevamente que el nimero total de particulas es
la suma de todos los niimeros de particulas en todos los estados cuanticos
posibles. Finalmente se puede usar (1.70) para obtener una expresién simple
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de la transformada de Fourier de la densidad:

pla) = [ dre i)
.1 ) .
_ /d’l” e—zqrﬁ Z e—zklrezkgrcLlckQ’

Feaka (1.73)

_ T
- Z 6k2,k1+qck1 Cley s
kiko

= Z C;rchc’“
k

Otro operador importante es, por supuesto, la energia cinética de las
particulas. Para una particula se tiene H() = %, y de manera mas general,
podriamos tener cualquier funcién del momento H®) = ¢(p). Por lo tanto, es
muy conveniente utilizar la base de momentos. La energia cinética se expresa
asi como

H = Z k?1|€ |ki2 cklckg,
kiko

= Z 5k1k25(k2)cLlck2v (1.74)
kiko

— Z Cka,

que tiene la interpretacion simple de que la energia cinética total del sistema
es la suma de el nimero de particulas en cada estado k (dado por chk )
multiplicado por la energia cinética e(k) de tal estado. La generalizacién
para sistemas con spin es inmediata y, en general se obtiene

H = c Cho s 1.75
ko

asumiendo que la energia cinética no depende del espin (en ausencia de aco-
plamiento espin-6rbita). Debemos tener en cuenta que dado que el nimero
total de particulas es N = Y, chk, agregar un potencial quimico —u/N no
cambia la forma del Hamiltoniano:

H = Zﬁ c,wc,w7 (1.76)

y simplemente reemplaza (k) por £(k) = (k) — u. A temperatura cero la
energia (k) es cero en el nivel de Fermi, negativa por debajo, y positiva por
encima.
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1.2.2. Operadores de dos cuerpos

Veamos ahora los operadores que involucran dos particulas y como definir
sus elementos de matriz. Es en particular el caso del potencial de interaccion
entre dos particulas

V=> V(r,r)). (1.77)
i#]

Definicién
Con un espiritu similar al de los operadores de un solo cuerpo, llamemos

O al operador correspondiente que actua en el espacio de Hilbert de sélo
dos particulas. El operador de dos cuerpos que actua en H, debe tener la

forma
0—S0® _ 5o
=> 0,7 QR 1, = 5 > 077 K 14, (1.78)
i<j ki, i#j ki,
para que el operador O®) pueda operar sobre cada par de particulas en
el sistema. De manera similar que para los operadores de un solo cuerpo,
los coeficientes en la suma anterior deben ser todos iguales, de lo contrario
significaria que las particulas podrian distinguirse.

Para entender como escribir O en segunda cuantificacion, veamos el caso
en el que hay exactamente dos particulas en el sistema. Debemos definir el
operador O por sus elementos de matiz en el espacio fisico de las funcio-
nes (anti)simetrizadas |a, 3), lo que significa que debemos conocer todos los
elementos

(@, 50Py, ). (1.79)

Tomemos primero la expresiéon (1.3) y escribamos |«, ) en términos de los
kets ordenados (1.4)

(o, BIOP], ) = (8, 2|05, 7), (1.80)

aqui la igualdad se debe a que simplemente estamos intercambiando particu-
las, y por lo tanto obtenemos

(@, 0Py, 8) = (a, 0P|, 8) £ (a, B|OP]5, ). (1.81)

Ahora deberiamos encontrar en segunda cuantificacion un operador que re-
produzca estos elementos de matriz y, por supuesto, funcione para N particu-
las en lugar de dos. Se verifica que

1
O =3 3 (. flOPly, d)chcheses, (1.82)
a,B,7,0
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funciona tanto para fermiones como para bosones. No demostraremos esta
relacion en general, lo cual puede hacerse calculando los elementos de matriz a
ambos lados, sino que simplemente comprobaremos que funciona para N' = 2
particulas. Calculemos, a partir de (1.82), los elementos de matriz

1
(@, Bo|O|0, 00) = B Z (04,5|O(2)|%5)<040,50|CLC}-305CVWO,50>- (1.83)
a,B,7,0

Como |ayg, By) = CLOCEO|O> tenemos que calcular promedios de la forma
(0|cﬁocaocjlcgc(;cvciocj;0|0> (1.84)

lo cual puede realizarse mediante la técnica que discutimos antes, consistente
en llevar hacia la derecha a los operadores de destruccién para que actien
sobre el vacio. Esto da

<0|CBOCQOCLC;C5C’YC];OCJ;O|0> = [5ao,aéﬁo75 + 50&075550@] [5’}’0,755075 + 5“/0,5550,’7] .
(1.85)
El signo + es el habitual para los bosones y el — para los fermiones. Fisica-
mente significa que cuando los operadores de destruccién actian en la forma

cs5C|70, 00), (1.86)

tienen que destruir las dos particulas en los dos estados cuanticos posibles
y asi d tiene que ser uno de los estados y v el otro con el signo adecuado
dependiendo de la (anti)simetria de la funcién de onda. Usando (1.85) en
(1.83) de hecho recuperamos los mismos elementos de matriz que (1.81).

Fisicamente, la férmula (1.82) tiene una interpretacién similar a la de los
operadores de un solo cuerpo. El término cgc;c(;c7 destruye dos particulas
con los numeros cuanticos v y §, para esto es necesario que el sistema con-
tenga dos particulas (que es lo que debe ocurrir para que un operador de
dos cuerpos pueda actuar). Luego recrea las dos particulas con dos nuevos
nimeros cuanticos o y . La amplitud para este proceso estd dada por los
elementos de matriz del operador O® en una transicién donde la primera
particula va del estado 7y al estado a y la segunda del estado 9 al estado . El
elemento de matriz se escribir para kets ordenados (son kets producto y por
lo tanto mas simples); los operadores de creacién y destruccion se encargan
de todas las permutaciones y de realizar esta transicion para cualquier par
de particulas en el sistema.

Ejemplos

La interacciéon mas comun entre los electrones es aquella que depende de
la distancia entre las dos particulas. Los dos operadores de tal interaccion
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son, por lo tanto,
0% = V(# — ), (1.87)

donde 7 y 75 son los operadores que miden la posiciéon de la primera y
la segunda particula respectivamente. Exepcionalmente utilizaremos aqui la
notaién con el sombrero para indicar que son operadores. Por ejemplo, para
la interaccion de Coulomb es

62

Vir)=

Aregr’

(1.88)

pero otros tipos de interacciones como una interacciéon local V' (r) = Ud(r)
también son opciones posibles. Mantendremos V' como funciéon general en lo
que sigue.

Para expresar el operador en segunda cuantificacion, tenemos nuevamente
que realizar la eleccion de la base. Debido a que el operador V(7 — 75) es
diagonal en la base de posicién, comencemos con ésta. Usando (1.82) y el
hecho de que « es la base de posiciones, obtenemos

T3 T4

1
V= 2/d7‘1drzdr3dr4 (13ra|V (71 — 7o) |r1ima)cl el crpry,

T3 T4

1
= 2/dT1dT2dT3dT4V(T1 —1)0(rg — r1)0(1ry — 13l cl cryen,, (1.89)

1
= Z/d’f‘ld’rg V(T‘l — 7"2)01,161207‘201‘1.

Si se incluye el espin, la base completa se convierte en « = (r,0) y como el
operador V(71 — 73) es la identidad en el sector de espin, se obtiene

1
V= 3 S [ dridry V(ry —ro)el el CraosCrion- (1.90)

r101
0102

La expresion (1.90) puede escribirse en una forma més familiar utilizando
las relaciones de (anti)conmutacion para fermiones

oo —

r101 C'on’z 07'202 CT101 - r101 C'I’20'2 C'r‘101 CT202>

T

- _ T
= —Crioy (57‘1701;7‘202 07’10'107‘20'2)07'20'2’

(1.91)

_ T T T
57‘1701;7'202 Cnal Crooy + Cr101 Crioy CT‘QO’Q Cryoa)

= _51'1701;7'202p01(r1) + Poy (r1>p02 (T2)7
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(para bosones se obtiene una expresion similar, con signo +). El segundo
término da lugar a la expresion

1
V = 3 Z dridry V(ry — 19) pe, (1) poy (12), (1.92)

0102

que es la forma familiar de la interaccién entre dos densidades de particulas
(o cargas) en dos puntos diferentes. La diferencia es que ahora los p son
operadores que miden la densidad en lugar de variables clasicas. El primer
término se reduce a

Z/d'rV('r =0)py,(r1) = V(r =0)N, (1.93)

que es simplemente un término de potencial quimico. Téngase en cuenta que
puede ser infinito para algunas interacciones, como la interaccion de Cou-
lomb. Este primer término esta ahi para corregir el hecho de que la expre-
sién (1.92) contrariamente a (1.90) no contiene solo la interaccién entre dos
particulas diferentes. Efectivamente, (1.90) tiene dos operadores de destruc-
cién a la derecha, lo que significa que los operadores solo pueden actuar en
estados que contienen dos particulas. Por el contrario, (1.92) es de la forma
61‘10167’101 CI‘QO’QCTQUQ? (1.94)
y por lo tanto puede actuar incluso si solo hay una particula en el sistema.
Por lo tanto, contiene una falsa “autointeraccion” de la particula consigo
misma. Es esta interaccién la que conduce al potencial quimico (1.93) que
debe incluirse adecuadamente junto con (1.92). No obstante, si se fija el
nimero de particulas del sistema, entonces esta modificaciéon es irrelevante
ya que simplemente se absorbe en una redefinicién del potencial quimico y
se puede usar (1.90) o (1.92) indistintamente.
Reescribamos ahora la interaccion en la base del impulsos. Usando (1.82)
y una base a = (k, o) se tiene

1 o N
V = 5 Z(kgag, k404‘V(7‘1 — ’r‘g)‘kl(fl, k202)0230302404ckQUQCklgl. (195)

ki01,k202,

ksos,kaos
Lo que sigue es calcular un elemento de matriz que involucra operadores
de posicién en una base de estados de momentos. Esto se realiza, como es
habitual en mecanica cuantica, insertando resoluciones de la identidad en el
espacio de coordenadas

1 /dr|r><r\, (1.96)
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y utilizando la funcién de onda plana (1.69). Se obtiene

1 ) )
V = ﬁ Z dTldT‘QB_Z(k3T1+k4T2)V(’I‘1 . ,’,,2)62(’617‘1-‘1-’{:27'2)

0102
kikoksks

T T
X Clkyo1Chyos ChaoaChio s (197)

A continuacién aprovechamos que el potencial depende de la diferencia de
coordenadas de las dos particulas y cambiamos a las variables de centro de
masa R = (r; + r2)/2 y coordenada relativa » = r; — ry para obtener

— L Z dR ei(k1+k2—k3—k4)R / d,r V(r)ei(kl—k3—k2+k4)7’/2
202 55
kikoksk,y

v

i T
X Ck3016k40'20k20'20k10'1 (198)

Finalmente, integramos en r y R,

1

=2

Z 5k1+k27k3+k4v<q = k3 - k1>c;fcgalc;r<:4agck202ck101? (199)

0109

ki koksks

Comentemos brevemente esta expresion. La integracion sobre R da lugar al
factor 0,4k, ks+ks que expresa la conservacion de los momentos de las dos
particulas antes y después de la interaccion. Esto es consecuencia directa del
hecho de que hemos elegido un potencial de interaccion que es invariante
frente a traslaciones V(ry — r2) y, por lo tanto, el momento total (ki + k2) y
ks + k4) debe conservarse. La integral sobre la coordenada relativa conduce
directamente a la transformada de Fourier del potencial de interacciéon con
un vector de onda que corresponde al momento transferido de una a otra
de las particulas durante la interaccion. Finalmente, se puede reescribir el
operador V' teniendo en cuenta la restriccion g, +k, ks+k, COMO

1
V=_= Z V(q)c}::ﬁ-q,mC;rcg—q,agckQUzclﬂm (1100)
20 kikoqg

0102

que se representa graficamente como se muestra en la figura 1.3

1.2.3. Resolviendo con segunda cuantificaciéon

Ahora que tenemos las herramientas para expresar todos los operadores
que necesitamos en segunda cuantificacion, ya sea para el Hamiltoniano u
otros observables fisicos, y que sabemos calcular promedios de un ntmero
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Figura 1.3: Visualizacion pictérica del término (3.97). Cada operador de des-
truccién esta representado por una flecha entrante, cada creacién por una
saliente. Uno ve que la interaccion puede verse como la dispersion de una
particula que va del estado kio; al ki + g, 01 por otra que va del estado
koo, al estado ko — q,0,. La amplitud de estos elementos de matriz es la
transformada de Fourier del potencial de interaccion V(q). Dado que el po-
tencial es invariable por traslacion en el espacio, el impulso se conserva a lo
largo de la interaccion. Dado que el potencial no depende de los grados de
libertad del espin, la interaccién conserva individualmente el espin de cada
particula. Esta representaciéon se conoce como diagramas de Feynman. Es
extremadamente util cuando se construye la teoria de la perturbacion.

arbitrario de tales operadores de creacién y destruccion en el vacio, podemos
preguntarnos como resolver en la préactica un problema cuando conocemos
el Hamiltoniano. En el equema usual de la mecanica cuantica, escribimos la
ecuacion de Schrodinger y, a partir de ella, encontramos tanto los autovalores
como las autofunciones, pero la esencia misma de la segunda cuantificacion es
evitar tener que lidiar con la funcion de onda, por lo que queremos seguir otra
ruta para obtener tales cantidades. Como hacer esto es lo que examinaremos
ahora.

Autovalores y autoestados

Veamos primero si podemos encontrar los valores propios o vectores pro-
pios de algiin Hamiltoniano simple. Comencemos con un Hamiltoniano cuadrati-
co general

Q
H=>" Auclca (1.101)

donde « es una base completa y los coeficientes A, son niimeros arbitrarios.
Varios Hamiltonianos de sistemas fisicos tienen tales formas, por ejemplo, la
energia cinética de un sistema de particulas (1.75) y (1.76). Para Hamiltonia-
nos cuadraticos y diagonales de la forma (1.101) el problema esta resuelto.
De hecho cada vector de p particulas de la forma

cl el el el |0) (1.102)

a1 “agCas op

es un vector propio de H con autovalor

E = .ZAZ‘ (1.103)
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Para mostrar esto, ilustremos el célculo en un estado de dos fermiones |¢)) =

¢l cl,10) (se puede realizar un cdlculo andlogo para bosones):

HCOq a9 >: (ZAO&CLCQ> a1 a2’0>
—ZA ch(Baar — b, ca)ch,10),

= Aa1|w ZACYC& Ctl Clz|0>7
(1.104)

Ao |0) — ZAaCL Ll a,an T CL2Ca)’O>a
= AO¢1|¢> - 062 ch Oc1|0>

= Aa1|¢> +Aa2‘w>'

La fisica de este resultado es simple de entender. El operador n, = c/.c, no
es otra cosa que el nimero de ocpacion, y cuenta las particulas en el estado
a. Asi, si en [¢) hay una particula en tal estado devolvera 1 y la energia
correspondiente se contara en H.

Asi vemos que si tenemos un Hamiltoniano que esta en una forma cuadrati-
ca diagonal como (1.101) entonces podemos obtener todos los valores propios
y vectores propios del sistema. A temperatura cero el estado fundamental
consistird simplemente (para los fermiones) en ocupar todos los estados con
la minima energia posible segtin el niimero de particulas en el sistema.

N
F) = [[ k. J0), (1.105)
i=1
si By < Ey < ... < Eq. Notese que el mar de Fermi (1.54) es un caso

particular de (1.105).

Valores de expectacién térmicos

A temperatura finita también podemos calcular los promedios de muchos
operadores. Un caso importante es el operador que da el niimero de particulas
en el estado a,
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Tr [e‘ﬁHch cap}

T _
<Capcap> - TI' [G_fBH] )
T (1.106)
. an’,_ﬂm <Tl1, ce ,TLQ|6_5 PR Aacacacllpcaplnl, .. ,TLQ>
o _ T
an,...,ng <n1, . 7”9‘6 ﬁz‘l Aacaca ]nl, . ,TLQ>

Usando el hecho de que (tanto para fermiones como para bosones) [cha, cv} =

0 si @ # v y una relacién similar para ci/, vemos que el término e ## se fac-
toriza en la forma

Q
ePH = ] e Pascasces. (1.107)
j=1

Como en la traza cada término n; es independiente, la media tabién se fac-
toriza, y el numerador se convierte en

;
(Z<nap‘€BAapCLpCapCLpCap’nap>) H (Z<naj’6—ﬂAaj6aj0aj|naj>) . (1.108)

Nayp J#p no‘j

Todos los términos con j # p son idénticos en el numerador y el denominador
y se cancelan entre si. La traza se reduce entonces a

_ T
' B Znap <nap|€ 5Aapcap6apclépcap’nap> 1100
(Ch, Cap) = S ([Pl ) (1.109)
Nap Qp Qp

lo cual es bastante obvio fisicamente. De hecho, dado que el Hamiltoniano es
diagonal en «, sélo el estado «;, puede contribuir al promedio de un opera-
dor que solo involucra al estado a,,. Como chcap|np> = n,|n,) simplemente
obtenemos

Zn&p e_ﬁAapnpnp

—BA,,
Znape BAapnp

(ch, cap) = (1.110)

Hasta ahora todo lo que hicimos es independiente de tener bosones o
fermiones. Sin embargo, el resultado final dependera de cuales sean los valores
permitidos de n,. Para fermiones solo n, = 0 y n, = 1 estan en la suma, y

de este modo
e_ﬂAap 1

i — _
<Cap0ap> Tl Lo Pl 11 Py (1.111)

y se recupera el factor de Fermi. Vemos que este es un resultado totalmente
general (no limitado a autoestados del impulso) para Hamiltonianos bilineales
y se esta en equilibrio térmico.
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Para bosones n, = 0,...,+00, y asi la suma se convierte en
T 0 —io BnpA
<Ca Ca > = —710g e Phrfep ’
v aﬁ np=0

0 ) { 1

o],
0f 7L —e e (1.112)
efﬁAap

1 — e Py

B 1

e 17

y se recupera el factor de Bose.

Transformaciones candnicas

Con Hamiltonianos cuadraticos diagonales podemos calcular entonces
esencialmente cualquier valor de expectacion o cantidad fisica que se necesite.
Por supuesto, en general, el Hamiltoniano del sistema no sera ni cuadratico ni
diagonal. Entonces, resolver en segunda cuantificacion significa esencialmente
que tenemos que encontrar una transformacién de los operadores ¢ y ¢ que
lleven al Hamiltoniano en una forma diagonal cuadratica. Aunque en princi-
pio cualquier transformacion es posible, no todas las son buenas. Queremos
que los nuevos operadores d y d' que son los resultados de la transforma-
cién sigan generando el espacio Fock. Significa que sélo podemos considerar
transformaciones que conserven las relaciones canénicas de conmutacién. Por
supuesto, encontrar tales transformaciones es, en general, una tarea formida-
ble. Sin embargo, hay una clase muy importante de transformaciones cuando
el Hamiltoniano sigue siendo una forma cuadratica, pero no diagonal, que
examinaremos en la siguiente seccion.

Antes de hacerlo, comentemos finalmente que incluso sin resolver el Ha-
miltoniano se puede explotar la libertad de elegir diferentes operadores de
creaciéon y destruccion para usar una representacion mas conveniente. Como
ya se menciond, se permite toda transformacién que conserve las relacio-
nes canodnicas de conmutacion. Pongamos un ejemplo sencillo, se veran mas
ejemplos en la siguiente seccion. La transformacion mas simple es la trans-
formacién particula-agujero.

davs
(1.113)
df |

1.
o

ch
Ca
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Para los fermiones es facil comprobar, por sustitucion de los operadores d
verifican las relaciones candnicas de anticonmutacion. Por ejemplo

[da, df]+ = [c], cgls = dap. (1.114)

Si los operadores ¢, y ¢, respectivamente destruyen y crean un electrén en
el estado a, el operador d, y dI, también son operadores de destruccién y
creacién de “algo mas”, que también tiene una estadistica fermionica y por
lo tanto, se puede utilizar para construir un espacio de Fock. En ese caso
particular, el operador d, destruye un hueco en el estado estado a (que es
idéntico a crear un electrén) y el operador df, crea un hueco (que es lo mismo
que destruir un electrén).

Un punto importante al hacer la transformacién es no olvidar modificar
también el vacio. De hecho, el vacio de las particulas d no es el mismo que el
vacio de las particulas c. Se tiene asi |0.) y |04). El vacio de las particulas d
se define como siempre por

da|0d> = Oa

para todos los estados a. Es facil comprobar usando la relacién (1.113) que
0a) = [T ckl0c).

Destruir una particula d sobre este vacio es equivalente a crear una de tipo
c. Pero esto no es posible, porque todos los estados estan ocupados.

Mas generalmente, consideremos un Hamiltoniano cuadratico, no diago-
nal, arbitrario:

Ns
H=Y" clAjc (1.115)
ij=1
donde A;; son los elementos de una matriz hermitica A, y Ny es un nimero
del orden del voliimen del sistema, €2, que especifica la cantidad de estados
accesibles de particula independiente. Para simplificar la notaciéon conviene
escribir en forma matricial:

H=c'Ac (1.116)
donde
C1
C
c=| |, cd=(dd - o) (1.117)
CNS

es un vector de Ny elementos, donde cada elemento es un operador de crea-
cién, y su transpuesto conjugado. Obsérvese que hemos introducido la nota-
ciéon con una barra sobre ¢ para indicar la operacion de transposicién sobre el
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vector en conjunto con el dagado de sus elementos. La utilidad de esta nota-
cién quedara més clara en la proxima seccién. La matriz A, al ser hermitica,
puede ser diagonalizada por una matriz unitaria U,

U'AU = A (1.118)

donde A es la matriz diagonal que contiene a los autovalores de A, Ay, ..., Ay

S

y U se construye ordenando los autovectores de A en columnas. Una vez
hallada la matriz U, podemos utilizarla para definir un nuevo conjunto de
operadores d, mediante la transformacién

d=Ue, (en componentes, d,, Z UZ.ci) (1.119)

de manera tal que el Hamiltoniano, expresado en términos de los d resulta

H=dU'AUd=d'Ad =" A.d\d,. (1.120)

Es decir, resulta ser de la forma diagonal (1.101).

Una condiciéon importante para que esto funcione es que la transformacion
(1.119) conserve los anticonmutadores entre d, que es el caso debido a su
unitariedad, ya que

df,,d ] ZUMU& [c,,c]] =Y UiaU}y = (U'U)pa = bap. (L121)
J

Una vez hallada la forma diagonal (1.120), el estado fundamental de N/
particulas estda dado por (1.105)

N
H 1104) (1.122)

donde |0,) es el estado de vacio de los operadores d, que satisface
d,|04) =0 Va. (1.123)

Para este tipo de transformacion, el vacio resulta invariante, es decir |0.) =
|04). En efecto, debido a que los d estan linealmente relacionados a los ¢, si
aplicamos algin d, sobre |0.), encontramos

do|0c) Z i¢510) (1.124)

y viceversa, si aplicamos ¢; sobre |04) también se anula, utilizando la trans-
formacién inversa.
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Por supuesto, en general, la matriz A,z es de tamano N; x N, y la diago-
nalizacion sera muy dificil de realizar analiticamente. Sin embargo, hay casos
simples donde puede hacerse. En especial, obsérvese que la transformada de
Fourier (1.71), utilizada para relacionar la base de coordenadas, donde la
energia cinética de los electrones en una caja es no diagonal, con la base de
momentos, donde si lo es, es un ejemplo de tal transformacién unitaria.

Ejemplo: Modelo tight binding

Veamos otro modelo que puede resolverse mediante este tipo de trans-
formaciones: el Hamiltoniano de ligadura fuerte o tight-binding (?77). Adicio-
nalmente, esto nos permitira escribir este Hamiltoniano en segunda cuantifi-
cacion. Los estados en cada sitio |i) proporcionan una base completa y, por
lo tanto, podemos definir los operadores de creacién y destruccion asociados
con ¢él, es decir, c;r es el operador que crea una particula en el sitio . Estos
son los andlogos a los ¢l utilizados al estudiar operadores de un cuerpo, sélo
que en un espacio discreto. La expresion en segunda cuantificacién de H se
escribe

H = S"(|HYj)cle;, (1.125)
7

donde H™ es el Hamiltoniano (??). Obtenemos asi

HzeZcIci—thjcj. (1.126)
@ (i,4)

El segundo término describe un proceso en el que una particula en el sitio ¢
reaparece en el sitio vecino j y viceversa. Si bien es posible hacer todo este
analisis en dimension arbitraria, para simplificar la diagonalizacion particién
supondremos que los sitios electrénicos se acomodan en un anillo, e identifi-
camos el sitio en la posicion N, 4+ 1 con el sitio 1, es decir, introducimos un
operador de destruccion fermionico adicional

CN,+1 = C1, (1.127)

y su complejo conjugado. Este Hamiltoniano es obviamente cuadratico pero
no diagonal. En el lenguaje de (1.115) corresponde a una matriz tridiagonal.
Para diagonalizarla, primero pensamos en la fisica del problema: dado que
el Hamiltoniano es invariante frente a traslaciones, el momento debe ser un
buen ntimero cuantico, y vamos utilizar entonces una combinacion lineal de
operadores de creacién y destruccion ¢; que corresponden a su transformada
de Fourier. Este es exactamente el mismo razonamiento que el que conduce
a (1.71), sélo que ahora utilizaremos una transformada de Fourier discreta
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[véase el apéndice 1.3]. Tratados simplemente como una combinacién lineal
de operadores, podemos definir

1Nsl
k \/—Ze

donde hemos usado un nombre diferente d para enfatizar que se trata de nue-
vos operadores, e introducido las posiciones r; = aj donde a es la constante
de red, y

ihrs el (1.128)

2w N
N,a’
Se puede comprobar inmediatamente que los operadores d; cumplen las re-

glas candnicas de conmutacién. Verifiquemos uno de los anticonmutadores y
dejemos las otras relaciones como ejercicio:

o], = 3, T e el

S 2]

k= ny, € Z. (1.129)

N Ze—zkn qu](;zgy
s (1.130)

Los operadores dj son, por lo tanto, buenos operadores de Fermiones. Hay
exactamente N operadores diferentes (el tamano del espacio de Hilbert no
puede cambiar) y k estd confinado dentro de la primera zona de Brillouin
k € [—m/a,m/a] como se discutié para la solucién en primera cuantifica-
cién. Ademads, como resulta obvio de la definicién (1.128), |04) = |0.). La
transformacién (1.128) se invierte facilmente

1 .
T —ikr; gt
c; = N, Ek e d;., (1.131)

y asi, reemplazando los ¢; en (1.126) y haciendo un poco de algebra, se
encuentra

H=¢) didy, — > o2t cos(ka)d! dj. (1.132)
k k

Ahora que el Hamiltoniano es diagonal, podemos usar los operadores dj para
obtener el estado fundamental y los diversos promedios. A nivel fisico, hemos
utilizado que, dado que la cantidad de movimiento se conserva, se pueden
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diagonalizar simultaneamente los operadores de impulso y el Hamiltoniano.
Por lo tanto, el Hamiltoniano es una matriz diagonal por bloques en la base
a los autovectores del operador impulso. Como esta base es de tamano N,
(N diferentes k valores en la primera zona de Brillouin) nos queda para cada
valor de k una matriz de 1 x 1 a diagonalizar, con lo cual el problema esta
completamente resuelto.

Términos andémalos

Estudiemos ahora un Hamiltoniano més general, que incluya términos de
la forma c'c;. Este tipo de términos se denominan anémalos, y hacen que en
el Hamiltoniano no conmute con el operador N y por lo tanto no conserve
el namero de particulas, y por lo tanto no tiene una expresion simple en
primera cuantificaciéon. Tipicamente aparecen cuando uno considera teorias
para superconductividad, tales como el llamado Hamiltoniano de Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) que estudiaremos mas adelante. Consideremos el
Hamiltoniano

N 1 Ns
H = Z C;[Az‘jCj + 5 Z CiBijCj + h.c. (1133)
ij=1 ij=1
siendo i,j = 1,..., Ny, A una matriz hermitica (A" = A), y B una matriz
antisimétrica (B' = —B), ambas condiciones impuestas por la necesidad de
que H sea un operador hermitico en conjunto con la estadistica fermioni-
ca. Para escribirlo en forma matricial, debemos considerar ahora que existen
estos dos tipos de términos. Si buscamos utilizar una sola matriz, no serd
posible que su dimension sea N,. La forma usual de hacerlo consiste en intro-
ducir la notacion de Nambu, en la cual se define un vector o spinor de Nambu
de dimensién 2N, cuyos elementos son tanto los operadores de creacion como
de destruccién:

Ul = (01 ijs IR cNS) (1.134)
en conjunto con la matriz
A —-B*
H = (B —A*) , (1.135)

que se conoce como Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes. Con estas defi-
niciones el Hamiltoniano se escribe

1
H = §\IfTH\IJ + Ey (1.136)

dénde 1
o=~ tr A, (1.137)
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Obsérvese que a matriz H contintia siendo hermitica (para mostrarlo
es importante la antisimetria de B) y por lo tanto diagonalizable mediante
una transformacién unitaria M de 2N, x 2Ng, de manera similar a como lo
realizamos en la seccion anterior, de manera tal que

MYHM = H = diag(Ay,..., Ay, Ay, ..., AN, (1.138)

donde A, y A,, son los autovalores de H. El spinor transformado ® se rela-
ciona con el sin transformar a través de M:

d= MU, (1.139)

Y entonces el Hamiltoniano, en términos de los nuevos operadores, resulta
Lot art Lot A
H:§<DMHM<P:§@ HO (1.140)

Si escribimos al vector ® en términos de un nuevo conjunto de operadores
Na, Ea €1 la forma

O =(nl - ok, & ). (1.141)

el Hamiltoniano se escribe
1Y

=1

JEAC.
Aafita + 5 3~ Matléa (1.142)
a=1

Al ser unitaria, la transformacién M preserva los conmutadores y es por lo
tanto canodnica, pero observemos que ahora la transformacion mezcla a los
operadores de creacion y destruccion.

La forma (1.142) del Hamiltoniano posee dos términos y a simple vista
darfa la impresion de que como consecuencia de la existencia de términos
anémalos debimos duplicar el nimero de grados de libertad. Veamos que
esto es sblo asi en apariencia.

Observemos que H satisface la relacion

H=—-0,H"0,, (1.143)

donde la matriz de Pauli o, actua sobre la estructura de Nambu (1.135),
de 2 x 2. Esta transformacion constituye una simetria de H, y resulta ser
antiunitaria?. La transformacién (1.143) no es mds que la simetria particula-
hueco. Esto implica que si 1) es un autoestado de H con autovalor A,

Hy = M,

4Una transformacién antiunitaria K entre vectores |z),|y) de un espacio de Hilbert
(ly) = K|x)) es un operador antilineal (es decir, tal que K (a|z) +b|y)) = a* K|z) +b*K|y)
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entonces 1* es autoestado de H* con el mismo autovalor (que es real, dado

que H es hermitico):

y entonces el vector ¢/ = g,1* también es vector de H con autovalor —A\:
HY' = Ho* = —0,H*0,0,0" = —0, H** = —\o 0" = —\)/.

Dado que son vectores distintos, de otro modo tendrian distinto autovalor (a
menos que A = 0), si escribimos al autovector en la forma

-0

donde u y v son vectores columna de N, elementos, entonces

La matriz M, que posee los autovectores en columnas, posee entonces la
forma
M = (“ ”*> : (1.146)
vou

donde u y v son matrices de Ny X Ng.En otras palabras, la forma (1.146) es
consecuencia de la simetria particula-hueco de H, ec. (1.143). Los autovalo-
res A, puede tomarse como A, = —A, y la forma diagonal de la matriz de
autovalores se escribe entonces

H = diag(Ay, ..., Ay, —Ay, ..., —Ap.), (1.147)

donde A, son todos positivos. Observemos ademés la transformacién (1.139)
se escribe explicitamente

N = ¢ + U;‘jc;, (1.148)
gi = Vi;Cy + u:jc;, (1149)

con a,b € C) tal que transforma el producto escalar en el producto escalar conjugado:
(2| KTKy) = (z[y)*. (1.144)

Este tipo de operadores, al igual que los operadores unitarios, no cambia el resultado de

una medida, es decir que
(x| KTKy)|* = [{x|y) . (1.145)
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pero entonces &; no es mas que el adjunto de n;, & = 171»T , v el Hamiltoniano
se escribe

Ns
H =" Ajnln; + Const. (1.150)

=1

De modo que sélo tenemos N, grados de libertad, como se esperaba fisi-
camente. Para diagonalizar el Hamiltoniano debimos duplicar el ntimero de
grados de libertad introduciendo huecos, pero vimos que esta duplicacion es
espuria. Sin embargo, en determinadas circunstancias puede ser util mante-
ner la duplicacion, pero en ese caso debe recordarse que el par de niveles
con energia A, no corresponde a dos estados cuanticos distintos, sino a uno
solo, que es una superposicién coherente de electrones y huecos —una cuasi-
particula de Bogoliubov, el bogoliubon: tiene una energia de excitacién A,
y es creada por el operador 77; = wu;jc; + v;;¢j. Llenar el estado asociado en
energia —A; es equivalente a vaciar el estado de energia positiva.

El Hamiltoniano (1.133) no conserva el nimero de particulas, ya que no
conmuta con N = 37, c;-cj, aunque conserva el nimero de cuasi particulas,

M =73, n;[nj. Como consecuencia de que la transformaciéon M mezcla ope-

radores ¢; y c;- el vacio no es invariante, tenemos un vacio |0.) que satisface
¢;|0.) = 0, y un vacio |0,) que verifica 7;|0,) = 0. Encontrar la relacién entre
ambos puede ser complicado y depende de la forma de A y B. Lo haremos en
el caso especifico del modelo BCS mas adelante. Una vez determinado |0,,), el
estado fundamental de M cuasiparticulas se escribe como un mar de Fermi
de bogoliubones:

M
) = [1nj10,). (1.151)

Si bien el numero de particulas no es una cantidad conservada, el operador
de paridad global,

P=(—1)N=¢™ (1.152)

conmuta con H, y por lo tanto los autoestados de energia poseen paridad
fermionica definida +1.

1.3. Apéndice: Transformada de Fourier dis-
creta

Consideremos una funciéon f : R — R, definida s6lo en un nimero finito
n de puntos z;, 7 = 0,...,n — 1, tal que f; = f(z;). En tal caso es posible
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definir una transformada discreta de Fourier f;, de la siguiente forma:

1n1

L S A

Conocidos los n valores f, los n valores f; pueden recuperarse exactamente
mediante la transformacion inversa, dada por

1 n—1
Zf ermakin =0, ,n—1
Esto puede demostrarse facilmente, reemplazando fk por su definicion:

12 2mij'k/n | 2mijk 1= 2mik(

1 —2mij'k/n wijk/n i
\/_Z \/_Zf j/ ]/_ijlze JJ‘|:fj
k=1

donde hemos utilizado el resultado

lnzl 2mik(5—3")/ n_ 5., = {1 ]:j,
33— . .

0 j#J
valido para j, j' enteros. En efecto, si j = j/, e2™k0=30/n =1 y
n—1
S k=i —
k=0

mientras que si j # j' (y [j — 7| <n)

n—1 2mi(j—j'
= 1 — e2mi(i—3')/n

para j — j' entero.
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