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Practica 1: Potenciales dependientes del tiempo Afo 2024

1. Sistema de dos estados. Considere un sistema de dos estados con energias Ei y un potencial de
interaccién V' (¢), dependiente del tiempo, cuyos elementos no nulos estdn dados por

HV =) = (V) = e

con vy,w € R.

a)

Calcule la probabilidad de encontrar al sistema en cada uno de los estados |£) como funcién del
tiempo, resolviendo en forma exacta la ecuacién de Schrodinger, tomando como condicién inicial que
el sistema se encuentra en el nivel de energia mas baja para t = 0. Calcule el valor medio de la energia
en funcién del tiempo.

Resuelva el mismo problema utilizando teoria de perturbaciones para - pequeno (;Respecto a qué?).
Calcule la frecuencia de resonancia y el periodo de las transiciones.
Compare los resultados anteriores para v pequeno. Analice los casos de w muy distinto y muy cercano

E —E_
awy = —tp—.

Determine los autoestados del Hamiltoniano H (¢) y muestre que no satisfacen la ecuacién de evolucién
temporal.

Utilice los resultados de este ejercicio para describir el comportamiento del spin (S) en un sistema
de spin 1/2 sometido a un campo magnético de la forma

B = (Bj cos(wt), By sin(wt), By)

e

Recuerde que la interaccién del spin con el campo es —u.S - B, siendo pu = para una particula

MeC
de spin 1/2y S = ga', con e < 0 la carga del electron. Identifique Ey, E_ y ~. Si el sistema se
encuentra inicialmente en el estado con ms = —1/2; indique para qué valores de w y ¢ la probabilidad

de inversion de spin es 1.

2. Considere un oscilador arménico de frecuencia w y masa m, que se encuentra en su estado fundamental
parat = —o0

a)

Si a t = 0 se introduce una perturbacién de la forma
V(t) = —Fyze /", t>0,

calcule a primer orden en teoria de perturbaciones la probabilidad de encontrarlo en el estado excitado
|n) como funcién del tiempo. Analice el limite ¢ — oo.
Realice lo mismo para la perturbacién
4212

x?
T
(en este caso —oo < t < 00) donde A y 7 indican la intensidad total y duracién del pulso. En este
caso analice unicamente el limite ¢ — oo, no encuentre la dependencia temporal explicita. Estudie

el comportamiento para 7 3> w™! y para 7 < w~!. Analice el rango de validez del tratamiento
perturbativo.

e

V(t)=A

OPCIONAL: La probabilidad de transiciéon de este ultimo ejercicio puede encontrarse de manera
exacta. Muestre que tiene la forma
K2ne—K2
Pooyn = ———
n!

Ae—w3T?/4
V2mwh
Ayuda: Trabaje en el esquema de interaccién y encuentre la ecuacién de Schrodinger

con K =



/)2 . X
i@t W)[(t)) = H[ |¢](t)> 5 H[ = %Aé\}% (6_“’“‘/& + e““taT)

Para esto puede utilizar la formula de Baker-Campbell-Hausdorff o demostrar por induccién que

aN™ = (N +1)"a y a'N* = (N — 1)"a’. Luego haga el ansatz [1;(t)) = e~ iK®)a’ |(t)) eligiendo

K(t) adecuadamente para eliminar af de la ecuacién de Schrodinger.

3. Muestre que el operador de evolucién temporal para un hamiltoniano dependiente del tiempo puede
expresarse como
ot
. i
Ul(t,to) =T exp {_ﬁ/ dt'H(t')]
to
donde T es el operador de ordenamiento temporal. Muestre que si H(t) = Ho+V (t), con Hy independiente
del tiempo, entonces

. . t .
Ul(t,tg) = exp [—;Hot} T exp [—;/ dt’VI(t’)} exp [;Hoto]
to

donde Vi(t) es el potencial en el esquema de interaccion.

4. Considere una particula moviéndose bajo la influencia de algin potencial independiente del tiempo, con
autofunciones y autovalores conocidos. Ahora, se sujeta a la particula a un potencial dependiente del

tiempo de la forma
V(t) = Ad(z — ct)

a) Suponga que a t = —oo la particula estd en el estado fundamental cuya funcién de onda es (x|i) =
u;(x). Obtenga la probabilidad de encontrar al sistema en algin estado excitado (x|f) = us(x) a
tiempo t = oo, calculando el primer orden de la expansion perturbativa del operador de evolucion
temporal.

b) Interprete estos resultados fisicamente recordando la representacién de la delta de Dirac como una
superposicién de funciones armonicas

o0

0(x —ct) = QL/ dwe™ (/=)
e

— 00

5. Calcule la probabilidad de que un electrén ligado a un atomo sufra una transicién a otro estado estacionario
debido al paso de un i6n pesado. Suponga que el i6n se mueve con velocidad constante v y que la distancia
minima al dtomo es D; ademads, considere que tanto el nicleo del d4tomo como el i6n no son afectados
por la interaccién. Resuelva utilizando un desarrollo en serie de potencias de x,y, z para el potencial de
interaccion ;Por qué tiene sentido hacer este desarrollo? Discuta los casos limites de la relaciéon entre v,
D y la energia de la transicion.

6. Teorema adiabatico y fase de Berry

a) Considere un hamiltoniano H(t) con autoestados instantdneos [n(t)) y correspondientes autoenergias
E(t). Demuestre que si E,,(t) # F,(t) V¢ y todo par m,n, y |H(t)mn| < |En(t) — E,(t)| un sistema
cuantico evoluciona de un estado inicial

[£(0)) = cu(0) [n(0))

n

a un estado final

() =D enlt) n(t))
donde los coeficientes sufrieron el cambio de fase

n(t) = cn(0)etneirn®)

con 0, (t) = 32 [ Eu(t)dt' y vu(t) = i [ (m(t')] m(t')) dt'.

b) Considere un electrén bajo la accién de un campo magnético B = Br(t), donde 7(t) traza lentamente
un camino cerrado C en la esfera unidad en un tiempo Ty B esta fijo. Calcule la fase acumulada a
tiempo T si el estado inicial es autoestado del operador S - r(0) con autovalor //2. Lo mismo para
el autoestado con autovalor —f/2. En lineas generales vimos que las fases en un estado cudntico no
tienen un significado fisico. Sin embargo, la fase acumulada que calculé en el ejercicio anterior es
detectable experimentalmente y se denomina fase de Berry.



7. Muestre que para un sistema de n particulas cargadas el operador densidad de carga puede expresarse

10.

como

p(r) = aib(r —r;)
i=1

donde 7 es una coordenada (una variable cldsica, no es un operador) y 7; son los operadores posicién de
las n particulas.

Absorcién y emisién estimulada Considere un dtomo de hidrégeno con hamiltoniano

ZSZ 62

2me  Ameo|r|

o =
donde los autoestados estdn dados por |a) = |n,l,m,ms). Si interactia con una onda electromagnética
monocromdtica de frecuencia w podemos escribir (en el gauge de Coulomb que tiene VA = 0)

A(r,t) =2Apcos(w/ch-x —wt)e A P(r,t=0)
donde € y n son la polarizacién y direccién de propagacién. El hamiltoniano con esta interaccién es

i (ﬁ +eA(r, t)2) e2

2m.  dme|r|

ignorando la interaccién del spin del electrén con el campo magnético y omitiendo también el término
proporcional a |A|2. Considere la parte del potencial responsable por la absorcién estimulada (el término
con e~ ) y calcule la probabilidad de transicién de un estado inicial |i) a un estado final | f). Encuentre
las reglas de seleccion para transicién de un estado ligado inicial a un estado ligado final dentro de la
aproximacién dipolar. Esta aproximacién consiste en aproximar la exponencial e¢(“/9"" por el término
dominante. ;Cuando es valida esta aproximacién?

Energia por unidad de tiempo absorbida por el dtomo

Calcule la seccion eficaz de absorciéon como / _ =
Flujo de energia del campo electromagnético

Efecto fotoeléctrico Consideremos la transicion de el estado fundamental del &tomo de hidrégeno a un
estado del continuo con E > 0 debido a la interacciéon con una onda electromagnética como la del ejercicio
anterior. Calcule la seccién eficaz diferencial de emisién.

Respuesta lineal Volvamos al problema 2. Calcule la funcién respuesta para el oscilador, y el valor medio
de la posicién como funcién del tiempo al perturbar con el potencial del inciso a).



