3.10 Propiedades generales de la ecuacién de Schrodinger para una particula
(Clase 4)

® La funcién de onda solucion debe estar definida y ser continua en todo el espacio, en virtud de lo que rep-
resenta una amplitud de probabilidad . Dicha propiedad debe mantenerse atn si el potencial U(r) tiene
superficies de discontinuidad finita, es decir en dichas superficies tanto la funcion como la derivada deben
ser continuas, pues con el gradiente se construye la densidad de corriente de probabilidad. Las derivadas
dejan de ser continuas si mas alla de de cierta superficie, U — oo porque no podréa haber flujo de proba-
bilidad a una region tal y podriamos pasar de un valor diferente de cero a cero del gradiente.

® Como la energia total es E = T+ U y como en un estado cualquiera serd £ = T+ U debe ser ¢(q) = 0 donde
U(q) — oo pues alli T < 0 para una energia finita, lo cual es absurdo, pues T coincide con el Hamiltoniano
de una particula libre que tiene autovalores todos positivos y asi el valor medio. En la frontera S de la
region donde el potencial se hace infinito, la continuidad implica 1(S) = 0. En este caso las derivadas
suelen sufrir discontinuidades finitas.

® SiU(q) > Upin=U>Unpin=FE=T+U > Upin = E, > Ui, ya que las desigualdades son validas para
cualquier estado (en particular un autoestado de energia), o sea el espectro de energia estd acotado.

® El espectro de energia puede ser discreto o continuo. Cuando el espectro es discreto se cumple [ dgi,i,- =
Onn- significa que cuando n = n” la norma de los estados es finita y como la integral de |1,|*debe con-
verger, la funcion de onda deberia caer a cero con rapidéz suficiente en el 0o, o sea la probabilidad de que
las coordenadas tomen valores en el 0o es cero y por lo tanto el sistema tendrd un movimiento retringido
a una region finita lo que se suele llamar estado ligado.

@ En el caso del espectro continuo la integral de |1, |?es divergente, lo que significa que hay siempre contribu-
ciones en el oo lo cual puede verse si le restamos [ dgl,|* — [, dg|t,|? seguira dando oo o sea siempre

hay probabilidad de encontrar a las particulas en el co y el movimiento no serd restringido.

U(r)

Figura 2: Potencial central que va a cero en el infinito

@ Supongamos tener un potencial que cumple U — 0,z,y, 2 — 0,00 y para fijar ideas supongamos un campo
central como muestra la figura. Cuando E < 0 el estado debe ser ligado y restringido a una region del
espacio y con espectro discreto. Esto es asi porque los estados de espectro continuo tienen que extenderse
al oo y alli el potencial es cero y la energia es casi puramente cinética y por lo tanto positiva y continua.
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Figura 3: U>0 en todo el espacio

@ Esimportante también mencionar el caso cuando la particula se encuentra en una region donde £ < U(T < 0),
donde alli ||* debe tender a cero rapidamente en una distancia finita. Aqui hay otra diferencia esencial
con la mecanica clasica, pues alli tendriamos una energia cinética negativa lo que es absurdo y la particula
no podria estar alli de ningun modo. En cuantica los valores propios de la energia cinética son también
positivos, pero no llegamos a una contradicciéon dado que en el proceso de medicién la particula que es
localizada en un punto del espacio es afectada de tal manera que deja de poseer una energia cinética
determinada.

@ Si U(r) > 0 en todo el espacio y tendiendo a cero en el infinito como se muestra en la siguiente figura para un
campo central, como U,,;, = 0 = E, > 0y ya hemos discutido que es un espectro continuo porque en el infinito
la energia es casi puramente cinética continua y positiva, tendremos entonces un movimiento no restringido.

® Finalmente si consideramos la ecuaciéon de Schrodinger con un potencial real que no depende explicitamente
del tiempo y no es un campo magnético (dependiente de las velocidades)

m% — —;—mvzlll(r,t)+U(r)\Il(r,t). (54)

notemos que si la conjugamos y cambiamos t «— —t se obtiene

* 2
ma\ll—(r,t) = —h—VQ\I/*(r, t)+ U(r)¥*(r,t). (55)
ot 2m
que es la version cuéntica de la invariancia frente a inversién temporal. Esta invariancia en las ecuaciones ya
estaba en mecénica clasica. Sin embargo debemos recordar que en mecdnica cudntica el proceso de medida
introduce cierta wrreversibilidad porque su papel frente al pasado y futuro no coinciden. Con relacion al pasado
podemos verificar la evolucion de un sistema previamente preparado completo midiendo lo que predice la ecuacion
de Schrodinger en cuanto a la probabilidad de los resultados. Pero este estado medido seré afectado por la
medicion dando lugar a la preparacion de un nuevo estado.

® Un nivel de energia se denomina degenerado cuando existen estados distintos que poseen la misma energia,
estos estados se diferencian porque toman valores diferentes de otra magnitud fisica.
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3.11 Propiedades generales de la funcién de onda en una dimensién

Supongamos que una particula s6lo se mueve en una dimension caracterizada por la coordenada = ya sabemos

que los autoestados de energia (cuando tenemos potenciales independientes del tiempo) podréan separase en una
/ _ i . . . .

formaW (x,t) = ¢)(x)e " llamados estados estacionarios y que la parte espacial satisface

d*)(x)  2m B
U2 B U@ =0, (50

que corresponde a un caso particular del problema de Sturm-Liouville, cuyas soluciones reales (so6lo para una
dimension), finitas, continuas y derivables son las que en general interesan en la mecanica cuantica, o si la
pensamos como una ecuacion de autovalores

(~gmt + U)) w(a) = Bvto) | (57)

 2m da?

imponiendo la continuidad de (x)Vx y la continuidad de ¢’ (x)Vx donde Ues finito.
Vamos a suponer que lim, ,+.,U(z) = U(£00) finitos y en general diferentes de cero. Tomemos a U(+o0) =
0,U(—o0) = Uy

1 |
| '/\
Uo |

RVl

Figura 4: Potencial general

1) Unin < E < 0: El espectro es discreto como sabemos y corresponde al caso en que la particula no puede
escapar al infinito y esto nos indica, como lo muestra la figura, que el potencial debe presentar un minimo
negativo.

En este caso puede demostrarse que ningun nivel es degenerado pues si suponemos lo contrario, es decir que
tenemos 11, 19 que satisfacen (56) se cumplird que

d*i) 2 a2
b =S5 [E-U@) =5/,

que si integramos nos conduce a

Yyhy — by = cte

pero como las fuciones de onda representan estados ligados deben ir a cero en el infinito tendremos w;wg — Yl —
0siz— 0o= cte =0y se cumple que ¥; x 19 es decir basicamente son la misma funciéon de onda con lo que
no puede ser un nivel degenerado.
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2) 0 < E' < Uy que es el caso intermedio de la figura , tendremos espectro continuo y escapando la particula
hacia x — 4o00. Para analizar este intervalo suponemos que cuando z — +oo,U — 0 lo despreciamos en
la ecuacién (56) quedando (las soluciones se obtienen analizando la ecuacion caracteristica (x) = €™, r% +
2m/h*(E — U) = 0)

) 2
d$(2x)+h—? Eu(z) =0,

que tiene soluciones reales ¢ (x) = Acos(kx + ) siendo k = p/h = V2mE/h y entonces esto nos da la forma
asintotica para x — +o0o. Ahora como x — —oo, U — Uj la ecuacién nos queda

d*p(z)  2m

Tt 2 Lo Blv(e) =0

que tiene solucion (x) = Be™, k = /2m(Uy — E)/h, donde la otra solucion posibley(z) = Be™ se desecha
porque diverge cuando x — —oo . O sea esta forma asintotica indica ¥ (x) — 0, * — —o0, o sea la funciéon de
onda se amortigua cuando entramos en la region £ < U. Esto también sera cierto en otros lugares donde se
cumpla dicha condicién.

3) E > Uy el espectro es continuo y el movimiento infinito hacia ambos sentidos. Ahora la ecuacion a resolver
es

2
d;/;(f) + QF_L—TZEz/J(a;) = 0,2 = 400

d2
;i(?) - B U)(a) = 0,2 — —oc0

siendo su solucion ¢ (z) = A€ + Aye~** compuesta por una particula que se mueve hacia la derecha y otra
a la izquierda que tienen igual energia pero impulsos opuestos y por esto todos los niveles de energia seran
doblemente degenerados e***. Notemos que K = E, F — Uy segin el caso.

4) Teorema de los nodos o ceros: si el potencial es acotado, la n 4 1-ésima auto-funcion del espectro discreto
se anula n veces. No daremos una demostracion completa pero la esbozaremos. Primero consideramos las
ecuacién en la forma

i) ) )
dx(f)+ [e— V(@)(x) =0, e= h_”gE v — h_?U’

donde ¢,V tienen dimension de [~?(observemos que la funcién de onda es adimensional y tenemos la derivada
segunda). Se comienzan por ordenar los valores de las energias del discreto como:

€61 <€ <ez<... 0

y tomemos la ecuacion para los dos energias consecutivas €34 y multipliquemos a la primera por ¢4 y a la 2da
por 13 v restando obtendremos
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V(@) (@) + [es — V(@) Ya(@)hs(z) = 0

Y3(2)Yy (x) + [ea — V(@) Ys3(2)a(x) = 0
PYa()P5(x) — Ps3(e)Py(z) = (s — e3)P3(w)ha(z),

ahora integrando por partes en (a,b) donde ¥3(a) = 13(b) = 0 (suponemos son los dos nodos consecutivos de
1b3) obtendremos

8

b
sty — sy o = (es — €3) / Us(z)Yy(z)dz > 0
W—/ a

ba(b)(b) — tu(a)¥(a) — s(b)ey(b) + vs(a)iy(a) > 0.

Ahora si ¢3(z) Z 0 en (a,b) entonces ¥4(a) = 0,¢4(b) < 0 con lo que si suponemos que ¥4 no tiene nodos
en (a,b) seria Y4(x) = 0 en (a,b) y entonces ¢j(a) = 0,¢;(b) < 0 y todas las combinaciones posibles daria
negativo del lado izquierdo los cual es absurdo, que resulta de suponer que ¥4 no cambia de signo, y entonces
debera haber un nodo en (a,b) . Tengo que (—o0, 00) queda dividida en tres regiones (—oo, a)(a, b)(b, o) donde
podriamos repetir el razonamiento anterior y nos darfa finalmente tres nodos para 4. Por lo tanto si suponemos
que si ¢, tiene n — 1 nodos tendremos n + 1 regiones y siguiendo el mismo procedimiento podemos demostrar
que Y, tiene n nodos. Si demostré para n = 4 y suponiendo valido para n lo demostramos para n + 1 esto
serd valido para todo el espetro discreto de indice natural por el principio de induccién completa.

TV
034 N3>0

5) Otro punto importante es analizar la paridad de una funcion de onda. Supongamos que se cumple que
U(x) = U(—x) es decir el potencial es simétrico respecto al origen. Si ¢)(x) es solucion de la ec. de Schrodinger
y hacemos el cambio £ — —x como tenemos derivada segunda y % que no cambia, y potencial simétrico esto
indica que 1(—x) también es solucion con lo que deberia ser 1(x) = ctel)(—x) y si ahora hacemos nuevamente
este cambio en la ecuacion resultaria que 1(x) = ctey)(—z) = cte?1h(z) de donde tendriamos que cte = +1 o
sea los estados estacionarios de una energia dada pueden ser pares o impares. Segin la propiedad de oscilacion
mencionada para los estados ligados, en estado fundamental de energia Ey no hay ceros, y entonces no debe

anularse en el origen. Si fuera impar (0) = —(0) = 0 y por lo tanto debe tener una funcion par.
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