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79.

7.1 Efecto espin-6rbita

Seguir los siguientes pasos para hallar el potencial semiclasico correspondiente a la
interaccion espin-orbita en el caso de un atomo hidrogenoide.

Considerar al &tomo como compuesto de dos particulas: el electron y el nicleo. En
el sistema de referencia del nucleo en reposo, el electréon observa un campo eléctrico
coulombiano de la forma
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donde se ha definido la constante de estructura fina o = e*/4weghc ~ 1/137. Al
pasar al sistema de referencia en que el electron esta en reposo (se ignorard por
ahora que dicho sistema de referencia no es inercial), resulta que éste no observa
més un campo eléctrico debido al nicleo, sino que observa un campo magnético que
en el limite no relativista estd dado por

pxE&E
B~ — 5 -
mc
a. Promoviendo el momento lineal a ser un operador cuantico (es decir, reem-
plazando p — p), probar que el campo magnético que experimenta el electron
debido al ntucleo es entonces

B:hZOé£
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Luego, la energia potencial de interaccién entre este campo magnético (debido al
nicleo) y el electron resulta ser Vmer = —g - B, donde g = —gspupS/h es
el momento magnético de espin del electron, con gs ~ 2. Aqui up = eh/2m =~
9.274 x 10724J/T es una constante denominada magneton de Bohr.

b. Probar que, segiin la expresién anterior, se tiene

2ILLBZ01A

VigTr = L-S.

emecrs

La expresion anterior es valida si se considera al sistema de referencia del electréon
como un sistema inercial. No obstante, dicho sistema no es inercial pues experi-
menta clasicamente una aceleracion centripeta de rotacion en torno al ntcleo. Al
considerar este hecho, resulta que debe corregirse la energia de interaccion agre-
gando un término de precesion relacionado con la llamada precesion de Thomas. De
esta forma, resulta que debe escribirse Vig = Vjiter Vprec donde puede probarse
que Vprec = V‘“er Resulta asi

Vs = 3L - S
emcr
c. Definiendo la cantidad
- Aegh? B Li
T mZe2  Zame
probar
. a\’L-S
Vis = (Za)* mc® (;) o (10)

Seguir los siguientes pasos para determinar las correcciones a los niveles de energia
de los atomos hidrogenoides por efecto espin-érbita a primer orden en teoria de
perturbaciones.

Considerar el hamiltoniano H = H, —I—VLS, donde Hy es el hamiltoniano de un 4tomo
hidrogenoide con ntimero atéomico 7, y Vis es la energia de interaccion espin-orbita
(10). Considerar la base de autoestados del atomo hidrogenoide {|n, j,1)}, que son
autoestados simultdneos de todos los siguientes operadores:

Holn, 3,1y = En|n, 5, 1) ,  J*|n, 4,1) = h%5(j + D)|n, 5,1)
. A 3
L2|n7j7 >_h2 (l+ )’n j? > ) 52’n,j,l>:z‘:h2|n,j’l> *

En estas expresiones, J = L+.S es el momento angular total (de modo que, mientras
sea [ # 0, el autovalor j sélo puede tomar dos posibles valores: j =14+1/2) y

2 (ZO‘)Q
2n2

E, = —mc

son las energias del atomo hidrogenoide obtenidas en el inciso 64.e. De acuerdo a
la teoria de perturbaciones a primer orden, las energias de este problema podrén en
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general depender de j y [, y estaran dadas por E,;; = E, + <VLS>W donde se ha
definido (Vig)nj = (n, 7,1 Vis|n, 7,1).

a. Escribiendo 2L -8 = J2 — [2 — §2, probar

(Vis )yt = @mc2<<g>3>nﬂ 8 {—(lin 21§Z§j1g} '

b. Para los estados del &tomo hidrogenoide es posible probar la siguiente relacion:

<(g)3>nﬂ ~ WAl + 12)(21 1)

Utilizar dicha relacion (se hara en el problema 85g) para probar que un nivel de
energia con n y [ fijos queda desdoblado por efecto espin-6rbita en dos niveles
cuya separacion es

Za)?
AEYW = F, ._ —E, i :En(—.

c. Puede observarse que el resultado anterior sélo tiene sentido si [ # 0. Discutir
lo que sucede para el caso [ = 0.

Las subcapas atomicas son diferentes orbitales de los atomos hidrogenoides que,
para un mismo valor del nimero cuantico principal n (es decir, para una dada capa
atomica), varian su nimero cuantico orbital . En la nomenclatura tradicional, a
cada valor distinto de [ se lo designa con una letra segiin la siguiente tabla:

l= (|0[1]2]|3[4]|5]|6
letra||s|p|d|f|g|h]|i

Luego, los niveles con n y [ definido se representan entonces por un niimero que sim-
boliza al niimero cuantico principal n y una letra que simboliza al nimero cuantico
orbital [. Por ejemplo, el nivel 3d tiene n =3 y [ = 2.

a. Escribir todas las subcapas existentes hasta la capa n = 5 inclusive.

b. Recordando que las energias de las capas atomicas del d&tomo de hidrégeno
(Z = 1) estan dadas por E, = —13.6eV/n?, calcular la separaciéon de los
niveles de energia por efecto espin-orbita para todas las subcapas del inciso
anterior (siempre que exista dicha separacion).

7.2 QOtras correcciones relativistas

Seguir los siguientes pasos para implementar las correcciones relativistas cinéticas
al &tomo hidrogenoide, a primer orden en teoria de perturbaciones.

En la teoria de la relatividad, se sabe que la energia de una particula de masa m y
momento p es £ = /p?c? + m?c*, donde c es la velocidad de la luz. A la cantidad
mec? se la denomina energia en reposo, y a la cantidad T'= F — mc? se la denomina
energia cinética.
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a. Expandiendo en serie de potencias, probar

p> 1 p!

2m 8 m3c?

A partir de la expansion anterior, se puede definir el potencial de correccion rela-
tivista cinética a menor orden como Vi = —p */8m3c. Entonces el hamiltoniano de
un atomo hidrogenoide con correccion relativista cinética a menor orden esta dado
por H = Hy + Vi, donde Hy es el hamiltoniano convencional (no relativista) de
un atomo hidrogenoide con nimero atémico Z. Para un estado |njl) del atomo no
relativista, es posible probar (se hara en el problema 83d) la relacion

VY = | B 22 (3 - L) | (11)

n dn  20+1

b. Utilizar la relaciéon anterior para determinar, a primer orden en teoria de pertur-
baciones, la correccion relativista cinética a la energia del &tomo hidrogenoide
para todas las subcapas de los niveles hasta n = 5 inclusive. Comparar los
ordenes de magnitud obtenidos con los resultados del problema 81b.

Considerar ahora el hamiltoniano H = Hy + Vi + Vg, que corresponde a un atomo
hidrogenoide con correccién relativista cinética de menor orden més la interacciéon
espin-orbita.

c. Probar que la correccion a los niveles de energia estéd dada, a primer orden en
teoria de perturbaciones, por

. . (Za)? [ 3 2
L= |E 2 . 12
<VK + VLS>n]l ’ n| n 4n 2] + 1 ( )

d. Calcular esta correccion para las subcapas 4p, 4d y 4f.

Sea H un hamiltoniano dependiente de un conjunto de parametros {\,} (por ejem-
plo, estos parametros podrian ser la masa m, la carga eléctrica e, la frecuencia w,
o incluso cualquier nimero cuantico). Sea ademas |¥) un autoestado normalizado
de dicho hamiltoniano, con energia E. Naturalmente, tanto el autoestado como la
energia también pueden depender de los parametros {\,}.

a. Dado algtin pardmetro A en particular, probar el teorema de Feynman-Hellmann,
que establece la siguiente relacion:

OF oH
o Ma ‘I’> :

b. Considerando el hamiltoniano del atomo hidrogenoide, usar el teorema de
Feynman-Hellmann para calcular el valor medio (1/r),;; respecto de cualquier
autoestado con ntimeros cuanticos n, j y [.

Sugerencia: usar como parametro a la carga eléctrica, es decir, A = e.
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c¢. Considerando una vez maéas el hamiltoniano del d&tomo hidrogenoide, usar el
teorema de Feynman-Hellmann para calcular el valor medio (1/r%),,; respecto
de cualquier autoestado con ntimeros cuanticos n, j y [.

Sugerencia: usar como parametro al nimero cuantico orbital, es decir, A = [.
Notar que la derivada parcial sélo tiene sentido si se promueve al nimero
cuantico [ a ser un parametro continuo en lugar de discreto.

d. Calcular, para el atomo hidrogenoide, el valor medio (j)4>njl respecto de cualquier
autoestado con nimeros cuénticos n, j y (.

Sugerencia: despejar p* de la ecuacion de Schrédinger, v luego usar los valores
medios calculados en los dos incisos anteriores.

A pequenas escalas se manifiesta la naturaleza finita pero no puntual de las particu-
las. Esto conduce a tener que sumarle al potencial V(az) un término proporcional a
su propio laplaciano. Dicho término es conocido como el término de Darwin VD(m).
Matematicamente, lo que se debe anadir es el siguiente término:

R h2 .
Vp(x) = o~ V2V (x) .

Seguir los siguientes pasos para estudiar este potencial en el caso de atomos hidrogenoides.

a. Probar que el potencial de Darwin toma la forma

. 3
Vp(x) = T ﬁ0453(:13) :

2 m2c

b.  Probar que el valor medio (Vp(z))n; es siempre nulo para [ # 0.

Sugerencia: comenzar probando que la delta de Dirac en coordenadas carte-
sianas puede ser reescrita en términos de una delta radial:

() = ——(r) .

4rr?

c. Resulta asi que el potencial de Darwin s6lo contribuye en atomos hidrogenoides
para estados con namero cuéntico orbital [ = 0. Para dichos estados, el tnico
valor permitido de j es j = 1/2 (verificarlo).

Probar entonces, para [ = 0, la relacion

R T Zh3

<VD($)>n,j=1/2,l=0 =3 « ‘\Ijn,jzl/Q,l:O(w = 0)

‘2
2 m2c

d. Para un potencial central arbitrario, tal que converja en el origen o que diverja
mas lentamente que 1/72, probar que los estados con [ = 0 satisfacen la relacion

> m AV
‘\Ifl:o(w = 0)‘ = o2 <W>lo '

Sugerencia: considerar la ecuacion de Schrodinger radial con [ = 0, cuyas
autofunciones son y;—o(r). Multiplicarla por x|_,(r) e integrar por partes desde
r = 0 hasta r = oo.
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e. Para el caso particular de un atomo hidrogenoide, utilizar la relaciéon anterior
junto con el resultado del inciso 83c para probar

2 1 me\®
\Ijn,jzl/2,l:0(m:0)‘ = Za% .

A partir de dicho resultado, concluir que la correccién a primer orden en teoria
de perturbaciones debida al término de Darwin es

(ZO() ch — ’En|(Za) )

2n3 n

(Vo (@))njm1/20-0 =

f.  Utilizar el resultado del inciso anterior junto con la expresion (11) para probar
que el efecto combinado de la correccion relativista cinética mas la correcciéon
de Darwin es, para estados con [ = 0:

. ~ (Za)* (Za)* (3
(Vie + VD>n,j:1/27l:0 = o3 me® = |En| n in L.

Verificar que el lado derecho de esta igualdad coincide con el lado derecho de
la ecuacion (12) con [ = 0.

Observacion 1: este resultado permite interpretar al potencial de Darwin como
el “reemplazo” al acoplamiento espin-orbita para el caso [ = 0. Recordar que
espin-o6rbita soélo vale para [ # 0.

Observacion 2: a partir de la observacion anterior, es posible definir la correc-
cion relativista total Vrel como la suma de la correccion relat1v1sta cinética VK,
mas el acoplamiento espin-o6rbita VLS, mas el término de Darwin Vp. A primer
orden en teoria de perturbaciones, resulta entonces que la correccion relativista
total a la energia es, para todo valor de los niimeros cuanticos n, j y (:

~ (Za)?* (3 2
< rel>njl = |En| - T 5 .
n dn 27 +1

85.% Seguir los siguientes pasos para probar la relacion de Kramers.

a. Dado un dtomo hidrogenoide con niimero atémico Z, probar que la correspon-
diente ecuacion de Schrodinger radial puede ser escrita como

nl

") = {l(l—i— 1) 2 N 1 4regh?

5 Xnt (1) con a= o

r ar n2Za?

b. A partir de la expresion anterior, y recordando que las autofunciones x,,;(r)
son reales, probar Vv € R la identidad

| ) ) = 1+ D0 = 267 g+ 0

c. Integrar por partes el lado izquierdo de la relaciéon anterior para obtener
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= [ ) = [ ) )
0 0

. Cuadl es la cota inferior a los posibles valores que puede tomar ~ tal que valga
esta identidad (es decir, tal que no aparezca un término de borde)?

d. Integrando por partes, probar

| ) 7 i) = =367 i
0
e. Integrando por partes, probar

o0 2 o0
| @)t =~ [ a7 )

Luego emplear esta relaciéon junto con los resultados de los incisos 85a y 85d
para probar

/ dr X () 17 X (1)
0

N Y1, 2 -1 1
—l(l+1),y+1<7” gl — —————(r" >nﬂ+W<”>nﬂ-

f.  Usar los resultados de los incisos 85¢, 85d y 8be para probar la relacion de

Kramers:
(M = v+ D a g+ [0+ 1) = [ (7 = 0.
g. Evaluando la relaciéon de Kramers en v = —1, y usando el resultado del inciso

83c, calcular (1/r?),;.
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