Mecanica Cuantica I PROF: Pablo Pisani

DF - FCEx - UNLP JTP: Lucas Manzo
2do semestre 2023 AD: Toméas Vignau

Practica 6

Los ejercicios marcados con asterisco (*) son opcionales.

6.1 Oscilador armoénico bidimensional 1
6.2 Problema de Landau 2
6.3 Teoria de perturbaciones (ind. del tiempo) 4

6.1 Oscilador armoénico bidimensional

72. Considerar un oscilador armoénico bidimensional isotréopico. En términos de los
operadores de creacion y aniquilacion, puede escribirse a su hamiltoniano como

H = hw(ala, +abas +1)
donde dichos operadores satisfacen el algebra usual:

A

~ooaTT
[aiaa]‘] = 0ij ,
con todos los deméas conmutadores iguales a cero.

a. Definanse ahora los siguientes tres operadores:

A 1

Ji = 5[5&&2 + &gdl} ;
o =~ falan — afan]
A 1

Jz = B [alar — abas]

Probar que estos operadores generan el algebra del grupo SU(2), es decir, que
satisfacen la regla de conmutacion [J;, Jo] = ie€;j5Ji.
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6.2

Probar, a partir de los operadores anteriores, que el oscilador armoénico posee
una simetria SU(2). Es decir, probar que se satisface la regla de conmutacion
[J;, H] = 0.

Se define al operador cuadritico de Casimir como J* = J? 4 J2+J3. Calcularlo
en términos de los operadores de creacién y aniquilaciéon para, finalmente,

verificar la relacién
. 1/ H>
)
=== —1).
/ 4(<hw>2 )

Sabiendo que los autovalores del operador J2 son j(7+1) con j >0 (;por qué
esto es cierto?), determinar las energias del sistema.

Discutir la degeneraciéon de cada nivel de energia en términos del resultado
anterior.

Problema de Landau

73. Considerar una particula en un campo magnético externo uniforme que apunta en la
direccion z, de modo que B = (0,0, B). El potencial vector, en el gauge de Landau,
esta dado por A = (0, Bz, 0).

a.

Probar que, en el gauge de Landau, la ecuaciéon de Schrodinger toma la forma

2m

. [aa_:? (a% - %B‘:v)2 + aa_;]q’(w,y,@ =E¥(z,y.2).

Proponiendo una solucién de la forma ¥ (z,y,2) = ¢(z) ePv¥/" ?=2/"  probar
que la ecuacién anterior se convierte en

B vt = (B 22 )i,

2m 2m

donde zy = p,/eB.

Observando que la ecuacion diferencial anterior corresponde a la de un oscilador
armoénico unidimensional, probar que las energias estan dadas por

p? +heB< +1>
npy = —(n+=).
P2 2m m 2

Suponer ahora que el dominio en el eje y es un segmento de recta de longitud L,
de modo que resulta |y| < L, /2. Considerando condiciones de borde periddicas
en el eje y, probar

h
=21k — | kelZ.
Py ™ L,
Usar el resultado del inciso anterior para probar que la densidad de estados g
(es decir, el nimero de estados por unidad de area) esta dado por g = eB/2mh.
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74. Considerar que al problema anterior se le anade un campo eléctrico externo uniforme
en la direccion z, de modo que E = (£,0,0). En el mismo gauge de Landau, el
potencial escalar estd dado por ¢ = —&x.

a. Probar que la ecuaciéon de Schrédinger toma la forma

2

b. Proponiendo una solucién de la forma U (z,y,2) = 9 (z) e®v¥/" e?=2/"  probar
que la ecuacion anterior se convierte en

h?r0* e?B? ) P2 p, & méE?

_Mpe _ _(p_ Pz Py _>

2m [(‘h? h? (z = 0) }1/}@) ( om T B B V@),

mé
eB?"

donde xy = f—g +

c. Observando que la ecuacion diferencial anterior corresponde a la de un oscilador
armoénico unidimensional, probar que las energias estan dadas por

E

n,Py,Pz

2 2
_&ﬂe_B(Hl) _pE_méE
2m m 2 B 282

Nota: observando que el tltimo término puede ser descartado por ser una
cantidad constante, resulta que la introduccién de un campo eléctrico ortogonal
a la direccion del campo magnético introduce un factor —p,£/B en la energia.
Es decir, las energias si dependen del ntimero cuantico p, en presencia de dicho
campo eléctrico, mientras que son independientes de p, en ausencia del mismo.

75.  Un estado fundamental de Landau en presencia de un campo eléctrico (tal y como
fue descrito en el problema anterior) esta dado por los nimeros cuanticos n = 0,
p. = 0. La funcién de onda toma la forma

e/ feB\VY 2 P mé&
\\j - _ [ = =S (z—20) =2 4 =
O,Py(xayvz) \/L_y <7Th) € ) Zo B + 632

a. Calcular la densidad de corriente de probabilidad j,(z) en la direccion y para
dicho estado, dada por

. h . o e
Jy = m Im{\PO,py (8_1; - ﬁAy) \Ijﬂ,py} :

b. Probar que la corriente total de probabilidad en un punto y, definida mediante
Ty = ffooo dz j,(x), esta dada por

&

Jv="BrL,"

Nota: es facil probar que la corriente eléctrica I, en un punto y es proporcional
a la corriente de probabilidad 7,. Esto implica que I, # 0 cuando & # 0, lo
que se conoce como efecto Hall cudntico.



Practica 6 4

6.3 Teoria de perturbaciones (ind. del tiempo)

76. Considerar el potencial del oscilador armoénico unidimensional V(z) = imw?a?,
perturbado mediante un término lineal de la forma V,(z) = X hw x.

a. Calcular la correccion de la energia a primer orden en teoria de perturbaciones
para cualquier estado |n) g del sistema sin perturbar.
Sugerencia: escribir al factor x de la perturbacion en términos de los operadores
de creacion y destruccion. Se sugiere emplear esta misma representacion a lo
largo de todo el presente ejercicio.

b. Calcular la correccion de la funciéon de onda a primer orden en teoria de per-
turbaciones para cualquier estado |n) ) del sistema sin perturbar.

c. Calcular la correccion de la energia a segundo orden en teoria de perturbaciones
para cualquier estado |n) g del sistema sin perturbar.

d. Resolver el problema de forma exacta y comparar estos resultados con los de
los tres incisos anteriores.

77. Considerar el potencial del oscilador armoénico bidimensional isotropico V(z) =
%mwQ(xQ + %), perturbado mediante un término cuadrético “cruzado” de la forma
V() = mw] zy.

a. Calcular la correccion de la energia a primer orden en teoria de perturbaciones
para el estado fundamental del sistema sin perturbar.

b. Calcular la correccion de la energia a segundo orden en teoria de perturbaciones
para el estado fundamental del sistema sin perturbar.

c. Comparar estos resultados con la solucion exacta, dada en el problema 55.

d. ;Qué complicacién surge si, en lugar de estudiar el estado fundamental, se
desea estudiar la correccién de la energia para cualquier estado excitado?

78. Cuando un atomo hidrogenoide es colocado en un campo eléctrico externo uniforme
& (que se supondra que apunta en la direccion z), los niveles degenerados de energia
experimentan una separacion. Este es el llamado efecto Stark lineal. Para resolver
este problema se usa la teoria de perturbaciones para el caso degenerado (siempre
que la magnitud del campo externo sea lo suficientemente pequena) y se trata a
la energia potencial del electrén en el campo eléctrico £ como una perturbacion:
V, = —e|€]z. Los niveles |n) () del dtomo son, a lo sumo, n* veces degenerados: es
decir que, en particular, el nivel n = 2 es a lo sumo 4 veces degenerado. Las cuatro
autofunciones que poseen la energia Eéo) del atomo no perturbado son:

1—7r/2a
V2a3

r/2a
/ﬁ T2 00, 6) |

r/2a

v 6a3

Uo0,0(r,0,0) = e "/ Yo,0(0,9) ,
‘112,1,0(7”7 0, éb) =
\IIZ,I,:I:I(Tv 97 (b) = 67T/2a K,:I:l(e7 (b) 3

donde a = 4megh?/puZe?.
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a. Hallar la separacion de los niveles de energia para n = 2.

b. Hallar las autofunciones correspondientes.
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