Mecanica Cuantica | Afio 2019
Prof: Alejandro Mariano — JTP: Mauricio Matera — Ay. Dipl: Mariela Nieto

Practica 4 — Métodos algebraicos

Problema 1. Identidades ttiles Probar las siguientes igualdades:
1. [A,BC] = [A,B]C + B[A, C] (regla de Leibniz)
2. [A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0 (identidad de Jacobi)
3. [A,B] = [Bf, Af]f
4. [AB,CD] = -AC{D,B} + A{C,B}D — C{A,D}B + {C,A}BD

Problema 2. Operadores Normales Se define a los Operadores Normales como aquellos operadores A que satisfacen
[A, At] = 0. Muestre que todo operador normal es diagonal en alguna base ortonormal.

Problema 3. Sean A y B dos observables. Suponga que los autoestados simulténeos de A y B, {|a;b)}, forman una
base completa ortonormal del espacio de representacién. jPuede concluirse que [A, B] = 0?.

Problema 4. Paridad Sea xg(x) una autofuncién del Hamiltoniano de Schrédinger unidimensional, con autoenergia
E; mostrar que si el potencial es una funcién par V(z) = V(—z), entonces xg(—2x) también es una autofuncién del
Hamiltoniano con el mismo autovalor de energia.

Corolarios:

e O bien i) xg(z) y xg(—z) son linealmente independientes (estado de energia E doblemente degenerado), y por lo
tanto pudiéndose elegir entonces combinaciones lineales pares e impares.

e O bien ii) xg(z) y xg(—x) son proporcionales, en cuyo caso mostrar que la constante de proporcionalidad es +1.
Luego, xg(x) es o par o impar.

Problema 5. Considerar un sistema fisico de tres estados, con base ortonormal {|u;),i = 1;2;3}. En esta base el
hamiltoniano H y los observables A, B estdn representados por las siguientes matrices

100 1 0 0 1 3 2
H=FE| 0 2 0 A=al 0 1 i B=b| 3 0 3
0 0 2 0 —i 1 2 31

1. Hallar [H, A], [H,B], [A,B].

2. Encontrar una base ortonormal {|w;),7 = 1;2;3} en la cual A y H sean diagonales simultdneamente. Expresar los
observables H, A y B en la nueva base.

3. Si el sistema se encuentra en el estado
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‘?qué valores de energia pueden obtenerse en una mediciéon de H y con qué probabilidades?. Hallar el valor medio
del Hamiltoniano en ese estado.

4. Si en vez de medir H se mide A, ;qué resultados pueden obtenerse y con qué probabilidad? y si se mide B? Hallar
los correspondientes valores medios.



5. Si al medir H sobre el estado se obtuvo E = 2Fy ;Qué resultados y con qué probabilidad se pueden obtener para
una medida posterior de A y B?

Problema 6. Notacion de Dirac Usando las reglas del dlgebra de bra-kets,
1. Dado X = |3){a/, hallar XT.
2. Probar que (a|X|8) = (8| X |a)*
3. Mostrar que (YZ)" = ZTYT.

4. Sean {|¢;)}, {|&)} dos bases ortonormales. Muestre que existe un operador unitario U tal que Ulg;) = |&;). Dé la
expansion de U en notaciéon de Dirac.

Problema 7. En un cierto instante, una particula en un pozo infinito esta descripta por la funciéon de onda

cos(mx/(2a)) n isin(ra/(a)) N cos(3rx/(2a))

con —a <z < a.
1. {Cual es la probabilidad de encontrar a la particula en cada uno de sus estados estacionarios?
2. ;Qué valores puede tomar una medida de la energia, y con qué probabilidades?

3. {Qué valores de impulso se pueden medir y con qué probabilidades?

Problema 8. Oscilador armoénico ITI Considere un oscilador armoénico unidimensional en el estado
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1. Calcular los valores de expectacién de x, p, H.
2. Calcular la dispersién de H.

3. ;Qué valores de energia se pueden observar y con qué probabilidades?

Problema 9. Correlaciones Si dos variables cldsicas x, y (compatibles) estdn descriptas por una distribucién de
probabilidad conjunta p(z,y), se define la correlacion entre ambas variables como C(z,y) = (zy) — (z){y), que se anula
si p(z,y) = pz(x)py(y). Una generalizacién posible para sistemas de observables no compatibles viene dada por

Xp + pX

Clx,p) = (PTP%) — (o)
1. Considere el estado del problema anterior. Determine el valor de la correlacién entre x y p para ese estado.
2. Discuta si puede entenderse este resultado en términos de una distribucién de probabilidad conjunta.

Problema 10. Sistemas compuestos Sea HAP = H4 ® HP un espacio de Hilbert producto tensorial y [i) =
|¢)al@) B es el estado inicial del sistema. a) Muestre que si la evolucién del sistema estd gobernada por un Hamiltoniano
Hy'Z2 = HA @18 + 14 @ HE, el estado del sistema a tiempo ¢ serd de la forma

[¥(8) = |o(t) ale(t))
con J J
i lo(t)a= HA¢(t)a v izle(t)s =H|o(t) s
b) Dados dos observables OﬁBOﬁB =0,®1py OéB =14 ® Op, pruebe que
1. [047,0%"] =0,



2. (W(OI0A" [ (1)) = (6(1)|0ld(t)) 4,
3. (¥(1)|0A7 05 [ (1)) = (#(1)|0Al6(t)) Al (1) OBl (t)) 5 -
4. C[O4B, 048] =0.

c¢) Considere ahora un Hamiltoniano de la forma HAB = Hg‘B +A0,40p. ;Cémo se modifican los resultados anteriores?

Problema 11. Operadores Proyeccién. Los operadores de Proyeccién ortogonal satisfacen P = P? = Pt a) Muestre
que sus autovalores € {0,1}. b) La traza de un operador proyeccién ortogonal es igual a su rango. ¢) Muestre que en
general, el producto de dos proyectores ortogonales no es otro proyector ortogonal. ;qué condiciéon deben cumplir dos
proyectores ortogonales para que su producto también lo sea?

Problema 12. Operadores autoadjuntos no acotados Considere el operador W = f%%r en el espacio de funciones
continuas L2 = {¢ : Ry — C/ [ |1(r)|?r?dr < oo} respecto al producto escalar definido por (1) = [ ¢*(r)y(r)r?dr.
Determinte qué condicién extra debemos imponer a Lf_ para que W sea autoadjunto.

Problema 13. Identidad BHC Dados dos operadores A y B, probar que

1. eABe ™ =B+ [A,B] + w +...=e21B
2. Sit es un parametro real,
deAt
= Aeth = cAA

3. Si[A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0,
A B _ ,A+B+3[AB] _
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