6 Oscilaciones

6.1 Cinematica y dinamica

Un movimiento periddico es aquel donde la particula repite después de un periodo 7' su posicion y velocidad.
Estudiaremos movimientos unidimensionales o aquellos que puedan describirse con una soéla coordenada, como
el angulo barrido en un movimiento circular. Asi si x(t) es la coordenada que describe el movimiento debera
cumplirse que z(t + 1) = z(t). Existen varos ejemplo de este tipo de movimiento, por ejemplo el movimiento
circular uniforme, un péndulo de un reloj en ausencia de roce en el eje o con el aire, un bloque unido a un resorte
en ausencia de roce interno en el resorte y con la superficie donde desliza etc.

Dentro de los movimientos periédicos un caso especial e importante es el movimiento oscilatorio arménico,
porque la funcion que describe la posicion es una funcién armonica o sea seno o coseno. Ahora si nos preguntamos
que fuerza puede producir un movimiento oscilatorio armoénico, veremos que son por ejemplo la fuerza que
produce un resorte para pequenas oscilaciones que es proporcional al estiramiento respecto a la posicion sin
estiramiento de la punta del resorte Fi(z) = —k(x — z) , la cual se conoce como ley de hooke. Tambien la
componente tangencial del peso en un péndulo para pequenios angulos de apartamiento de la vertical P,(f) =
—mgsenf) =~ —mgf donde hemos hecho la aproximacién de pequenos dngulos senfl = 0,

o

-mgsense

aqui hemos puesto sentido positivo hacia la derecha en el primer grafico y antihorario en el 2do. Ahora, si
aplicamos la segunda ley de Newton para movimiento en el eje x o para el movimiento tangencial del péndulo
(suponemos que la soga que conecta la particula con el techo es inextensible y sin masa) tendremos

k(@) — ) = ma(t) = md;tgt)
d*x(t)  k B
i + Em(t) =0

Si recordamos lo hecho para un cuerpo moviendose en un rulo vertical podremos aplicarlo ahora cambiando la
normal por la tension
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—mgcosf(t) + T'(t)

(1) (%t)) + %cosﬁ(t) - %

—mgsend(t)
(2)2 df@ + %sene(t)

senf) = 0 = —mgl(t)

d*0(t)
dt?

+ %G(t)

mRw(t)> = mR (ﬂ(t))z

dt
0
ma(t)R = m@fi
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0
d*9(t
mag(t) = ml dt(2 )

0

donde vemos que las ecuaciones pra x(t) o 6(t) son muy similares. No vamos a hacer un desarrollo del método
matematico para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes como las obtendidas, ya
que seguramente van a desarrollarlo en los cursos de analisis matematico I o II, solamente diremos que las
soluciones pueden ser (lo haremos para el resorte pero las consideraciones son similares para el péndulo)

z(t) = Asen(wt+6) 6 cos(wt+ )

que son funciones armoénicas, y donde A y ¢ dependeran de las condiciones iniciales con que comience el
movimiento. En tanto que w puede determinarse para que dichas expresiones sean solucion. Elijamos el conseno
z(t) = Acos(wt + 0) y reemplacemos en

tendremos

—Aw?cos(wt + 6) + Aﬁcos(wt +4d) =0
m

(—w2+£)Acos(wt+6) =0

y como se debe cumplir que sea cero para todo tiempo y el coseno no lo es, tendremos que deber4 ser

donde hemos elegido la solucién positiva de la raiz pues ya veremos la interpretacién fisica que tiene esta
cantidad. Asi que finalmente obtenemos

k
r(t) = wAcos(wt+9), w=1/ -
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donde la velocidad y aceleraciéon pueden obtenerse calculando la derivada lera y 2da respectivamente

v(t) = da;sft) = —wAsen(wt + 0)
a(t) = % = —w?Acos(wt + 0).

Es importante notar que si hacemos un desarrollo de Taylo alrededor de la posiciéon xgy de longitud natural del
resorte (suponemos que la funcion que representa a la fuerza lo permite) tendremos

Fy (o)
2

F///
(z — m0)* + %(w —x0)° +

Fiv (1,0)
24

Fi(x) = Fi(xo) + Fy(xo)(z — zo) + !

(x —x0)" + ...,
donde F(z() = 0 por no haber fuerza a la longitud natural, y que la ley de Hooke corresponde a la aproximacion
de primer orden con Fj(x¢) = —k . Ademas es importante notar que un movimiento periédico solo puede darse
para potencias impares del desarrollo pues tomando la derivada negativa, el signo de la fuerza la hace apuntar
hacia z estando a derecha o izquierda, mientra que para una potencia par en alguno de los dos casos tendremos
una fuerza que se aparte de xg no pudiendo la particula volver a recorrer la trayectoria anterior.

Antes de pasar a hacer una anélsis del significado fisico del movimiento notemos que se nos deben dar
condiciones iniciales (en ¢t = 0) xg = x(0), vy = v(0) para poder definir el movimiento por completo, desde el
punto de vista matemaético diremos que una ecuacion diferencial de segundo orden debe complementarse con
dos condiciones iniciales. Asi debera cumplirse

rg = Acos(0)

vo = —wAsen(d)

de donde puede obtenerse z2 + ziz = A2, %‘JO/“’ = tangd, ya que sen?d + cos?d = 1 y asi finalmente obtenemos

_ 2, Y
b = arcty( _Uo/w)
To

donde podriamos haber elegido el signo negativo de la raiz, pero esto conllevaria a cambiar la eleccion de § ,
ya que hay dos angulos con la misma tangente en el intervalo [0, 27], asi que basta con quedarnos con uno y
elegimos el positivo por comodidad en la expresion. En la siguiente figura esquematizamos en caso § = 0 que
corresponde a la situaciéon cuando la particula parte de xg = A, vy = 0, 0 sea cuando el resorte se estira hasta
la posicién xg = A y se suelta
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x(t),v(t).a(t)

Es importante hacer las siguientes observaciones :

e La frecuencia angular w = \/g esta relacionada con el periodo del movimiento comoT = 27/w pues

z(t+T) = Acos(wt +}x(2¥“) = z(t) ya que las funciones armonicas son periédicas con periodo 27. Lo
mismo sucede para la velocidad y la aceleracion que vuelven a repetirse a intervalos de tiempo 7. Como
el movimiento se realiza entre x = +A a A se la suele llamar amplitud del movimiento.

e En namero de oscilaciones por segundo o frecuencia es f = 1/T y asi w = 27 f , y se mide en 1/seg que
se denomina Hertz o usando multiplos del segundo en el denominador.

e La velocidad esté atrasada en T'/4 o desfasada en —7/2 | respecto de la posicion pues cuando x es maxima
v es cero , cuando x e cero v es maxima pero con signo negativo porque el sentido positivo es hacia la
derecha, y asi. La aceleracion esta atrasada en 7'/2 o desfasada en —m respecto a la posicion. Cuando
tenemos posicion maxima la aceleracion (y la fuerza es maxima) con signo negativo o sea hacia el centro.
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