Metodo s cuantitativos de analisis grafico

Método d e cuadrados minimos — Regresién lineal

Hemos enfatizado sobre la importancia de las representaciones gréficas y hemos
visto la utilidad de las versiones linedizadas de los gréficos (X, Y) junto a las digtintas
maneras de llevar a c&o la linealizadén. A menudo nos confrontamos con situaciones
en las que iste o suponemos que existe una relacion lineal entre las variables X e Y.
Surge de modo natural la pregunta: ¢cual es la relacion analitica que mejor se gjusta a
nuestros datos? El método ce auadrados minimos es un procedimiento general que nos
permite responder esta pregunta. Cuando la reladon entre las variables X e Y es lined,
el método de guste por cuadrados minimos £ denomina también método e regresion
lineal. En este caitulo discutiremos este Ultimo caso. El ledor puede consultar en el
Apéndice F de la Ref. [1] una discusién del caso general de auadrados minimos cuando
el modelo esno lineal y los datos estan afedados de arores.

La Fig. 1 ilustra € caso lineal. La dispersion de los valores estd asociada ala
fluctuacién de los valores de cala variable. Observamos 0 suponemos una tendencia

lineal entre las variables y nos preguntamos bre aél eslamgor reda:
y(x) =ax+b 1

gue representa este cao de interés.
Es (til definir la funcién x? (Chi-cuadrado)™:

X% =5 ~(al +b)F @

gue es una medida de la desviacion total de los valores observados y; respedo de los
predichos por e modelo lineal a x + b. Los mejores valores de la pendiente a y la
ordenada al origen b son aquellos que minimizan esta desviacion total, o seg son los
valores que remplazados en la Ec.(1) minimizan lafuncién %, Ec.(2). Los parémetros a

y b pueden obtenerse usando témicas mateméticas que hacen uso del célculo
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diferencial. Aplicando estas témicas, €l problema de minimizaddon se reduce a de

resolver el par de ewiaciones:

dx dx
=0 =0 3
r Y “ap (3
de donde resulta:**
_Nzxiyi_zxizyi
as= €

Ny %= (3 )

b= Nzxizzyi _zxizxiyi
N z Xi2 - (z X )2 ®)
Actualmente, la mayoria de los programas de andlisis de datos y planillas de clculo,
realizan el proceso de minimizacion en forma aitomética y dan los resultados de los

mejores valoresde a y b, 0 sealos valores indicado por la eaiaciones (4) y (5).

: >

X, X
Figura 1 Gréfico de datos asociados a un modelo lineal. La cantidad yi - y(X)
representa la desviacion de cala observacion de y; respedo del valor predicho por
el modelo y(x).
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El criterio de minimos cuadrados reemplazael juicio personal de quien mire los
gréficos y defina aual es la mejor reda. En los programas como Excel, Origin, €tc., este
cllculo se redliza usando la herramienta “regresion lineal” o “gjuste lineal”. Los
resultados (4) y (5) se glican en el caso lineal cuando todos los datos de la variable
dependiente tienen la misma incertidumbre absoluta y la incertidumbre de la variable

independiente se mnsidera despreciable.

Una medida de la alidad o bondal del ajuste redizado viene dado por €
coeficiente de crrelacion R? entre las variables X e Y, definido como:

R2 - COV(X, y)2 (6)
Var(x) War(y)
donde
N N N
N> x 0 —) % Yi
Coux,y) = Z NZ'Z DZ ©
3x [5x
Var(x) — =1 _[I=t [] —< X2 S —< X>2
N 0N [ (8)
y
le/i2 ﬁd Yi E , ,
Var(y) == =05 - B =<y’ >-<y> o
H H

El valor de Rvaria entre—1y 1. Si Res+1 o pdximo a estos valores, dedmos que
el modelo lineal es adeauado para describir los datos experimentales. Cuando R se
aparta de estos extremos decimos que una expresion lineal no es una buena descripcion
de los datos. En este caso, conviene analizar el gréfico y buscar una reladén noineal
gue groxime mejor la dependencia. Dado que R mide el grado de correlacion lineal

entre los datos, s, por gemplo, los pares de puntos (X, Y) tienen una relacion tal que
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caen sobre un circulo, aunque ellos estén correlacionados, tendriamos R = 0. Desde
luego, s los pares (X, Y) no tienen correlacion algura entre ellos, también tendriamos
R =0 VerlaFigura2.
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Figura 2 Ajuste de datos experimentales por un modelo lineal. a) Caso de una
buena wrrelacion lineal; b) aceptable; ¢) es un caso en el pradicamente no hay
correlacion entre X e Y; d) tiene una buena crreladon pero € modelo lineal es
inadeauado.

Freauentemente el resultado que deseamos determinar de nuestro experimento es
alguno de los pardmetros de la Ec. (1). Por gemplo, s deseamos determinar la mnstante
elésticak de un resorte a partir de mediciones de fuerzas aplicadas F; y estiramientos x;
gue le producen al resorte, k serd predsamente la pendiente de la reda que mejor se
gjusta alos datos. Otro ejemplo es la obtencion de la resistencia elédrica R de un
conductor, que deseamos determinar a partir de mediciones de tension V; y la crriente
gue lo araviesa |;. Por consiguiente, es (til disponer de un modo de estimar las
incertidumbres asociadas a la determinaddn de los parametros a y b de la Ec. (1). La

importancia del método de aiadrados minimos reside en el hecho que nos permite
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obtener valores de la desviacion estandar o sealos errores asociados a los parametros a
y b de la Ec. (1), que denotaremos con los simbolos O, y Op. En esta seaién sdlo

presentamos los resultados de utilidad més freauente en el laboratorio; el lector
interesado podrd encontrar un tratamiento mas exhaustivo en las Ref.[1-4]. L
incertidumbres de los parametros del gjuste vienen dadas por las expresiones:

(10

(1)

por:

Ox? (12

Las incetidumbres de los parametros a y b también pueden escribirse en
términos del coeficiente de arrelacion R del siguiente modo:

EEilH

O, = (N— ) R (13)
Ub:Uav<X2> (14)
donde
X2
< X2 >= I=]N (15)
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Estas expresiones ©n de mucha utilidad para estimar 0; Y Op, Ya que la

mayoria de las planillas de dlculo y programas de ajuste, por los regular indican los
valores de los parametros ay b que mejor gjustan los datosy el valor de R.

Precauciones en el andlisis

No sempre e sificiente amitir que dos variables siguen una reladon lineal
guiandonos por lo que muestra un gréfico de los datos en escalas lineales. Menos aun si
solo evaluamos el coeficiente de correlacion del ajuste lineal que propondriamos a partir
de este gréfico. Un gréfico de Y = X (variables sin correlacion lineal) puede gjustarse
por una reday obtenerse ala vez un coeficiente de correlacion lineal (inexistente) de,
por giemplo, 0.998 Un gréfico de datos experimentales de Y = X con algo de dispersion
fortuita de los puntos, podria devenir en un coeficiente de, por gemplo, 0.995 menor
gue el anterior. Entre los coeficientes hay una diferencia, apenas, del 3 pa mil. Pero en
un grafico log-log, la diferencia de pendientes sra la que hay entre 1.1y 1.0, lo que
representa un 10% de discrepancia entre los exponentes de la variable X. ESos métodos
de andlisis nos ensefian que los efedos de correlacion pueden estar enmascarados por €l
efedo del “ruido’ de los datos. En ocasiones lo dificil es establece si existe crrelacion
entre las variables, aun cuando los datos provengan de fuentes “limpias’ que hayan
producido datos con relativamente poca dispersion. Muchas veaes la decision entre dos
alternativas debe hacese usando otros criterios. Por ejemplo, la mnsistencia mn otros
conjuntos de datos o sobre la base de wnsideraciones de simetria o concordancia @n

teorias bien establecidas.
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Ejemplo: Imaginemos un experimento donde se mide la distancia que recorre un movil
sobre una linea reda mientras una fuerza onstante adua sobre 4. Esperamos que el
movimiento seauniformemente a@lerado. Supongamos que d cuerpo parte del reposo,
gue medimos x(t) a tiempos largos y que los datos coledados son los representados en
laFig. 3.a

(@)

600 p = 0.99959

. —
75 80 85 90 95 100 105

t (s)

pendiente = 2

35 +——T—T T T T T
1.88 1.90 1.92 1.94 1.96 1.98 2.00 2.02

log(t)

Figura 3 Representacion de x(t) para un cuerpo (e se mueve @n
movimiento unformemente aelerado. (a) A tiempos largos no se greda
bien la arvatura de la aurvay, dado que € coeficiente de wrrelacion lineal
es muy cercano a la unidad, podria suponerse que la crreladon es lineal.
(b) log(x) en funcion de log(t), de donde se deduce que la relacion no es
lineal sino cuadrética

Si los datos experimentales & analizan sobre el grafico de escalas linedes, el
ajuste por un modelo lineal es més que tentador. Hedho esto, se obtiene la ewiacion de
la mejor reday un coeficiente de mrreladon muy alto, R = 0.9999. Sin embargo, un

modelo basado en las eauaciones de la dindmica dice que
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donde a es la a&leradon. En la Fig. 3.b estén los logaritmos de los mismos datos, de
donde se ve claramente la proporcionalidad x [J t* que predice el modelo, dificilmente
demostrable a partir del grafico de la Fig. 3.a Evidentemente, € uso de una
aproximacion lined no es buena en este problema y el mero juicio del valor del
coeficiente de arrelacion o es sficiente.
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