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1 Sistemas de coordenadas curvilineos

Un sistema de coordenadas curvilineas en IR? se define a partir de la relacion
X(@) =X ) =1x

donde {¢;} es la base canénica de R?, que satisface & = & X &.
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El ejemplo trivial son las coordenadas cartesianas, en las que x*(Z!,?,¢%) = ¢'. Un ejemplo
menos trivial, pero que conocemos bien son las coordenadas esféricas. En ese caso,

¢ = @20 =09 (1)
x!' = x=rcos(¢)sin(h) ()
x> = y=rsin(¢)sin(h) 3)
x> = z=rcos(h) 4)



Si se fija el valor de dos coordenadas y se deja una libre, se obtienen tres familias de curvas,
llamadas “curvas coordenadas”:

oan(@) = XL (5)
() = X3P (6)
oL@ = X3P 7)

(8)
En el caso de las coordenadas cartesianas, estas tres familias cumplen que
* Dentro de cada familia, las curvas son lineas rectas paralelas
¢ En cada punto del espacio, se cortan extactamente tres curvas de familias distintas.

¢ Sidos curvas pertenecientes a familias distas son ortogonales.
Si hacemos lo mismo con el caso de las coordenadas esféricas,

e las curvas coordenadas de la familia o(") seran semirectas que salen del origen en la direccién
(6, ¢)-
e las curvas coordenadas de la familia o(®) serdn semicircunferencias sobre planos que se in-

tersectan en el eje z. Estas curvas suelen llamarse “meridianos”.

e las curvas coordenadas de la familia ¢(#) seran circunferencias sobre planos paralelos entre
si, y usualmente nos referimos a ellas como “paralelos”.

Vemos que ahora, algunas propiedades de las coordenadas cartesianas no se mantienen:
¢ Las curvas no son rectas
* parar fijo, todos los meridianos se intersectan en sus extremos.

e En el origen, todas las (") se encuentra.

Sin embargo, salvo sobre el eje z y en el origen, en la interseccién de cualquier par de curvas
coordendas, estas resultan ser (localmente) perpendiculares. Méas formalmente: los vectores tan-
gentes a dos curvas coordenadas en el punto en que se intersectan son vectores perpendiculares.
Decimos por esto que las coordenadas esféricas son un sistema de coordenadas ortogonal.
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1.1 El espacio tangente y las bases holonomicas.

En el entorno a cada punto p, se define el espacio tangente Ty. Este es el espacio de los desplazamien-
tos infinitesimales en torno al punto p. Esto es: al variar las coordenadas ' en (', nos movemos
del punto p = X(Z') al punto p’ = X(¢' + A') = p + Ap con
Ap =Y g
i

(Ver figura 1.)
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Figure 1: Espacio tangente en torno a un punto, y base holonoma asociada a las coordenadas
esféricas. El desplazamiento resultante de un cambio ((51’ 360, 6¢) en las coordenadas es una com-
binacién lineal de los vectores de la base holénoma hr, hg, h¢

De esta manera, una base coordenada para el espacio tangente viene dada por la base coordenada



(u holonémica) sobre el espacio tangente a un punto como {ﬁl} como aquella que satisface !
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En muchos textos de matematica, a la base ﬁi se la denota directamente por 0;.

Para interpretar qué son estos vectores, observamos que 6X = ¥; g—gdg i es desplazamiento que
sufre X al variar la coordenada ' en d{’, pero
a_’\ d = bnd ] N - NN —
afgl. = ]’li VX = Z(l’li -Vx )e]' = Z(hi -ej)ej = ]’li

j j

de manera que hid(’ es el vector desplazamiento que resulta de variar las coordenadas en d('.
Notemos que esta definicién asigna entonces tres vectores a cada punto del espacio en donde
las coordenadas estan definidas: en otras palabras, una base holonémica queda definida en tér-
minos de tres campos vectoriales. En el caso de las coordenadas cartesianas, estos campos son
constantes, y coinciden con los vectores de la base canénica en todo el espacio.
Por otro lado, para el caso de las coordenadas esféricas, encontramos entonces que (probar)

= A

M) = 5 =-=F=4 ©)
- or

hp(F) = a;:evzx?:rsin(é))éq, (10)
.o oF  hy(F) x 7

he(7) = S ="00770 11
o(7) % Fo(?)] rép (11)

de donde se vé la condicién de ortogonalidad.

2 Base dual

Para trabajar con operadores diferenciales, es conveniente definir una base en términos de los
gradientes de las funciones coordenadas. Definimos entonces los vectores

@ =v{

1Recordemos que el operador gradiente V representa un canmpo vectorial que, dado un desplazamiento JX en torno a
un punto X satisface
f(X+0%) = f(X) =X (Vf)|; + O*(6X)

En coordenadas cartesianas, este vector se expresard en términos de la base candnica y las derivadas parciales de f

segun
) — _9fvyz) | Of(xyz)  9f(xy.2),
ViX)=f(xyz) = 5y Gt 3y Gyt

de manera que bajo un desplazamiento X = §xéy + oyéy + 6z¢; se satisface

_g.ovuro Uz f(xyz) o 9f(xy,2)
of =X -Vf= e ox + 3y oy + e 0z




Figure 2: Campos que definen las bases coordenadas locales (holénomas) para las coordenadas
esféricas

De la definicién de {k;}, vemos que

L T Y
hi.wJ:(vgf).h:agi:(sg,

Decimos entonces que {@/} y {h} son biortonormales o duales, respecto al producto interno
(canénico) de R®. A cada vector &' se le puede asignar una funcional lineal (o 1-formas)

@'(0) =& -7,

que dan las componentes del vector @ en la base {ﬁz} 2,
Notemos que debido a la condicién de ortogonalidad, en IR?>, podemos expresar los vectores

de la base dual en términos de los vectores de la base coordenada /; segtin

. thh3 . h3><h1 N h1><]’l2
Wl = s———=— W) = 5——=——=— W3 = s————=—
hl'h2><]’l3 h]'h;}_th hl‘hth3
0, en forma compacta,
Eiik 7
LT R x By
="
hl . ]’l2 X h3
con gjjx = € = €jxi = —¢€jix y €123 = 1 el simbolo de Levi-Civita. En esta expresion, identificamos

el denominador con el volumen del paralelepipedo generado por los vectores hi, hy y h3, mientras
que el numerador es un vector de magnitud proporcional al drea del paralelogramo generado por
hj, hy, y dirigido normalmente a estos vectores. De manera andloga, podemos probar que

k—»
Yk ’2w]><cuk

hi =
wl-wzxwg

2 Recordemos que el espacio dual V* a un espacio vectorial V = Vi (sobre el cuerpo K) es aquel que definen las
funcionales lineales g : Vix — K. Dada una base {;} de V, se define su base dual {/} de manera que //(i;) = 6!, Por
otro lado, el producto interno induce un isomorfismo sobre el espacio dual segtn §z € V*/§5(9) = @ - . De esta manera,
hi(f) = @/ - f define la base dual a {h;} .



Para el caso de las coordenadas esféricas, encontramos que las relaciones anteriores llevan a

EQ X E¢
0 = =4 12
@ r2sin(f) (12)
he x T g
77 s e S 1
@ r2sin(@) (13)
6(74) _ hy X ]’19 B €¢ (14)

r2sin(f)  rsin()

2.0.1 Relacion entre la base coordenada y su base dual. El tensor métrico

Como {h;} y {@/} son bases, existiran matrices de cambio de base 1ij y "/, de manera que h =
Y 1ij@;j Yy @ = Y nijﬁf , con 'l = (n,;s1)¥. Utilizando la biortonormalidad, encontramos que
nij = Nji = (i, Y Nix@x) = (h;, ﬁ/) , de manera que 7;; no es otra cosa que la metrica asociada a la
base {i;}.

Para el caso de las coordenadas cartesianas, nij = 1717' = 5; . Por otro lado, en un sistema de

coordenadas ortogonales, 1;; = ’Ei|25{ y il = ﬁ&f (sin convenciéon de suma), esto es, seran
matrices diagonales. Para el caso particular de las coordenadas esféricas,
no= |h*=1 (15)
hg = =7 (16)
Wy = |h|* =r?sin(6) (17)
(18)
de manera que
1 0 0

171']' = 0 7’2 0
0 0 r2 sin2(9)
Usando estas relaciones, estd claro que en coordenadas cartesianas, la base dual @' coincide
con la base canénica, mientras que para las coordenadas esféricas,

&F) = h=F=2¢ (19)
h & X F é

(7)) = ¢ z - 20

@ r2sin?(9)  |&; x F|sin(0)r  rsin(0) (20)

) = o Tl - (21)

2.1 Tensor Métrico y el elemento de volumen

Mencionamos antes que el producto triple hy - hy % s representaba el volumen del paralelepipedo
generado por los vectores de la base holonémica {El, Ez, ﬁg} Notamos que si ahora consideramos
el volumen de la region diferencial que obtenemos al barrer intervalos d{*, dZ? y dZ° en las respec-
tivas coordenadas, este viene dado por

dV = Vvdgtaz?az?



Llamamos a esta cantidad el elemento (diferencial) de volumen. Identificamos entonces a V' con el de-
terminante jacobiano asociado al cambio de variables entre las coordenadas cartesianas y el sistema
de coordenadas curvilineas considerado.

Veamos ahora como se relaciona esta cantidad con el tensor métrico. Para eso, observamos que
podemos expresarla en términos de la matriz de cambio de base A; que relaciona a estos vectores
con la base candnica:

V= V[ﬁl,ﬁQ,Ef}] = El . EZ X ﬁg = AaAjzAéf_,’} . é} X € = det(A)

Por otro lado, el tensor métrico se relaciona con la matriz b;: segun
171‘]' = (hl', h]> = Ai(A;n (Ek, §m> = (A . AT>,']'
De esta relacion se sigue que

det(y) = det(A.AT) = det(A)? = V?
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Para el caso de las coordenadas esféricas, el elemento de volumen tomaré la forma

4—1

—

V [k, ho, hg] = r*sin(0)

donde reconocemos al jacobiano asociado a estas coordenadas, respecto a las coordenadas carte-
sianas.



2.2 El elemento de 4rea

Consideremos ahora la region rectangular que barremos realizar desplazamientos t1du + trdw.
Para describir esta regién, introducimos el vector elemento de drea

dA = U1 X Todudw

cuya direccién es perpendicular a la regién generada, y cuyo médulo dé el drea asociada a la
region. La integral de flujo de un campo vectorial B a través de una superficie S se expresa entonces

como
CI)B—/B JA = //B —x—dudw

donde u y v parametrizan la superficie.

Figure 3: Elemento de drea para una superficie con r = cte. Notese que @" es paralelo a h, (y
tangente a la correspondiente curva coordenada) debido a que las coordenadas esféricas son un
sistema de coordenadas ortogonales.

Podemos expresar dA en la base dual como

dA = Y (k@) (hg - B2)h; x hydudo 22)
jk

- Z(E] ) _‘1)(]_/2]( ’ 52)(E1 : E] X Ek)(fiidudv (23)
ik

- 801 avz \/W d P o4



Asi, podemos identificar al vector /det 7@’ con el elemento de drea asociado a las superficies
con coordenada {* constante.

3 Bases normalizadas

Si queremos trabajar con vectores normalizados, definimos iy = hi/h; y ol = = wi;/w; de manera
que h;.i; = 1y @&'.&0' = 1. Debido a la biortonormalidad,

i

J
wihi

vi ¥ _
w-h]—

(notese que no estamos usando la convencién de Einstein para la suma).
En términos de estas bases normalizadas, podemos ahora expresar el operador gradiente

comao: VZ af Z]
Vf= Z vgl Z aZ Z hilij

A partir de este, expresamos los operadores divergencia y rotor de un vector A = A;&0' = A’
(Al = X A]-hz-/qu"f) como’

VA = V- (LA (25)
= Zg,il. V(Ai/wi) + Y (Ai/wi)V L@ (26)

= iqifﬁj.v(Ai/wi> iZ(Ai/wi)VZ? (27)

— mf Ailwi) + Y (Ail ) VPG (28)
va aglag] (V) ag (29)

VxA = Vx (AW (30)
— E— i x V(Ai/wi) + Z(Ai/wi)v X @' (31)

— 2 & x @ ag (Ai/w;) (32)

oy M e (A (33)

,]Z,,; vdet(Mmn) . "ﬂagf

3 Recordemos que el rotor V x y la divergencia V- son generalizaciones del concepto de derivada, que se definen

por

Jos A-d
%o Sd|8|

7i-dS=0

o [y A-dS _ .
V-A(X) = lim 2¥°" 77 SV x AR
(X) Jim, dv y -V xAX)=

con V un volumen en el entorno de X, S una superficie plana, normal a 7i que contiene a X y 0V y dS son las respectivas
fronteras.



VA = Y WV(A/h)hi+ Y A'/hiVE (34)
i i

- 'aAi/hi i Ai_,b - 7

= ;hl 30 @h; + ;hiw](hk -Vh)) (35)
oy QA gy AL Ol

- %:hl 50 wh,+; Y 5 (36)

(37)

3.1 Unidades

Una ventaja de usar bases normalizadas es que las componentes de los campos tendrédn las
unidades correspondientes a la magnitud que se quiere representar. Al respecto, notamos que
las coordenadas curvilineas que utilizamos pueden no tener necesariamente las mismas unidades
que el vector posicién. Por ejemplo, en coordenadas esféricas, r tiene unidades de distancia, pero
0y ¢ se miden en radianes. Por esto, las unidades de ' serdn en general diferentes, y de la forma
[distancia) / [T').

Cuando los operadores V, V- , y Vx acttan sobre un campo [/_ﬂ, el resultado es un nuevo
campo con unidades [A]/ [distancia], mientras que si se aplica el operador V2, el campo resultante
tendrd unidades [A]/ [distancia]?. Podemos verificar esto en las expresiones anteriores.

3.2 Compatibilidad con el teorema de Stokes

Otra cosa a observar es que estas propiedades son compatibles con el teorema de Stokes:

Vel = @l 38)
/VXA’-dsT - fA’-dZ (39)
S S

/V-A’dv _ fﬁ-ds“ (40)

% )%

(41)

Para verlo, necesitamos expresar los diferenciales en términos de los correspondientes jaco-
bianos:

dl = h;df’

ds = \/det(q)cﬁidddékk;jk’

dV = \/det(y)dz'dz?dz?

(donde usamos la convencién de Einstein para suma), y recordar que, de la biortonormalidad,

-

A-hi = Ak
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de forma que A = A;@'

/C Ve-dl = / Ve - hidl (42)
- / acqumhm.ﬁidc’ (43)

SR s (44)

= [ 554 = phe )

(46)

e a 8z]kﬁ aAkhk ) i ’si’mn| mo1en
/SVXA.dS - /<Z\/W = ) <w \/det() =2l ag dg) 47)

_ /S §Eﬁka§gzk \ez;m! g (48)

_ ]gS;Akhkdgk — fgsﬁ-ﬁkdé" (49)

- fssA’-dE (50)

(v A1y - / 217” 37 ( det(r )Aihi> v + /V ;Aihivzgw (51)
= / E”llagl 0/@ Aihi> v + /V ;Aihi\/dleimazl <;7“ det(ﬂ)) d%52)

_ /V ;ﬁ@ <;71 det(n)Aih,) ay (53)

- / Zaagz <;7il det(q)Aﬂq) dgtdg2dg® (54)

_ /sz< \/?A hz-) (demdg”> (55)

_ /av (;Aih@i> . (Wkww dg'"dg”> - VA ds (56)

Para la dltima identidad usamos que

1 oy'ly/det(n)

VZgi —

det(n) g
que se puede probar (con bastante trabajo) usando que
det(r7) = det( ggi
. Bloag]\c/llth _ (M_l)]‘i
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4 Coordenadas ortogonales

Para ciertos sistemas de coordenadas, ocurre que

hi x

R‘l
0
=
=
:‘
=
\
&«
Il
F(
~<
&
Il
\

de manera que {/;} define una base ortonormal en cada punto del espacio. De esto se sigue
que

a) 11ij = hidjj
b) &' =T (por la biortonormalidad)

Q) \/det(qmn) = hihohs

2 il
hll’ljhk ag’ h;

d) v?.gi —

V(' = V-@;=V-

SN

ilj X flk
A I
h]hkw] X Wy
hi

- V.
Wil hil
] ]
TR
ks hihg ik
T
19 by
hilil 90
1 ih]hk
hilil 90y

= (cu]xwk)V

V- (w] X (,Uk)

£V (VT x V)

Estas propiedades permiten simplificar las expresiones para los operadores V, V-, Vx y V2

19,
V= Zagz = Ly ogih

y si A: = Ai]jli,
o 9 hihahs Al
VA= Ghahs 2 gk
V2 1 0 hihohs 0y 57)

;hlhzhg o KA
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he o AN
V x A l]Zk (8Z]kh 2 h3 ag]hkA > I’lk

Nuevamente, y de forma mads simple, observamos que los factores que aparecen antes y de-
spués de las derivadas en los operadores gradiente, divergencia y rotor son los necesarios para
que el teorema de Stokes sea vélido. Por ejemplo, en la divergencia, el factor que va con la inversa
del elemento de volumen cancela al jacobiano en la integral triple, mientras que el factor que
multiplica a las componentes dentro de la derivada “repone” el elemento de drea en la integral
doble:

Ve 1 J hlhzth 1972 173
- AdY = / hihohsdZ'dz?d 58
/VV 4 v;h1h2h3agl h; 1 3d di dl (58)
_ 0 hihohz Al 1472473
- /v;agl P 6 dcidg (59)
= / Zh1h2h3A e Z]k‘dgfdgk (Teorema de Stokes) (60)
oV ijk hi
- hyh
= / ihi, a}lm g]dgk (61)
W jirjk hi
oV
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