Algebra Lineal: Aplicaciones Fisicas - 2020

Practica 9 - Tensores.

1. Sea V(R) un espacio vectorial de dimensién 2. Considere By = {e1, ez}, la base candnica de un

espacio vectorial, y By = {e1, 2} otra base del mismo espacio definida por e; = e; y €2 = (e1 +

62)/\/5.
a) Hallar la matriz de cambio de base S = [l]g‘l’ que conecta las coordenadas de cualquier vector
v € V(R) expresado en la base By con las del mismo vector en la base By
b) Determinar el tensor métrico g;; = (€, €;) en la nueva base y verificar que g;; = Si"S7 gmn.
Calcular ademés las componentes de (g")%
¢) Construir la base dual B de By en términos de los elementos de la base dual Bf de By.

d) Expresar el vector v = e 4+ 2e5 en términos de los elementos de la base B; y verificar que
v = xgo ey = wgleu. Hallar las componentes del vector (z3,), del vector dual a v e interpretar
su significado.

e) Expresar la forma lineal 2 € V(R)* definida por Q(e;) = 1y Q(e; — e2) = —1 en las bases
duales B y Bj. Verificar que Q = (wp;),(€*)* = (wpy)u(€)" v que Qv) = (wp;)u(r8,)" =
(ws; ) u(ws;)"

. Sea By = {e1, €2} la base canénica de R%. Y sea B = {e1, €2} otra base definida por €; = cos(8)e; —
sin(f)es y €2 = sin(f)e; + cos(f)es. En estas nuevas condiciones repetir los inciso a), b) y d) del
inciso anterior.

. Simplificar las siguientes expresiones realizando las sumas indicadas, donde los indices toman los
valores posibles 1, 2 y 3.

a) 6; ¢) €008, e) €ijrATATAF

b) e€ijidy, d) a;;6% f) A'B;6) — B, A"
donde 6, = 0 si p # v y 6., = 1 para todo valor de u y €, es de Levi - Civita el tensor
completamente antsimétrico.

. La delta de Kronecker generalizada se define como el determinante de p x p:
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donde 0 =0 si p # vy 6l = 1 para todo valor de p.

a) Mostrar que: €, = 6,7 d) Mostrar que: €7%¢;n, = 67,05 — 63,0F,
b) Mostrar que: €% = §1%7 e) A partir de la delta de Kronecker generlali-
¢) Verificar que: €ijk = €jki = €kij zada, deducir los posible valores de €;;rn

. Considere un espacio en el que el tensor métrico estd definido de forma tal que:
lsii=3j
Jii = { 0 i
Mostrar que:
a) Eijeij = 2!

b) Gijkeijk = 3'

c¢) Predecir el resultado de ei%2-ine; ;.
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. Verifica que bajo la transformacién lineal de coordenadas %' = R;'wj que el operador 0; =

Simplificar las siguientes expresiones:

a) (Aijir + Ajki + Awiig + Alijr) 2252
b) (PYk + Piki 4 PRIY gy,

C) 8351
afﬂj
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d)
Figura 1: Toroide

. Usar la notacion de indices para verificar la siguiente identidad vectorial

Ax(BxC)=B(A -C)—C(A-B)

donde A, B y C son vectores de R3.

9
Era
transforma en forma covariante 9; = (R~')79;. Mostrar luego que la divergencia V - F = 9;¢" de
un campo F = ¢'e; es una cantidad escalar.

. Demostrar que, en general, el tensor métrico en un sistema de coordenadas curvilineo no ortogonal

viene dado por:

dr  dr
907 = Gt
donde “” denota el producto interno en el espacio vectorial. Luego, partiendo del sitsema de coor-

denadas euclideo bidimensional, cosntuir el tensor métrico para los siguientes casos:

a) R? usando coordenadas polares: z =71 cosd y y =1 sing

b) R? usando el sistema de coordenadas parabdlicas: # = u vy y = 3(u? — v?)
Calcular el tensor métrico sobre una superficie toroidal (ver figura).

Las coordenadas cilindricas elipticas (u, v, z) son coordenadas curvilineas ortogonales. Las coorde-
nadas v son el dngulo asintético de los cilindros hiperbolicos confocales simétricos sobre el eje 7. Las
coordenadas u son cilindros elipticos confocales centrados en el origen. El mapeo viene dado por
las transformaciones

x=a coshu cosv y=a sinhu sinv z=z2

a) Dibujar algunos contornos representativos para u o v constantes, en el plano z = 0.
b) Encuentra los vectores de base covariante para el nuevo sistema de coordenadas.

¢) Mostrar que los factores de escala para el tensor métrico estdn dados por:
Guu = a° (sin2 v + sinh? u) Gy = aQ(sin2 v + sinh? u) g, =1

d) Encuentra la funcién de energia cinética de una particula de masa m en este sistema de
coordenadas

T = 3 m guotv”
Obtener la receta para el gradiente de una funcién escalar en coordenadas cilindricas.
Obtener la receta para la divergencia de un campo vectorial en coordenadas cilindricas.
Considere el espacio vectorial R3. Calcular el simbolo de Christoffel en:

a) las coordenadas cilindricas (z = rcos¢, y =rsing, 2 = h)

b) coordenadas esféricas

Para cada sistema de coordenadas, obtener las derivadas covariantes.



