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Algebra Lineal: Aplicaciones Fisicas - 2020

Practica 8 - Espacios Unitarios.

. Determinar cuéles de las siguientes férmulas definen un producto interno hermitico sobre el espacio
vectorial C2.
a) ((vi,v2), (w1, wa)) = viw + 2v2w3
b) {(v1,v2), (w1, w2)) = viw] + vawj
¢) {(v1,v2), (w1, ws)) = 2v1w + (1 + Hviws + (1 — i)vaw] + vws
. Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad triangular en el caso de un producto
interno hermitico.
; Que condicién deben cumplir dos vectores para ser paralelos u ortogonales en un espacio vectorial

complejo?

. En C™", (A, B) = Tr(ATB) = Tr(BAT). Verificar que las matrices de Pauli son ortogonales con
este producto. ;Son ortonormales?

. Formular las condiciones necesarias para que la funcién peso w(x) garantice que la integral

b
(f.9) = / dew(z) f(z)* g(a)

define un producto interno sobre el espacio de las funciones complejas y continuas en [a, b].
a) Encontrar una base ortogonal y una ortonormal (con el producto interno usual en C3) para el
subespacio S generado por (1,4,1) y (1+1¢,0,2).
b) Determinar el complemento ortogonal de S, S+.
¢) Encontrar las proyecciones de (1,1,1) sobre S y S+
. Considerar el espacio vectorial C[—, 7] de las funciones complejas continuas en el intervalo [—m, 7],
con producto interno definido por (f, g) = ffﬂ de f*(t)g(t).
a) Verificar que (f, g) es un producto interno.
b) Calcular (1 + €%, e) y verificar la desigualdad de Schwartz.

¢) Mostrar que las funciones e'**

i Son también ortonormales?

, con k entero, son ortogonales con el producto interno anterior.

. - . -2 1
a) Determinar el valor de o para que, en la base canénica de C2*2 la matriz A = ( o -9 )
represente:

1) un operador normal;
2) un operador autoadjunto.

b) Hallar, en cada caso, los autovalores de A y la base ortonormal de C? en la que A es diagonal.

. Una matriz se dice positiva si la forma “bilineal” hermiticamente simétrica que representa es definida
positiva. Mostrar que, en C2, con el producto escalar unitario usual,

2 1
a)A:(l 1>loes,

0 1
b)B<1 O>noloes.



9. Matrices unitarias como exponenciales de matrices hermiticas:

a) Muestre que si H es una matriz hermitica, U = exp(i tH) es una matriz unitaria para todo
valor real de t.

b) Demuestre que si U € C"*" es una matriz unitaria, existe una familia de matrices hermiticas
Hj, que satisfacen U = exp(i tHy). {Coémo se relacionan las Hk entre si?

¢) Opcional: Muestre que para A, H € C™*™, con H una matriz hermitica, exp(i H) A exp(—i H) =
A+ilH,A|-1[H,[H, A]]+ = exp(i[H,]) A. (Observe que [H,|A = H.A—A.H es un operador
lineal sobre C™*"™)

10. La descomposicién en valores singulares (DVS) de una matriz real o compleja es una factorizacién
de la misma con muchas aplicaciones en estadistica y otras disciplinas. DVS consiste en factorizar
una matriz A de m x n (rango de A mayor que 0) como:

A=UXV

donde U es una matriz con columnas ortogonales de m x n, V' es una matriz ortogonal de n x n, y
3. una matriz “diagonal” de n x n tal que:

cp 0 .- 0
0 oy --- 0
TR |
0 0 - o,

Los elementos de matriz o; sobre la diagonal de X, se denominan valores singulares de A.

a) Mostrar que la matriz A = ATA es una matriz hermitica de n x n.
b) Mostrar que los autovalores de la matriz A son ntimeros reales mayores o iguales a cero.

c¢) Sean [v1] y [ve2] autovectores columna de A asociados a autovalores A; y Ag, respectivamente,
tales que A1 # Ao. Mostrar que [v;]T[v;] = 0.

d) Mostrar que si [v1] y [v2] estdn asociados a autovalores A1 y Ay no nulos, tales que A\; # Ag,

entonces
[wr] [ug] = [uo] T[] = 0y [ur]T[un] = [uo] [us] = 1
con [u;] = A [vi]/v/ i ([vi] [vi]).

e) Sean [v1],[val, ..., [vs] una base de autovectores columna de A ([v;]T[v;] igual a 1sii = j e
igual a 0 en caso contrario) con autovalores Aj, Aa,..., A, talesque \; #0sii=1,2,...,ry
Arr1 ==X, =0.

Sean [u1], [uz], ..., [u,] tales que [u;] = Av;/v/Aisii <0y [u]=0sii=r+1,...,n

Mostrar que:

A= ([ul], [us], ..., [un})D([m], [va], .-, [vn])T

donde
VAL e 0 0 --- 0

\/x()...()

0

D=1 0O 0 - 0
0 : : S
0 0O 0 - 0

11. Hallar la descomposicién en valores singulares de las siguientes matrices:

2 0
3 5 2 1 0 -1
a) (4 0) R PO ¢) (o 11 1)



12. Descomposicién polar: A =U P
a) Muestre que para cualquier matriz invertible A, la matriz P = v At A es no singular y que
U = AP~! es una matriz unitaria.

b) Construya la descomposicién polar de la matriz

(5 3)

13. Muestre que si vy tiene proyeccién no nula sobre el subespacio de autovalor maximo de un operador
A € C™*"  hermitico, la sucesién vi11 = A vy /|vg| converge exponencialmente a un autovector con
autovalor maximo.



