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Ej. 1 — Sea B = {e1, e2} la base canónica de un espacio vectorial VR y B′ = {e′1, e′2} otra base dada por
e′1 = e1 y e′2 = (e1 + e2)/

√
2.

a)Hallar la matriz de cambio de base S = [1]BB′ .

b)Determinar el tensor métrico g′ij = (e′i, e
′
j) en la nueva base y verificar que g′ij = Ski S

l
jgkl. Calcular

además las componentes de (g′)ij .

c)Construir la base dual de B′ en términos de los elementos de la base dual de B.

d)Expresar el vector v = e1 + 2e2 en términos de los elementos de la base B′ y verificar que v = xµBeµ =

xµB′e′µ. Hallar las componentes covariantes de xB
′

µ e interpretar su significado.

e)Expresar la forma lineal ω ∈ (VR)∗ definida por ω(e1) = 1, ω(e1 − e2) = −1 en las bases B∗ y (B′)∗ y
verificar que si ω = fBµ (e∗)µ = fB

′

µ (e
′∗)µ, ω(v) = fBi x

µ
B = fB

′

i xµB′

Ej. 2 — Para el espacio V = R2[(−1, 1)] de los polinomios de grado 2 en el intervalo (−1, 1) con el

producto interno definido por (p, q) =
∫ 1

−1 p(t)q(t)dt,

a)determinar la base dual de V∗ asociada a la base de monomios B = {1, t, t2}.
b)Calcular las componentes del tensor métrico gij en dicha base.

Ej. 3 — Sea Rijkl un tensor 4 veces covariante sobre el espacio euclideo R4, que cumple Rijkl = Rklij =
−Rijlk = −Rjikl. Usando el tensor metrico, construya todos los escalares posibles. Sea Tij otro tensor
euclideo sobre el mismo espacio tal que Tij = Tji. Usando el tensor métrico para subir y bajar ı́ndices,
construya todas las posibles ecuaciones covariantes lineales en Rijkl y Tij .

Ej. 4 — Calcule los siguientes productos tensoriales de operadores, construya su representación matricial
en la base producto tensorial y halle sus autovectores y autovalores:

a)σz ⊗ σz b)σz ⊗ σx c)12 ⊗ σx d)σx ⊗ 12

Ej. 5 — Sea H = σx⊗σx + q(12⊗σz +σz ⊗12) un operador sobre C2⊗C2. Construya la representación
matricial de H y evalue ρ = exp(−tH). Luego calcule la “traza parcial” TrAρ sobre el segundo subespacio.

Ej. 6 — Muestre que la cantidad δji es un tensor mixto con un ı́ndice covariante y otro contravariante,

y calcule δii . Muestre además que las componentes de δji son invariantes ante cualquier transformación de
coordenadas.

Ej. 7 — Verifica que bajo la transformación lineal de coordenadas (x′)k = Rkl x
l el operador ∂i = ∂

∂xi

transforma en forma covariante ∂′i = (R−1)ki ∂k. Mostrar luego que la divergencia ∇·F = ∂iφ
i de un campo

vectorial F = φiei es una cantidad escalar.

Opcionales

Ej. 8 — Sea R un espacio de Riemann, con tensor métrico gµν .
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a)Muestre que el operador ∂i transforma adecuadamente cuando actúa sobre campos escalares pero no
cuando lo hace sobre campos tensoriales generales.

b)Demuestre que un operador Dµ = ∂µ + Γκµν

c)Muestre que si Dκgµν = 0, Γκµν + Γκνµ = gκσ(gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ).

d)Muestre que por ser un espacio de Riemann, existe un sistema de coordenadas de manera que local-
mente se cumpla Dµ = ∂µ. Muestre debido a esto, Γκµν = Γκνµ.

e)Generalice las expresiones para la divergencia y rotor de un campo vectorial para coordenadas gene-
ralizadas.

Ej. 9 — El tensor de Levi Civita. Considere R un espacio de Riemann n-dimensional. Se define el tensor
“forma de volumen n-dimensional” de ese espacio como el tensor completamente antisimétrico de tipo
(n, 0) tal que sus componentes satisfacen εi1...in =

√
|det(g)|εi1...in , siendo εi1...in el “śımbolo de Levi

Civita” (εi1...in = 1).

a)Muestre que dadas dos bases ordenadas B y B′, εB′

i1...in
= ±εBi1...in .

b)Muestre que si la anterior igualdad se cumple para el signo negativo, basta con intercambiar en la base
B′ los primeros dos elementos para construir una base B′′ que cumpla la igualdad con el signo +.

c)Muestre que la condición εB
′

i1...in
= εBi1...in define una relación de equivalencia entre las bases de R.

d)Restringiendonos a bases dentro de una dada clase de equivalencia, εi1...in transforma como un tensor,
que se conoce como “forma de volumen de R”. Explique el motivo de este nombre.

e)De una forma general para las componentes del tensor completamentre contravariante εi1...in .

f)Para n = 3, usando la antisimetŕıa, construya todas las contracciones posibles del tensor εijkεrst.

g)Opcional: Muestre que si ωi1,... im es un tensor completamente antisimétrico de tipo (0,m), el mapeo (·)∗
definido por ω∗jm+1...jn

= 1
m!ω

i1...imεi1...im jm+1...jn satisface ω∗∗ = ω (esto es, (∗) resulta ser un operador
idempotente, conocido como “estrella de Hodge”). En particular, si Fij es un tensor antisimétrico en
R3, (F ∗)k transforma como un “pseudo-vector” (cambia de signo cuando transformamos entre bases
no equivalentes). Muestre que si vi y wj son dos vectores de R3 y T ij = 1

2 (viwj − vjwi), se cumple
que (T ∗)i = (v × w)i.

Ej. 10 — Sean F , G dos campos vectoriales en R3 y φ un campo escalar. Usando las propiedades del
tensor de Levi Civita, demuestre las siguientes identidades válidas en coordenadas cartesianas:

a)∇ · (∇∧G) = 0

b)∇∧ (φ ∧ F ) = (∇φ) ∧ F + φ∇∧ F
c)∇∧ (F ∧G) = (∇ ·G)F − (∇ · F )G+G · ∇F − F · ∇G
d)∇(F ·G) = (F · ∇)G+ (G · ∇)F + F ∧ (∇∧G) +G ∧ (∇∧ F )

e)∇∧ (∇∧ F ) = ∇(∇ · F )−∇2F

Ej. 11 — Muestre que el “rotor” de un campo vectorial covariante Fi definido por Rij = Fi,j − Fj,i
(Fi,j = ∂Fi

∂xj
) es un tensor antisimétrico de tipo (2, 0). Muestre que Rij = (∇∧ F )∗ij , el “dual de Hodge” del

campo vectorial rotor. Muestre que - a diferencia de Fi,j - en un espacio de Riemann (o pseudo-Riemann)
Rij transforma correctamente ante transformaciones generales de coordenadas.
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