Algebra Lineal: Aplicaciones a la Fisica, Notas Curso 2014

5. Transformaciones lineales

Una transformacién lineal (TL) (también denominada aplicacién lineal o mapeo lineal) es una funcién
F :V — W entre dos espacios vectoriales V, W sobre el mismo cuerpo K que satisface

Z) F(Ul—i-’l)z) :F(U1)+F(U2> Vuoi,ve €V

i) Flaw) =aF(v) Vae K, veV

es decir, F(a1v1 + agvay) = a1 F(v1) + agF(v2) V a1,a0 € K y v1,v2 € V. F es entonces un homomor-
fismo entre espacios vectoriales. Si W = V| F' es un endomorfismo, y se lo denomina también operador lineal.

Propiedades basicas:

I) F(0) =0 (el primer 0 es el vector nulo de V' y el segundo el vector nulo de W)
Dem.: F(0) = F(0+0) = F(0) + F(0) = F(0) =0

) F(—v) = —F(v)

Dem.: 0= F(0) = F(v+ (—v)) = F(v) + F(—v), de donde F(—v) = F(v).
(También pueden demostrarse utilizando ii))

Ejemplos (probar como e€j.):

1) F:V — V definida por F(v) = av, con a € K, es TL Va € K (incluso a = 0).

Sia=1= F eslaidentidad (F(v) =v Yv € V), denotada por I.

Sia=0= FeslaTL nula (F(v)=0VveV).

2) F : R? — R? dada por F(z,y) = (x +y,2y + z) es TL (verificar).

También lo es F : R? — R? dada por F(x,y) = (ax + by, cx + dy), con a,b,c,d € R (fijos). Toda TL de R?
en R? puede escribirse de esta forma (probar!).

3) F: R? - R? dada por F(x,y) = (z + y?, 2y + ) no es TL. Tampoco lo es F(xz,y) = (1 +z + y, 2y).

5) F : R" — R™ dada por F(z1,...,z,) = (a1121 + ... + @1nTn, . . ., 1 Z1 + . .. + mny) €s TL V a5 € R.
Toda TL de R™ en R™ puede escribirse de esta forma (demostrarlo!).

6) F : R?*2 — R?*2 dada por F(A) = A (traspuesta) es TL.

También lo es F(A) = B - A, con B matriz real fijade n xn,y G(A)=B-A+ A-C.

7) F: C(R — CR (C(R) es el subespacio de funciones reales continuas) dada por [F(f)](z) = [ f(t)dt, es
TL.

8) Si C1(R) C RR es el subespacio de funciones reales derivables, F': C(R) — RF dada por F(f) = f/, es
también TL.

Ppropiedades fundamentales:

IIT) Si S es un subespacio de V 'y F : V. — W es TL, la imagen de S por f, F(S) = {F(v)|v € S}, es un
subespacio de W.

En particular, si S =V, el subespacio F(V') se denomina imagen de F' y se denota I(F).

Dem.: Sivy,v2 € S = F(v1)+ F(v2) = F(vi +v2) € F(S) pues v; +v2 € S.

Siae KyveS = aF(v)=F(av) € F(S) pues av € S.

En particular, 0 € F'(S) (F(0) =0)

IV) La pre-imagen de un subespacio S’ de W, S = {v € V|F(v) € S’} es un subespacio de V.

Dem.: 0 € S pues F(0) =0¢€ §'.

Sivi,vg €S = v1 + vy €S pues F(vy +v9) = F(vy) + F(uvg) € 8

Siae KyveS = aveSpues Flav) = aF(v) € 5.

En particular, la pre-imagen de {0} (subespacio nulo de W) se denomina niicleo o espacio nulo de F'y
se denotard como N(F): N(F)={v € V|F(v) =0}.

V)Siv=>" o, cone; € Kyuv, €V = F)=F( " av) =Y 0y a;F(v;)

Esto puede demostrarse facilmente por induccién (para los que no lo ven obvio).

Esta propiedad implica que la imagen del subespacio C' generado por un subconjunto de vectores C' =
{v1,...,um} CV es el subespacio F(C) generado por la imagen F(C) = {F(v1),...,F(vy)} C W:

F(C)=F(C)



En particular, si V es finitamente generado y B = {b1,...,b,} es una base de V, I(F) = F(B) = F(B).
En otras palabras, la imagen I(F) es el subespacio generado por los n vectores F'(by),..., F(b,) de W.
Esto implica que una transformacién lineal queda completamente determinada por los vectores que
asigna a los elementos de una base, es decir, por los n vectores F(by),..., F(by):

SiveV =v=>3" a:b; y F(v) =>" 1 o, F(b;).

Nétese también que si vy, ..., vy, son LD = los vectores F(v1),. .., F(vy) son también LD: Si0 = Y " | oyv;,
con algin oy # 0 = 0= F (3 ", avy) = >0 o F'(vy).

VI) Si V es finitamente generado entonces
dim N(F') +dim I(F) = dim V/

Dem.: Sea {b1,...,bm,bm+1,...,b,} base de V tal que {b1,..., by} sea base de N(F') (F(b;) =0sii<m).
Siv=>" abjeV =

n

=Y " wF(b) = Y aiF(b)
i=1

i=m+1

pertenece al espacio generado por F(by,41) ..., F(b,). Ademés, F(by+1),- .., F(by) son LI pues si

0= z”: i F(b;) = F( z": a;b;)
i=m+1 i=m+1

el vector E?:mﬂ a;b; € N(F) y por tanto, > .- L1 ibi = Yo, a;b;. Pero por independencia lineal de los
b;, debe ser a; = 0 parai=1,...,n, por lo que F(by+1),...,F(b,) son LI

La dimensién de la imagen es por lo tanto n—m, y se cumple entonces dim N (F)+dim I(F) = m+(n—m) =
n = dimV. La dimensién de la imagen I(F') se denomina rango de F' y la dimensién del espacio nulo N (F')
nulidad de F.

Ejemplos simples:

1) F:V —V dada por F(v) = aw

Sia=0, N(F)=V, I(F)={0}. Sidim V =n, dim N(F)+dim I(F) =n+0 = n.

Sia#0, N(F)={0}, I(F)=V. Sidim V = n, dim N(F)+dim I(F) =0+ n = n.

2) F :R? — R? dada por F(z,y) = (z,0). N(F) = {(0,y)ly € R}, I(F) = {(x,0)|x € R}.

dim N(F)+dim I(F)=1+1=2=dim V.

3) F:R?*2 - R?*2 dada por F(A) = AL. N(F)={0=(}3)}, I(F) = R% dim N(F)+dim/(F)=0+4=4.

Propiedades Geométricas:

1) Una transformacién lineal F' : R™ — R™ transforma segmentos paralelos (s; = {r; + tn, t € [0,1]},
i = 1,2) en segmentos paralelos (F(s;) = {F(r;) +tF(n), t € [0,1]}, ¢ = 1,2). (Probar!). Por lo tanto,
F transforma, por ej., un paralelogramo en un paralelogramo (que puede degenerar en un segmento o punto).

2) Una transformacién lineal F' : V' — W transforma conjuntos convexos en conjuntos convexos (pro-
bar!, recordar dem. dada en clase). Recordemos que un conjunto C' en un espacio V' sobre K =R o C es
convexo sii contiene el segmento que une dos puntos del conjunto: u,v € C' = u+ (v —u)t € C VYVt € [0,1].

5.1 Representacién matricial de funciones lineales:

Sea F':' V. — W, con V, W finitamente generados de dimensién n y m respect. Sea B = (by,...,b,) una
base ordenada de V' 'y B’ = (b),...,b),) una base ordenada de W. Podemos escribir

ZTﬂb;, i=1,...,n

donde Tj; € K son las coordenadas de F'(b;) en la base B’ de W. Por lo tanto, siv eV, v = Z?:l a;b; y

n n m

F(v) = Zai aziTjib; = i(i Tjiai)b;- = Za;b;-

i=1 i=1  j=1 j=1 i=1 j=1



con a;- =Y Tja;, j=1,...,m. Es decir, en forma matricial,

/
Qg T11 e Tln aq
= )
/
Oy, To1 . Ton o’

donde

son las coordenadas de F'(v) en la base B’ y de v en la base B, y

T11 Tln . . .
Fe = ... ... ... |=|[FO)p ... [Fb)p
T -+ T : .

es la matriz de m x n que representa la transformacion lineal F respecto de las bases B de V y B’ de W.
Esta matriz depende de las bases elegidas, pero una vez elegida las bases es claramente wnica, ya que la
funcidén lineal queda completamente determinada por los vectores que asigna a los elementos de una base.
En particular, si V. = W, podemos elegir B’ = B, y

[F(v)]5 = [FI5[v]s

Notemos que la identidad I : V' — V definida por I(v) = v V v queda asi representada por la matriz
identidad I,,: [I|B =1, V B de V. Por simplicidad, denotaremos a [F|8 también como [F|p cuando quede
claro que estamos trabajando con operadores lineales representados en una misma base.

Ejemplo 1: Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (2 + y,4y + 3z). En la base canénica B = (e1,e2),
er1 = (1,0), e2 = (0,1), tenemos F(e1) = (2,3) = 2e; + 3ea, F(e2) = (1,4) = e1 + 4ea, y la matriz que

representa a F' en esta base es
2 1
B _

Ejemplo 2: Reflexién respecto del eje z en R?. Si F(v) es el vector obtenido al reflejar v respecto del eje ,
tenemos (recordar dibujo) F'(e1) = e1, F(e2) = —ey y por lo tanto

= (5 %) @)

Ejemplo 3: Reflexién respecto de la recta de ec. y = x en R?: Si F(v) es el vector obtenido al reflejar v
respecto de la recta y = x, tenemos F'(e1) = ez, F(e2) = €1 y por lo tanto

F5=(1 o) 0

Ejemplo 4: Rotacién de dangulo 6 en R%. Si F(v) es el vector obtenido al rotar v un dngulo @ antihorario,
tenemos (recordar dibujo) F'(e1) = cos(f)e; + sin(f)es, F(e2) = —sin(f)e; + cos(f)ez y por lo tanto

PE=( ) ) g

Ejemplo 5: Rotacién de dngulo # en R3 alrededor del eje z. Si F(v) es el vector obtenido al rotar v un
angulo @ antihorario alrededor del eje z, tenemos, en la base canénica de R?, B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)),
F(by) = cos(0)by + sin(f)ba, F(by) = —sin(0)by + cos(0)be y F(b3) = bs. Por lo tanto

cos(f) —sin(d) 0
[F15 = | sin(@) cos(d) 0 (5)
0 0 1



Ejemplo 6: Sea P, el espacio de polinomios de grado < n, y sea D : P, — P; el operador derivacién
restringido a polinomios de grado < 2 con codominio P;. Sea B(1,t,t2) la base “canénica” de P, y (1,t) la
de P;. Tenemos D(1) =0, D(t) = 1, D(t?) = 2t y por lo tanto

o =(0 o ) (6)

Notemos que estas representaciones implican F(z,y) = (z,—y) en (2), F(z,y) = (y,z) en (3), F(x,y) =
(x cos(0) + ysin(f), —zsin(f) + ycos(f)) en (4), F(x,y,z) = (x cos(f) + ysin(f), —xsin(f) + ycos(h), z) en
(5) y D(x1 + yt + 2t?) = y1 + 2zt en (6).

5.2 Cambio de base

Consideremos primero el caso de endomorfismos F' : V — V, y sean B = (by,...,by), B = (l~71, ...y by) dos
bases ordenadas de V. Tenemos [v]p = S[v]g, [F(v)]p = S[F(v)] 3, siendo S la matriz de cambio de base

(su columna i es el vector de coordenadas [b;] ). Por lo tanto, ¥V v € V,
[F()lg =S F(v)]p = S~ ([FI5]p) = STH[FIES[]3) = (ST FIES)[v] 5
es decir, comparando con [F(v)]5 = [F]E[v];
[F(0))} = 57 FI3S

que implica también [F]5 = S[F]gsfl.

La matrices que representan a un endomorfismo F' en diferentes bases son entonces semejantes (A de n x n
es semejante a B de n x n si A= S7'BS, con S de n x n no singular). Las matrices semejantes poseen el
mismo determinante y la misma traza:

Det[A] = Det[S™!BS] = Det[S™|Det[B]Det[S] = Det[B]

Tr[A] = Tr[S™!BS] = Tr[BSS™!| = Tr[B]

Recordemos que la traza se define como la suma de todos los elementos diagonales de una matriz:
n
TI'[A] = Z Au
i=1

y satisface TI'[AB] = TI'[BA] A A, B den xn: Zi,j Aiiji = Zi,j BZJA]z

Las matrices que representan a un mismo operador lineal en distintas bases tienen pues el mismo determi-
nante y la misma traza. Estas cantidades permanecen invariantes frente a cambios de fase y constituyen
pues propiedades del operador, no dependientes de la representacion.

La matriz S de cambio de base puede reescribirse en este contexto como la matriz que representa al
operador identidad I (I(v) = v VYV € V) entre dos bases diferentes:

[l = ()5 = [1F[]s

Comparando con [v] 5 = S™'[v] 5, tenemos pues

ST =[12, 5=}

Por lo tanto, en el caso de endomorfismos podemos escribir

(712 = NEIFEI5

B B
Nétese también que la transformacién lineal G : V' — V definida por G[b;] = bi, i = 1,...,n, puede
representarse en la base B por la matriz
B B
Glg =[]z =15

B es obviamente la matriz identidad I,,.

mientras que [G]7



Ejemplo 1: La matriz que representa a una reflexién F' respecto de la recta de ec. y = = en R?, obtenida
anteriormente, se relaciona con aquella que representa a la reflexién respecto del eje x mediante un cambio de
base, y son por lo tanto semejantes. Si B = (ey, e2) es la base candnica, respecto de la base by = (e1+e2)/V2,
by = (—e1 + e2)/V/2 (vectores unitarios paralelos a las rectas de ec. y = x y y = —x) tenemos F(b1) = by,

F(by) = —by. Por lo tanto,
5 1 0
[Fl5 = ( 0 -1 >

La base B se relaciona con la base canénica mediante la matriz

sl )

4 (01
1=V 0)

que es el resultado obtenido anteriormente. Notese que la matriz no es diagonal en la base candnica, pero
si lo es en la base B.

ssfe]

S =[]
con S7! =St = [I]g. Por lo tanto,

F1 = S[F)

T3 O

Ejemplo 2: Construir la matriz que representa a una reflexién F' respecto de una recta inclinada un angulo
¢ (antihorario) respecto del eje z, en R%. Respecto de la base formada por by = cos(f)e; + sin(f)es,
by = —sin(f)e; + cos(f)es, tenemos nuevamente, por definicién de reflexion,

FE=(y %)

La base B se relaciona con la base canénica B mediante la matriz de rotacion

5 cosf) —sinf
s—inf - ( )

sinf cosf
con §~' = §* = [I]Z. Por lo tanto,

[HEZSUES*:(ZﬁgQ f2§%>>

Nétese que existe una base (B) donde la transformacién queda representada por una simple matriz diagonal.

Caso general: Llamemos B = (by,...,b,) una nueva base de V 'y B = (b,,...,b,) una nueva base
]

de W, definidas por matrices de cambio de base S y S’ respectivamente (S = [I g;, S =I ]g;) Dado que

[v]g = S[v]g v [F(v)]p = S'[F(v)] 5/, tenemos
[F(v)lg = S [F(v)lp = STHFIB (Sl ) = (S FIE S5
y por lo tanto, [F(v)]5 = [F|Z,[v]5, con

[F12, = 8" [FI5.S = 2 [FIE R

Noétese que [F]g, y [F1B, sonde m xn, S  esdemxmy S den xn.

Ejemplo: Sea D : P, — Py la funcién derivacién restringida a polinomios de grado < 2 con codominio
Py y sea B = (1,t,t?) la base canénica de Py, B’ = (1,t) la base canénica de P, B = (1,1 +t,1+t+t%/2)

y B’ = (1,1 +t). Tenemos
1 _
1 e =mE=( 11!
/ 01

selsol

D= (g o 5 ) 5=10

11
=101
0 0 1/2



con &' = < (1) _11 ) Por lo tanto,

o O
O =

D1g, = s~ Digs =

= O
~~

lo cual es también obvio a partir de la definicién de D.

5.3 Composicién (Producto) de operadores lineales

Sea F': V. — Wy G: W — U dos transformaciones lineales. La composicién o producto (GF): V — U se
define por

(GF)(v) = (Go F)(v) = G(F(v))
El producto de transformaciones lineales es una transformaciion lineal:
(GF)(v1 + v2) = G(F(v1 + v2)) = G(F(v1) + F(v2)) = G(F(v1)) + G(F(v2)) = (GF)(v1) + (GF)(v2)

(GF)(av) = G(F(aw)) = G(aF (v)) = aG(F(v)) = a(GF)(v)

Para espacios finitamente generados, la matriz [GF]5, que representa a GF en las bases B, B” de V y U,
es el producto de las matrices [G]g;, y [F]5, que representan a F'y G en bases B/, B” y B, B, siendo B’ una
base de W:
B B' 1B
(GFgn =[Gl [F]p

Notemos que si las dimensiones de V, W, U son n,m,p respect. = [GF|5, es de p x n, [G]g;/ esdepxm
y [F]B, es de m x n.
Dem.:

(GF)()]pr = [G(F(v)]pr = [G1Bn[F(0)]5 = [GI5([F13[v]8) = (G5 [F15)[v]s
En particular, si V =V’ =V", con B= B' = B”,

(G5 = [GIBIF)5

El producto de funciones asi definido es obviamente asociativo (H(GF) = (HG)F para F : V. — W,
G:W —>UyH:U—T),pero en general, no conmutativo, ain cuando V=W =U =T.

Ejemplo: Consideremos la composicién en R? de una rotacién F' de 7/2 antihoraria seguida de una re-
flexién G respecto del eje x: Tenemos, en la base canénica B = ((1,0), (0, 1)):

erg-erg= (o %) (0 3 )= (5 ) --ms

con H la reflexién respecto de la recta de ec. y = x (—H es la reflexién respecto de la recta de ec. y = —x)
Por otro lado, la composicién en sentido inverso, es decir una reflexién respecto del eje z seguida de una
rotacién de 7/2, da como resultado

rag-wrgas- () 0 ) (o &)= (1 o) -

Este sencillo ejemplo muestra que el producto de operadores lineales no es en general conmutativo.

En general, se define el conmutador de dos operadores lineales F': V — V, G :V — V como
[F,G] = FG—-GF
La matriz que representa el conmutador es el conmutador de las matrices que representan F'y G:
[F, GW|E = [FIZFE - [GI31FI3

En el ejemplo anterior, [F,G] = 2H ya que [[F,G]]E = 2[H]

o



5.4 El espacio vectorial de transformaciones lineales

Consideremos dos transformaciones lineales F': V — W, G : V — W. La suma (F + G) : V. — W se define
como

(F+G)(v) = F(v) + G(v)
y es claramente una transformacion lineal:
(F4G)(v1 +v2) = F(v1 +v2) + G(v1 +v2) = F(v1) + F(v2) + G(v1) + Gg(va) = (F 4+ G)(v1) + (F 4+ G)(v2)
(F 4+ G)(aw) = F(aw) + G(aw) = aF (v) + aG(v) = a(F(v) + G(v)) = a(F + G)(v)

Es facil verificar que la suma es conmutativa (F+G = G+F) y asociativa (F+G)+H = F+(G+H)). Existe
ademds un elementro neutro 0, que es la funcién nula definida por O(v) =0V v € V,con F+0=0+F = F.
El elemento opuesto de F' es entonces —F', definido por —F(v) = —(F(v)), que es también lineal. El con-
junto de las funciones lineales {F' : V' — V' F lineal} es pues un grupo abeliano con la operacién de suma.

El producto por un escalar a € K, (aF) : V — V' se define obviamente como
(aF)(v) = aF (v)
y es también una funcion lineal:
(aF)(v1 +v2) = aF(v1 +v2) = a(F(v1) + F(v2)) = aF(v1) + aF(v2) = (aF)(v1) + (aF)(va)

(aF)(Bv) = aF (Bv) = a(BF(v)) = (aB)F(v) = (Ba) F(v) = f(aF)(v)
Es facil verificar ademés que a(8F) = (aB)F, (a+ B)F = aF + pF, ao(F +G) = aF + oG, 1F = F.

El conjunto de todas las transformaciones lineales de V' a W es entonces un espacio vectorial sobre K,
denominado Hom(V, W) (Homomorfismos de V' en W).

Notemos también que con respecto al producto (composicién) de funciones, la suma verifica las propiedades
distributivas (G+ H)FF = GF + HF para F: V - W,y G,H: W — Uy H(F + G) = HF + HG para
H:W —=UyFG:V — W. Ademaés, por ser lineales, a(GF) = (aG)F = G(aF) para a € K.

La matriz que representa a (F + G) en bases B, B’ de V' y W es claramente la suma de matrices,
[F+ G5 = [F]5 + [G]%

y la que representa a (aF") es obviamente

En efecto, [(F+G)(v)]lp = [F(v)+g(v)lp = [F(0)]p+[G ()5 = [F]5[v]p+[GI5 V] = ((F15+[G15)[v]5-
[(aF)(v)]p = [aF(v)]p = a[F(v)]p = a([F]5[v]B) = (a[F15)[v]B-



6. Monomorfismos, Epimorfismos e Isomorfismos

I) Un monomorfismo es una TL F': V' — W inyectiva (o sea, F(v1) # F(v2) si v1 # v2).

F' es un monomorfismo si y sélo si N(F) = {0}.

Dem.: Si F' es un monomorfismo y v # 0, F(v) # F(0) =0 = N(F) = {0}.

Si N(F)={0} = F(v1) — F(v2) = F(v1 —wv2) #0si v1 —va # 0, o sea, F(v1) # F(v2) si v1 # va.

Como consecuencia, dim N(F') = 0. Por lo tanto, si V' es de dimensién finita, dim I(F) = dim V.

Y como I(F)CW, F puede ser un monomorfismo sélo si dim V' < dim W.

Los monomorfismos conservan la independencia lineal: Si {vy,...,v,,} son vectores LI de V' y F es un
monomorfismo = {F(v1),..., F(vy)} son vectores LI de W. Dem.: Si

O—ZozZ v;) = Zalvl

entonces Y i, a;v; € N(F). Como N(F) = {0} = > ", a;v; =0, lo que implica o; =0 parai=1,...,m
por ser los v; LI. Por lo tanto, {F'(v1),..., F(vm)} son LI

En particular, si B = (b1,...,b,) es una base de un espacio V finitamente generado y F' : V — V' es un
monomorfismo, (F(b1),...,F(b,)) es una base de I(F).

IT) Un epimorfismo es una TL F' : V = W sobreyectiva (I(F') = W). Si W es de dimensién finita = F'
es un epimorfismo si y sélo si dim I(F) = dim W.
Como dim I(F) < dim V, F puede ser un epimorfismo sélo si dim W < dim V.

III) Un isomorfismo es una TL biyectiva, es decir, es a la vez un monomorfismo y un epimorfismo.
En espacios de dimensién finita, un isomorfismo puede entonces existir sélo si dim V=dim W (pues por ser
monomorfismo, dim V' < dim W y por ser epimorfismo, dim W < dim V'.)
Si B=(by,...,by) esunabasede Vy F:V — W es un isomorfismo, {F(b),..., F(b,)} es una base de W,
pues son LI (por ser F' monomorfismo) y generan W (por ser F' epimorfismo). Los isomorfismos transforman
entonces bases en bases.
Si W =V, un operador que es un isomorfismo se dice no singular o automorfismo. En caso contrario se
dice singular.

Dados dos espacios V', W sobre el mismo cuerpo K, se dice que V es isomorfo a W si existe un isomorfismo
F:V — W. En tal caso existe una correspondencia uno a uno entre los elementos de V' y W.
Dos espacios vectoriales V', W de dimensién finita sobre el mismo cuerpo K son isomorfos si y sdlo si dim
V =dim W.
Dem.: Ya hemos demostrado que si 3 un isomorfismo entre V' y W = dim V=dim W.
Por otro lado, si dim V =dim W =ny B = {b1,...,by}, B' = {V),...,b),} son bases de V'y W, la TL
definida por

Fb)=0b;, i=1,...,n

(o sea F(B) = B') es un isomorfismo. En efecto, es sobreyectiva, pues I(F) = F(B)=F(B)=B' =W
(osea, siweW = w=>1" b, =" 0;F(b;) = F(3 1 asb;) € I(F)), por lo que I(F) =W).

Esto implica que F' es también un monomorfismo pues dim N(F) = dim V-dim I(F') =dim V-dim W = 0,
lo que implica N(F') = {0}.

Notemos finalmente que si dim V =dim W =ny F : V — W es una TL, son equivalentes:
a) F' es un isomorfismo; b) F' es monomorfismo; ¢) F es epimorfismo
como consecuencia de la relaciéon dim N(F) 4+ dim I(F) = dim V. En efecto, a) implica b)+c) (y viceversa)
por definicién, b) implica c¢) ya que en tal caso N(F') = {0} y por lo tanto dim I(F) = n, y c) implica b)
por la misma propiedad (pues si dim I(F) =n = dim N(F) =0y por lo tanto N(F) = {0}).

No obstante, si V' es de dimensién infinita, un operador lineal F': V — W puede ser monomorfismo sin
ser epimorfismo y viceversa. Pro ejemplo, si P es el espacio de polinomios reales, D : P — P definido por
D(p(z)) = p'(z) (derivada) no es monomorﬁsmo (D( ) = 0) pero es epimorfismo (probar como ejercicio).
Y el operador S : P — P definido por S(p = [y p(t)dt es monomorfismo (pues N(S) = {0}) pero no es
epimorfismo (probar como ej.).



IV) Si F: V — W es un isomorfismo = la transformacién inversa £~ : W — V, definida por F~!(w) = v,
con v el tnico vector € V tal que F'(v) = w, es lineal y es un isomorfismo.

Dem.: Si F es isomorfismo, la inversa F'~! es obviamente una funcién bien definida.

Si F(v1) = wy, F(v2) = wy = F(v1 + v2) = F(v1) + F(v3) = wy + wa, lo que implica F~1(w; + wq) =
V1 + vy = Fﬁl(wl) + Fﬁl(wg).

Si Fv) =wya € K = Flav) = aF (v) = aw, lo que implica F~(aw) = av = aF 1 (w).

F~! es por lo tanto TL.

Ademss, F~! es un monomorfismo, pues N(F~1) = {0} y es un epimorfismo pues si v € V, v = F~!(w),
con w = F(v), por lo que I(F~1) =V.

Como consecuencia de la definicién, F(F~1(w)) =w VY w e W y F~1(F(v)) =v ¥ v € V. Por lo tanto,

FFl=1Iy, F'F=1I,

donde Iy : W — W denota la identidad en W e Iy, : V — V aquella en V. Para V y W de dimension
finita, las matrices correspondientes satisfacen

[FF g = [FIGIF G =L, [F'Flp= [FF [FIf = I

donde I,, = [Iw]p = [Iv]p es la matriz identidad de n x n. Por lo tanto, [F~15" es la matriz inversa de
[F5:

(B = (F13) 7

Una TL F : V — w entre espacios de dimensién finita es pues un isomorfismo si y sdlo si esta representada
por matrices [F]5B, cuadradas no singulares (Det[F]5, # 0).

Dem.: Si es isomorfismo, por lo visto anteriormente [F' ]g, es cuadrada e invertible y por lo tanto no singular.
Y si [F]5, es cuadrada no singular, la tnica solucién de [F]5,[v]g = 0 es [v]p = 0, es decir, v = 0. Esto
implica que N(F) = {0} y = F es monomorfismo y por lo tanto isomorfismo. X

Si V =W, F es un operador no singular sii [F]5 es una matriz no singular. En tal caso [F~1]5 = [F]5".

Recordemos que la inversa de una matriz no singular A (Det[A] # 0) puede obtenerse como
A~ = C/Det[4], con Cj; = (—1)""Det[Mj;]

donde Det denota el determinante y C' la matriz de cofactores traspuesta, siendo Mj; la matriz de (n — 1) x
(n — 1) obtenida al suprimir la fila j y columna i de A.
Por ejemplo, si A es de 2 x 2,

. a b -1 _ 1 d —b
A_<C d) - A _ad—bc<—c a)
Ejemplo 1): Si V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dim V =ny B = (by,...,b,) es una base
ordenada de V, la funcién R : V — K™ dada por

a1

Qp

donde v = )" | a;b;, es un isomorfismo.

En efecto, hemos demostrado anteriormente que R(v) es lineal ([aw]p = a[v]p y [v1 +va2]s = [v1]B + [v2] B).
Ademas N(R) = {0} (pues [v]p = 0 (vector columna nulo) si y s6lo si v = 0). Por lo tanto es un isomorfismo.
Esto implica en particular que un conjunto de vectores vi,..., v, € V seran LI si y sélo si los correspondi-
entes vectores columna [v1]p, ..., [vm]p € K™ son LI

Ejemplo 2): Sidim V = n, dim W = my B, B’ son bases ordenadas de V'y W, la funcién H : Hom(V,W) —
K™*™ dada por H(F) = [F]5, es un isomorfismo.

En efecto, H es lineal (ya que [(F + G)|8, = [F|5, + [G]B, y [aF|5, = a[F]5,). Ademis, H es inyectiva,
pues N(H) = {0} (0 denota la funcién nula, representada en cualquier base por la matriz nula de m x n (sus
elementos son todos 0)) y es también suryectiva, pues una matriz arbitraria 7" € K™*" corresponde a la
transformacién lineal definida por F(b;) = > 0%, Ty}, i = 1,...,n. Es decir, I(H) = K™*". Esto implica
que dim Hom(V, W) = dim K™*" = m.n.



La dimensién de la imagen de F' puede calcularse evaluando el rango de la matriz T = [F]g, de m xn
(es decir, el nimero de columnas (o filas) LI) en cualquier par de bases B, B, ya que esto serd equivalente
al nimero de vectores F'(b;) LI. Del mismo modo, la imagen I(F') puede obtenerse a partir del espacio
columna de T (es decir, el espacio generado por las columnas de T') y el niicleo N(F') a partir del espacio
nulo de T (este 1ltimo es el conjunto de vectores [v]gp € K™*! que satisfacen T'[v]g = 0, y que son por tanto
ortogonales a todas las filas de T).
Como base de K™*" pueden elegirse las matrices E% cuyo tnico elemento no nulo es el ij, definidas por
Eff=1sik=1iyl=jy Ej =0 en caso contrario. Como base de Hom(V,V’) pueden elegirse las
correspondientes transformaciones lineales F/ definidas por F¥(e;) = 0sil # jy F(e) = el sil = j, tal
que [FY]¢, = EY. Aqui e y € denotan las bases canénicas de K" y K™ respectivamente.

6.1 Rango, espacio columna y espacio fila de una matriz.

El espacio columna una matriz 7' (EC(T)) de m x n es el subespacio S¢ C K™*! generado por las n
columnas de T, y el espacio fila de T' (EF(T)) el subespacio S C K'*" generado por las m filas de T

Estos subespacios son en general diferentes, pero tienen siempre la misma dimensién (véase de-
mostracién abajo). El rango de una matriz T es la dimensién del EC' o EF de la misma.

El espacio nulo de T es el subespacio Sy C K™*! formado por las soluciones X € K™*! de la ecuacién
homogénea TX = 0: N(T) = {X € R™*! TX = 0}. Su dimensién se denomina nulidad de 7.

Consideremos ahora las relaciones entre F' y la matriz T = [F ]g, de m x m que representa a I’ en bases
B = (b1,...,by), B = (b),...,b],) de V. .y W. La columna i de T es la matriz columna de coordenadas
[F(bi)]pr, con [F(v)]pr = T[v]s.

a) dim I(F') = rango(T).

En efecto, I(F) = {F(b1),...,F(by)}, por lo que su dimensién es el nimero de vectores F'(b;) LI. Pero esto
coincide con el nimero de columnas [F'(b;)]p LI de T' (véase Ej. 1), que es la dimensién del EC((T), es
decir su rango.

b) Como dim I(F) es independiente de las bases B y B’ = rango(T)=rango(T") si T" = S'7'TS, con
S’ de m x m y S de n x n no singulares, ya que T” corresponde a la representacién de F en otro par de
bases (T = [F]g,, con S = (118, 8" = [I]%).

¢) dim N(F) = nulidad (7). En efecto, N(F) es el subespacio formado por los vectores v € V que satisfacen
F(v) =0, y por lo tanto, [F(v)]p = T[v]p = 0, de modo que [v]p pertence al espacio nulo de 7. Y si z
pertenece al espacio nulo de T' (T'z = 0) entonces F'(v) = 0, con [v]p = z. Ambos subespacios son pues
isomorfos y tienen la misma dimensién. Esto también implica que nulidad(7) =nulidad(7") si 7' = S'~1TS
con S’ y S no singulares.

La relacién dim N (F')+ dim I(F) = dim V = n implica entonces nulidad (T")+rango (1) = n.

d) Las dimensiones del EC. y del EF de una matriz arbitraria 7" de m x n son coincidentes.

Dem.: Podemos considerar a T' como la representacién de una TL F': V — W en bases By B ' de V y W,
condim V' =n, dim W =m, tal que T' = [F]g,. En nuevas bases deﬁnid~as por B = (~l~71, e I;k, Ek+1, e I;n)
tal que (bgy1,...,0,) sea base de N(F), y B' = (by,..., b, by q,...,0),) tal que b = F(b;) para i < k
(recordar que estos son LI !) se tendra [F(Ei)]é, =0sii>ky ([F(l;i)]é/)j = §;5 si i < k, por lo que la
matriz T = [F ]g, = S71TS, con S = [I]E y S' = [I]%, no singulares, contendr una submatriz identidad
de k x k en las primeras k filas, siendo las restantes nulas. La dim. del EC. y del EF de esta matriz es por
lo tanto k.

Entonces k es la dimensién de la imagen de F, por lo que la dim. del EC de T’ = S"T"S~! serd k.

A su vez, el EF de T es el EC de T¢. Como la dim. del EC de T" es también k, la dim. del EC de

Tt = S~LT" 8" es entonces k, por ser S’', S~1% no singulares. Pero esta es la dim. del EF de 7.

Una demostracién alternativa que permite hallar una base de EF(T) y EC(T) es la siguiente: Aplicando
un numero finito de operaciones elementales por fila, se puede llevar T" a la forma de escalonada de Gauss-
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Jordan,

1 =z 0 z 0 z
0 0 1 z 0 z
0 0 0 0 0 0

donde x representa elementos no necesariamente nulos, y S’~! una matriz no singular que es el producto
de las operaciones elementales. T” posee k filas no nulas que son LI y por lo tanto la dimensién de EF(T")
(idéntico EF(T) por ser las filas de 7" combinaciones lineales de las de T') es k. Una base de EF(T) son
pues las k filas no nulas de 7T".

k es también el nimero de columnas LI de T”, ya que las columnas con pivotes (primer elemento no nulo
de ¢/fila no nula) son LI y generan EC(T"). Por lo tanto, la dimensién de EC(T") es también k.
Pero esta es entonces la dimensién de EC(T) por ser S’~! no singular (véase b)).

Considerando a T' como la representacién de una TL F' : V' — W en bases B,B' de V y W tal que
T = [F]5,, la matriz T" = S"7'T = [F]g/ corresponde a un cambio de base en W, con S' = [I]5,. Las
columnas con pivotes de 7", [F'(b;,)] 5/, forman una base de EC(T"), por lo que los correspondientes vectores
F(b;,) forman una base de I(F'). Las correspondientes columnas de 7', [F'(b;,)] g/, forman entonces una base
de EC(T). de T. Noétese que en general, EC(T) # EC(T'), aunque las dimensiones sean iguales, pero

EF(T')=EF(T).
Ejemplo 3) Sea D : P, — P» el operador derivada restringido al subespacio de polinomios de grado < 2.
Es obvio que N(D) = Py (el subespacio de polinomios de grado 0, es decir, constantes) y que I(D) = P; (el

subespacio de polinomios de grado < 1), con dim N(D)+ dim I(D) =1+ 2 = 3 =dim P5.
En forma matricial, en la base “canénica” B = (1,t,t?), tenemos

010
Dlp=| 0 0 2
000

El rango de esta matriz es 2, ya que posee dos filas (o columnas) LI, que coincide con dim I(D).

1 0
Ademas, el espacio columna de [Diges {[ 0 |,| 2 |} ={[e1]e,2[e2]c}, de modo que I(D) sera el sube-
0 0
spacio generado por e; = 1y ey = t, es decir, Pj.
1
El espacio nulo de [D]g es {[ 0 |} = {[e1]le}, y N(D) es por lo tanto el subespacio generado por eq, es
0

decir, Fy.

Ejemplo 4) Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (22 + ¥, 3z —y). Mostrar que F es no singular y hallar
su inversa.

F es un isomorfismo pues I(F) = {z(2,3) + y(1,-1), =,y € R} = R? ya que (2,3) y (1,—1) son LI
y por lo tanto base de R%. Puede llegarse al mismo resultando notando que N(F) = {(0,0)}. Y también,
notando que la matriz que representa a F' en la base canénica B = ((1,0), (0,1)) es

mB:(i —11)

Como [F|p es no singular (Det[[Fg] = —5 # 0), [F]p es invertible y por lo tanto F' es un isomorfismo. La
matriz que representa a su inversa es

P05 = ([Fla) " = ¢ ( 3 s )

por lo que la funcién inversa estd dada por F~!(x,y) = (z +y, 3z — 2y) /5.

11



Ejemplo 5) Sea F : R?® — R3 dada por F(z,y,2) = (z +y + 2,22 + 2,3z — y + 2). Hallar N(F) y I(F).

En este caso conviene pasar directamente a la representacién matricial. La matriz que representa a F
en la base canénica B = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) es

1 1 1
Fls=(2 0 1
3 -1 1
F no es un isomorfismo pues [F|p es una matriz singular (Det[[F]g] = 0) y por lo tanto no posee inversa. Las

columnas C; de [F]p estdn vinculadas por C5 = (Ca+C1)/2 (y las filas F; de [F|p por F3 = 2F,— F}), siendo
Cy y C; LI El rango de [F]p es por lo tanto 2. Esto implica que dim I(F) =2y que dim N(F) =3-2 = 1.

Para hallar N (F) se resuelve el sistema de ecuaciones que resulta de F'(x,y, z) = (0,0,0), o sea, z+y—+z =
0,2x 4+ z=0, 3z — y + z = 0, que puede reescribirse en forma matricial como

1 1 1 x 0
2 0 1 y | =10
3 —1 1 z 0

es decir, [F|p[v]p = 0 (vector columna nulo). Puede verse ficilmente que [F]p es equivalente por filas a la

2 01
matriz | 0 2 1 |. La solucién al sistema homogéneo estd entonces dada por x = —z/2, y = —z/2, con
000

z arbitrario, por lo que el espacio nulo de la matriz es el conjunto {(—1/2,—1/2,1)t}.

El nicleo de F' es pues el subespacio generado por el vector vg = (—1/2,—1/2,1)

Una base del espacio columna de [F]|p es, por €j., el conj. formado por las dos primeras columnas.

Por lo tanto, I(F) es el espacio generado por v; = (1,2,3) = f(e1), va = (1,0, —1) = f(e2).

Podemos escribir entonces V' = {ej, ea} @ g (la barra sobre vectores indica el espacio generado por dichos
vectores), con vg base del nicleo y (F(e1), F(e2)) base de I(F).

Ejemplo 6) Sea f : R? — R?, definida por F(1,1) = (2,1), F(1,—1) = (-1,0). Hallar F(z,y).

Los datos alcanzan para definir F' pues b, = (1,1), b, = (1,—1) son LI y por lo tanto base de R? (y toda
transformacion lineal queda completamente determinada por los vectores que asigna a los elementos de una
base). Tenemos, a partir de los datos, si B es la base canénica y B’ = (V),15),

FE= (1)

Ademis,

Por lo tanto,

mg=rgmg =gt = (7 ) (1 L) -

que implica

F(z,y) = (z 4+ 3y,z +y)/2
Puede llegarse al mismo resultado a partir de la relacién e; = (b} + b5)/2, ea = (V) — b})/2, con F fle1] =
[F(%)+F(b,)]/2 = (1,1)/2, Flez] = [F(5)— F(8,)]/2 = (3,1)/2 y por lo tanto F(x, ) = 2 (e1)+yF (es) =
(x+3y,z+y)/2. El método matricial es, no obstante, mas directo, y adecuado para ser aplicado a sistemas
de grandes dimensiones.
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7. Inversas a Izquierda y Derecha

Sea F': V — W una transformacién lineal. G : W — V lineal se denomina inversa a izquierda de F' si
GF =1y

donde Iy : V — V es la identidad en V. En tal caso F' es la inversa a derecha de G.

Teorema: Una transformacion lineal posee inversa a izquierda si y sélo si es un monomorfismo, e in-
versa a derecha si y sélo si es un epimorfismo.

(Recordar esquema gréfico hecho en clase).

Dem.: a) Si F' es un monomorfismo = V v’ € I(F) Jun y séloun v € V tal que F(v) = v'. Podemos escribir
en general W = I(F) & @, donde Q es un suplemento de I(F'). Todo vector v € W puede pues escribirse en
forma dnica como v' = v + v}, donde v] = F(v1) € I(F) y v4 € Q. Definimos entonces G : V! — V como

GWW') =

De esta forma, G(v]) = v1 y G(vh) = 0si v} € I(F) y vl € Q. Es fdcil comprobar que G es lineal (pues
G +u)=v1+u =GW)+GW)siv =v; +ve y v =us +uz, y Glaw') = avy = aG(v')). Es ademés
un epimorfismo y satisface GF = Iy .

Notemos que si I(F') # W, la inversa a izquierda no es unica, pues podemos sumar a G cualquier funcién
lineal H : W — V no nula que satisfaga H(v') = 0 si v' € I(F) (o sea, I(F) C N(H)) tal que HF =0y
por lo tanto (G + H)F = GF.

Ademas, si F' no es monomorfismo, 3 v € V, con v # 0, tal que F(v) = 0 y por lo tanto, (GF)(v) =
G(F(v)) = G(0) =0 # v, por lo que F no puede tener inversa a izquierda en tal caso.

b) Si G : W — V es un epimorfismo, sea N (G) su espacio nulo y sea () un suplemento tal que W = N(G)®Q.
G restringido a @ (G : @ — V) es un isomorfismo, ya que sigue siendo epimorfismo y ademés, si v’ € Q y
v' # 0, G(v') # 0. Definamos F : V — V' tal que F(v) es el tnico vector v’ de @ que satisface G(v') = v
(I(F) = Q). Es facil ver que F es lineal, es monomorfismo y satisface GF = Iy.

No obstante, la inversa a derecha no es tnica si N(G) # {0}, pues podemos sumar a F cualquier funcién
nonula H:V — W con I(H) C N(G), tal que GH = 0.

Ademas, si G no es epimorfismo, 3 v € V tal que v no pertence a I(G) y por lo tanto (GF)(v) = G(F(v)) # v,
pues G(F(v)) € I(G). No puede pues existir inversa a derecha en este caso.

Si V es de dimensién n y W de dimensiéon m, las matrices que representan a F' y G en bases ordenadas
B, B’ de V y W satisfacen
[GIB [FIE = I

con I, la identidad de n x n, [F]5, de m x n y [G]8" de n x m. La matriz [G]5 se dice que es inversa a
izquierda de la matriz [F],, y [F]5, la matriz inversa a derecha de [G]E . Si F posee una inversa a izquierda
G y a derecha H debe ser entonces un isomorfismo, con m = n en el caso de dimensién finita. En tal caso
G=H,yaque G=Gly =G(FH)=(GF)H =IyH = H.

Este teorema implica que una matriz A de m x n (m filas, n columnas) tiene inversa a izquierda B
(BA =1, con B de nxm) siy sélo si Rango (A) = n (y por lo tanto m > n), en cuyo caso A representa
a un monomorfismo. Y una matrix B de m X n tiene inversa a derecha A (BA = I,;,, con A de n x m)
si y sélo si Rango (B) = m (y por lo tanto m < n), en cuyo caso representa un epimorfismo.

Si una matriz posee inversa izquierda y a derecha entonces debe ser necesariamente cuadrada y representar
un isomorfismo, siendo pues no singular. En tal caso la inversa a izquierda y a derecha coinciden.

Si A € C™*™ tiene rango n (lo que implica m > n) sus columnas son LI. Es ficil mostrar que A € C™*"

tiene rango n si y sélo si la matriz ATA € C"*" es no singular (Det(AfA) # 0). Recordemos que
At = (AY)*, es decir, Agj = A5 Vi, ]
Dem.: Si las columnas son independientes, la tnica solucién de AX = 0 (con X € C"™!) es X = 0 (en
otras palabras, A representa a un monomorfismo y por lo tanto su espacio nulo es {0}). Si existe X tal que
ATAX = 0 entonces XTATAX = (AX)T(AX) = |[AX|?> = 0 y por lo tanto AX = 0. Esto implica entonces
X =0, por lo que ATA es no singular: Det(ATA) # 0.



Anélogamente, Si ATA, es no singular, la tnica solucién de ATAX = 0 es X = 0, por lo que la tnica
solucién de AX = 0 es X = 0, indicando que las columnas de A son linealmente independientes, es decir,
que A tiene rango n.

Esto permite pues construir en forma inmediata una inversa a izquierda B V A € C™*™ con rango n:

B=(ATA)7tAT (1)

ya que BA = I, (notar que B € C"*™).
Ansglogamente, si B € C™*™ tiene rango m, B representa a un epimorfismo. En tal caso BT €
tiene rango m y por lo tanto BB' es no singular. Una inversa a derecha de B es pues

(CTLXm

A=BY(BBH! (2

ya que BA = I,, (notar que A € C"*"). Recordemos, no obstante, que ai m # n, existen otras inversas a
izquierda y a derecha respectivamente. Por otro lado,sim =n = B=A"1en (1)y A= B! en (2), como
el lector puede facilmente comprobar.

Ejemplo 1) Sea D : P — P la derivacién considerada en el espacio vectorial P de todos los polinomios,
de dimensién infinita. D no es un monomorfismo, pues D(1) = 0 (la derivada de cualquier polinomio de
grado 0 es el polinomio nulo), por lo que N(D) = {1}, pero si es un epimorfismo, pues Vq(t) € P I p(t) € P
tal que D(p(t)) = q(t) (Por ejemplo, p(t fo (t")dt', que es un polinomio).

Por lo tanto D tendra inversa a derecha Una inversa es precisamente la integracién S : P — P definida
por S(q fo (t")dt', que es lineal y que satisface

DS =1Ip

(Ip es la identidad en P). En efecto, (DS)(t") = D(S(t")) = D(t"*'/(n + 1)) = t" ¥V n > 0. No obstante,
SD # Ip pues SD(1) = S(0) =0 # 1, o sea que S es inversa sélo a derecha de D.

S es un monomorfismo (N(S) = {0}), pero no un epimorfismo, ya que la imagen de S no contiene a los
polinomios de grado 0.

Notemos también que S’ definido por S’(q / tq t')dt’ es también una inversa a derecha de D para

a

cualquier a real, y también lo es T' dada por T (q(t)) = fo (t")dt' 4 ¢q(0), siendo ¢ cualquier constante € K.

Ejemplo 2) Sea D : P, — P; la derivacién restringida a Py (Polinomios de grado < 2) con codominio P;.

Tenemos, en las bases e = (1,t,t?), ¢’ = (1,t) de P, y Py respectivamente,

o= (5 o )

ya que D(el) =0, D(ez) =1 = ¢}, D(e3) = 2t = 2¢,,. D asi definido es claramente un epimorfismo,
pues I (D) . Una inversa a derecha de D es la transformaciéon S : P — P» definida como la integral
fo t’ dt', con S(e}) =t = ez, S(e}) =t?/2 = e3/2, representada por la matriz

0 0
SI9=(1 o
0 1/2

Es facil ver que S es un monomorfismo y que es una inversa a derecha de D, pues

DaisE = (g o b ) z §2 (o V)

DS = Ip,
Precisamente, si A = [S]¢ = la ec. (1) nos da B = [D]%. Y si B = [D]%, la ec. (2) nos da A = [S]¢’, como

e
el lector puede facilmente verificar.

es decir,



0 0O
No obstante, notemos que [S]¢[D]S = [ 0 1 0 | # I, por lo que SD # Ip,.
0 01
Notemos también que S’ : P, — P, definida por S’(e1) =t + a, S'(e2) = t2/2 + b, y representada por
a b
s =1 o
0 1/2

es también inversa a derecha de [D]¢ V a,b, como puede verificarse facilmente, y que

i (349)

., . . . / , ;.
es también una inversa a izquierda de [S]¢ V ¢, d, de modo que éstas no son tdnicas.

7.1 Solucioén general de una ecuacién lineal

Como aplicacién fundamental, consideremos, para F : V — V' lineal, la ecuacién general
Fv) =7

donde se trata de encontrar el conjunto de vectores v € V que satisfacen F(v) = v'.

Si v' =0, la ecuacién se denomina homogénea y el conjunto de soluciones es el espacio nulo N(F).

Si v' # 0, la ecuacién se denomina no homogénea. En tal caso el conjunto de soluciones de la ecuacién no
homogénea no es un espacio vectorial (por ej. 0 no pertenece al conjunto pues F(0) = 0 # v'). Se cumple
en cambio que si F'(v1) = v} y F(v2) = vh =

/ /
F(a1v1 + agua) = av] + aavy

o sea, la combinacién lineal a1v; + agvs es solucién de la ecuacién F(v) = ozlvi + agvé.
Es obvio ademds que existird solucién si y sélo si v' € I(F).
Supongamos ahora que existan dos soluciones vy, vy, tal que F(v1) = F(v2) = v'. Entonces

OIF(Ul)—F(UQ):F(’Ul—UQ)

por lo que vy —v; € N(F). Por lo tanto, vy = v1 + v,, donde v, € N(F). Es decir, si v, es una solucién
particular que satisface F'(v,) = v’ = cualquier otra solucién v es de la forma

vV =vVp + Up

donde v, € N(F') es un vector del espacio nulo de F', es decir, una solucién de la ec. homogénea (F(v,) = 0).
La solucién general estard dada entonces por la suma de una solucién particular v, de la ecuacién no ho-
mogénea y de una soluciéon v, de la ecuacién homogénea.

Resulta claro entonces que si v' € I(F), la solucién serd unica si y sélo si N(F) = 0, o sea, si y s6lo si F
es un monomorfismo. En tal caso, la unica solucién de F'(v) = v puede encontrarse como

v=G()

donde G es una inversa a izquierda de F. En efecto, si F(v) = v = G(F(v)) = (GF)(v) = Iy(v) =
v = G(v'). Puede utilizarse cualquier inversa a izquierda ya que difieren entre s{ s6lo para vectores que no
pertenecen a I(F) (G2(v') = G1(v') si v’ € I(F)).

Por otro lado, si F': V' — V' es un epimorfismo = la ecuacién F(v) = v tendra siempre solucién, pero
no serd unica a no ser que N(F') = {0} (en cuyo caso F' es isomorfismo). La solucién general sera

v=GW)+ v,



donde G es una inversa a derecha de F' y v, un vector arbitrario de N(F'). En efecto, F(G(v') + v,) =
F(GW)) + F(vy) = (FG)(V) + 0 = Iy/(v') = v'. Aqui G(v') representa la solucién particular vy, la cual,
remarquemos, es una funcién lineal de v'. Puede utilizarse cualquier inversa a derecha pues estas difieren
sélo en un vector de v, (G2(v') = G1(v') + vy, con v, € N(F)).

Finalmente, si ' es un isomorfismo, existe una tnica solucién V v’ € V' dada por
v=F1)

con F~! la (tnica) inversa de F', que es a la vez inversa a izquierda y derecha.

Ejemplo 1): Para el caso de sistemas de m ecuaciones lineales con n incdégnitas, dados por
AX =Y

con Ademxn, Xdenx1l,Ydemx1lyAyY de elementos reales (que corresponde a la funcién
F:R™ — R™*1 dada por F(X) = AX) los resultados anteriores implican que:

1) El sistema posee solucién si y sélo si Y pertenece al espacio columna de A.

En tal caso, la solucion general sera de la forma

X =X,+X,

donde X, es una solucién particular (AX, =Y') y X,, una solucién general del sistema homogéneo (AX,, = 0,
con 0 el vector columna nulo).

2) La solucién serd unica si y sélo si el espacio nulo de A es el vector columna nulo (X, = 0), es de-
cir, si y sélo si Rango (A) = n (y por lo tanto, m > n). En este caso F' es un monomorfismo y la tnica
solucién (en el caso que Y pertenezca al espacio columna de A) puede encontrarse como X = BY', con B
de n x m una inversa a izquierda de A (BA = I,).

3) Si la dimensién del espacio columna es m (en cuyo caso Rango (A) = m y por lo tanto, m < n)
existird solucién para cualquier Y de m x 1. En este caso F' es un epimorfismo y la solucién general puede
escribirse como X = CY + X,,, con C de n X m una inversa a derecha de A (AC = I,;,) y X,, solucién del
sistema homogéneo AX,, = 0.

4) Si m = n y Rango (A) = n = existe siempre una tnica solucién dada por X = A~'Y, con A~! la
inversa de A. En este caso I’ representa un isomorfismo.

Ejemplo 2): Resolver el sistema x + y = a, 4z + 2z = b, en forma matricial. Corresponde a

110 Y (a
40 2 YT
z
Como el rango de la matriz es 2, existira solucién V a, b. Reduciendo por filas el sistema ampliado y llevandolo
a la forma de Gauss-Jordan, se obtiene
a (10 3
b 01 -3

1 10

4 0 2
de donde se lee la solucién general © = b/4 — 2/2, y = a — b/4 + z/2, con z libre. Podemos escrbir esta
solucién como

1 1
Y] ) (e E
Y = 1 —12 b +t 3
z 0 0 1
0
con t € R arbitrario (pardmetro libre), donde B = | 1 es precisamente una inversa a derecha de
0

la matriz de coeficientes A = < Lo > yX =t

1
1
_1
1
0
40 2 ) un elemento arbitrario del espacio nulo de A

— N[O =



(AX = 0). Nétese que

1
<110>(1)31_<10>
i X
402){ 7} 0
pero
1 1
i\ rroy_ () 3
1 402)° 2
0 0 00 0

8. Operadores de Proyeccién

Recordemos que si 57 es un subespacio de V' y S5 un suplemento tal que V = 51 & 53, todo vector v € V'
puede escribirse en forma tnica como v = v + vg, con vy € S, vy € Ss.

El proyector Pg, /s, sobre S1 en la direccion de Sz (recordar la interpretacién geométrica dada en clase)
queda entonces definido por

Pg,/8,(v) = v1
y satisface por lo tanto Pgl/SQ = Pgs,/s,, pues Pgl/SQ (v) = Pg,/s,(Pg,/5,(v)) = Pg,/5,(v1) = v1. Obvia-
mente, su nticleo e imagen son N(Ps,/g,) = 52, I(Ps,/s,) = S1. Depende de S1 y Ss.

Anilogamente, si P2 = P, P es un proyector sobre S; = I(P) en la direccién de So = N(P), con S1 &Sy =V,
es decir P = Pr(py/n(p)-

En efecto, para cualquier v € V, v = P(v)4+v—P(v) = v1+va, conv; = P(v) € I(P) y vy =v—P(v) € N(P)
pues P(v — P(v)) = P(v) — P?(v) = P(v) — P(v) = 0. Ademias I(P) N N(P) = {0} pues si v = P(v') y
P(v) =0 = 0= P2(v') = P(v') = v. Por lo tanto V = I(P) ® N(P).

Finalmente P(v) = P(v; + v2) = P(v1) + P(v2) = P%(v) + 0 = P(v) = vy, por lo que P es proyector
sobre S1 = I(P) en la direccién de S; = N(P). Esto incluye los casos triviales I(P) = V, en cuyo caso
N(P) = {0} y por lo tanto Pg, /g, = Iy (operador identidad), y I(P) = {0}, en cuyo caso N(P) =V y
P =0 (operador nulo). Dado que v = v + v2 = Pg, g,(v) + Ps, g, (v), se cumple siempre

Ps, /s, + Psy/s5, = Iy

Si dim V' = n, la representacion matricial de Pg, s, en una base ordenada B = (b1, ..y bk, bty -y bp),
en la que (by,...,b;) es base de S1 y (bgi1,...,b,) es base de So, es de la forma

Ik Okxm
[PSI/SZ]g = ( 8 8 )

Omxk 0m><m

donde I« denota la matriz identidad de k X k, m = n—k y Oy la matriz nula de p x g. Es claro que Pg, /3,
es un operador singular (Det[Pg, /g5,] = 0), salvo en el caso S1 =V (Sz = {0}, P = Iy).

Los proyectores ortogonales son aquellos en los que S5 es el subespacio ortogonal a S, tema que veremos
en detalle més adelante. En general, Sy puede ser cualquier suplemento de S, no necesariamente el ortogonal,
por lo que la matriz que representa a Pg, /g, puede no ser simétrica o hermitica en una base ortonormal.

Ej.: Consideremos, para V = R, el proyector sobre el subespacio generado por b; = (1,0) en la direccién
del subespacio generado por ba = (1,1). Como P(b;) = b1, P(b2) =0, en la base B = (b1, b2) se obtiene

s (10
[P51/52]B_<0 0)

En la base canénica B. = (e, e2), con e; = (1,0), ez = (0, 1), se obtiene entonces
Be Ba-1 1 -1
[P51/52]BC = S[PS1/SQ]BS = 0 0

donde S = [I]gc =@ DySt =@ =115, Las columnas de [P51/52]gz son proporcionales a [b1]p, = ({).
Para v = (x,y) obtenemos entonces [Pg, /g, (v)]5, = [PSI/SQ]gZ ()= (0 Y), es decir, Pg, /g,(x,y) = (x—y,0)
en acuerdo con (z,y) = (z — y)(1,0) + y(1,1) (Recordar dibujo).

El proyector ortogonal usual sobre el subespacio S1 generado por e; = by es Ps, = Pg, /5 donde SlL es el

subespacio ortogonal, generado por ej. por es. Obtenemos [Psl}gz = (§9) y por lo tanto P(z,y) = (z,0), de

acuerdo a (z,y) = z(1,0) + y(0, 1).



9. Autovalores y Autovectores

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F': V — V un operador lineal. Un escalar A € K es un
autovalor de F si existe v € V', con v # 0, tal que

Fv) =M (v #0)

En tal caso v es un autovector de F' correspondiente al autovalor A. Sinénimo de autovalor es valor propio
(en inglés “eigenvalue”, donde “eigen” proviene del alemén y significa propio) y sinénimo de autovector es
vector propio (“eigenvector” en inglés).

La accion de F' sobre un autovector es pues la multiplicacién por un escalar. Por ejemplo, si V = R", esto
implica que v # 0 es autovector de F' si y s6lo si w = F(v) tiene la misma direccién que v (aunque no
necesariamente el mismo sentido) o es nulo. Como veremos, el conocimiento del conjunto de los autovalores
y autovectores de un operador permite conocer su estructura en detalle.

El concepto de autovalor y autovector de un operador lineal tiene una importancia fundamental en Fisica,
especialmente en Mecanica Cuantica. Mencionemos que en la misma los observables fisicos corresponden a
operadores lineales (de caracteristicas determinadas) en un cierto espacio (el de los vectores que representan
los estados del sistema) y las cantidades medibles son precisamente los autovalores de dichos operadores.
E inmediatamente después de una medicion, el sistema cuantico queda en un estado que es autovector del
operador correspondiente al autovalor medido.

El concepto de autovalor y autovector es también fundamental para el tratamiento de sistemas descriptos
por ecuaciones diferenciales lineales acopladas, tales como osciladores armoénicos acoplados, ya sean clasicos
o cuanticos, donde permite entender el concepto de desacoplamiento y modo normal. Otras aplicaciones
incluyen, como veremos, la determinacion de los ejes principales de inercia en un cuerpo rigido y la resolucion
de sucesiones definidas mediante relaciones recursivas lineales, tales como la famosa sucesién de Fibonacci.

Veamos algunas consecuencias inmediatas de tal definicion:

10.1) El conjunto de autovectores de F' correspondientes a un determinado autovalor A, junto con el vector
nulo 0, forma un subespacio de V' denominado espacio propio o autoespacio (“eigenspace” en inglés) de F
correspondiente al autovalor A\, que denotaremos como Vg(A) o simplemente, V().

En efecto, si v # 0 es autovector de F' corresp. al autovalor A\, y a € K, F(av) = aF (v) = alv = AMaw) ¥
«, por lo que av es también autovector de F' corresp. a A si a # 0

Y si v; y ve son autovectores corresp. al mismo autovalor A\, F(vy + vg) = F(v1) + F(v2) = Avp + Avg =
A(v1 + v2), por lo que v; 4 vy es también autovector corresp. al autovalor A (si v1 + ve # 0).

La dimensién de Vp(A) es como minimo uno (ya que al menos existe un autovector no nulo).

9.2) El espacio propio Vi (), con A autovalor de F, es el nicleo del operador F' — \I:

Vi(\) = N[F — Al

donde I denota el operador identidad en V' (I(v) =v Vv e V).
En efecto, si F(v) = v = 0=F(v) —Av=(F —X)(v), ysi (F—-X)(v)=0= F(v) = \v.
Por lo tanto A € K es autovalor de F' si y sélo si

N[F — M # {0}
En particular, A = 0 es autovalor de F siy sélo si N(F) # {0}, es decir, si y sélo si F' no es monomorfisomo.
En tal caso Vp(0) = N(F).
9.3) Si V es de dimensién finita n, A € K es autovalor si y sélo si

Det[F — AI] = 0

En efecto, si A es autovalor, N[F — \I] # {0}, por lo que F' — AI no es monomorfismo. La matriz que
representa a F'— A\I debe ser entonces singular en cualquier base, y por lo tanto, su determinante nulo. Por
otro lado, si Det[F'— AI| = 0, F — AI no es monomorfismo, y por lo tanto existe v # 0 tal que (F'—\I)(v) = 0.
Recordemos que si B es una base de V,

Det[F — M| = |[F|5 — AL|



donde [F]p = [F]2 es la matriz que representa a F' en dicha base, I, = [I] es la matriz identidad de n x n
y |A] = DetA denota el determinante de la matriz A. Det[F — AI] es independiente de la base elegida: Si
B’ es otra base de V, y S = [I]E,

HF]B/ - )\In| = |S_1[F]BS_ >\In| = |S_1([F]B - )\In)s| = |S_1H[F]B - )\InHS| = HF]B - )\In|

va que [I|g = [Ilp = I, y |S™! = 1/|S|. Los autovalores de F en un espacio de dimensién finita n se
obtienen entonces como las raices pertenecientes al cuerpo K del polinomio

P(\) = Det[F — ]
denominado polinomio caracteristico, que es de grado n (pues [F' — \|. es de n x n). La ecuacién P(A) =0

se denomina ecuacion caraceristica y posee, por lo tanto, a lo sumo n raices distintas, que en general pueden
ser complejas. Seran autovalores si pertenecen al cuerpo K. Si K = C = toda raiz de P()) es autovalor.

9.4) Teorema: Los autovectores de F correspondientes a autovalores distintos son LI

Demostraremos el teorema por induccién. Para n = 1, v; autovector es LI pues es no nulo (mejor com-
prensién se logra comenzando con n = 2: Si v; # 0y vy # 0 son autovectores correspondientes a autovalores
distintos = son LI pues de lo contrario v = aw;, y corresponderia por 9.1 al mismo autovalor que vy).
Supongamos ahora que wvi,...,vp_1 son autovectores LI, con autovalores Ai,...,Ax_1, v que v # 0 es
autovector con autovalor A, siendo A\, distinto a todos los anteriores. Si

O0=aivi +... 4+ ap_1Vp_1 + Qrvg
entonces
0=F0)=a1F(v1)+ ... +ap_1F(vg_1) + arF(vg) = an\jvg + ... g1 \e—10—1 + Qe A\g 0k
Restando ahora la primera ecuaciéon mult. por A,

0= ()\1 — )\k)alvl + ...+ ()\k—l — )\k)ak_lvk_l

que implica a3 = ... = ag_1 = 0 por ser vy,...vp_1 L1y Ay # \; parai = 1,...,k — 1. Por lo tanto,
también ai = 0 y entonces v1, ..., v son L.L

Nétese que la demostracién es igualmente vélida si los Aj,...,A\x_1 no son todos distintos (pero si dis-
tintos a A) siempre que los vy,...,v;_1 sean LI

Por lo tanto, ningin elemento vy, # 0 de V(\g) puede ser generado por autovectores correspondientes a
autovalores distintos de Aj.

9.5) Si A # A= VF(Al) N VF()\Q) = {0}

Es consecuencia inmediata del dltimo parrafo. Siv € Vip(A2) y v € Vp(A1), entonces F(v) = Ajv = Agv, por
lo que (A1 — A\2)v = 0 y por lo tanto v = 0. Esto implica que Vp(A1) + Vr(A2) = V(A1) ® Vi(A2).

Del mismo modo, la interseccién de Vp(A;) con la suma Vi(A1) + ...+ Vep(Ak—1) es {0} si A\; es distinto
a todos los autovalores anteriores. Si asi no fuese existiria un vector v € Vp(A;) con v # 0 que puede
ser escrito como combinacion lineal de autovectores correspondientes a autovalores distintos, pero esto es
imposible por el teorema 9.4 anterior.

Podemos entonces escribir la suma de espacios propios como suma directa Vp(A) @ ... @D Vp(\g).

9.6) Un operador F' en un espacio V de dimensién finita se dice diagonalizable si existe una base for-
mada por autovectores de F.

En tal caso, denotando esta base como B’ = (b},...,b),), con F(b,) = A\b,, i = 1,...,n, la matriz que
representa a F' en dicha base es diagonal:

MO .0
Bl = | F@0e o P | = | O N 0
0O 0 ... X\,

Reciprocamente, si [F]p/ es diagonal = F(b}) = A\;b; y B’ es necesariamente una base de autovectores. Si
F' es diagonalizable y B es una base arbitraria de V', tenemos

[Flg = S7'[F]BS



con [Flp: diagonaly S = [I]8 la matriz de cambio de base, por lo que existe una matriz no singular S tal
que STL[F|pS es diagonal. La columna i de S es el vector de coordenadas [b]p del autovector b corresp.
al autovalor A; en la base original B. Esta es la forma de construir la matriz diagonalizante S.

Consecuencia Importante de 9.4: Si P(X\) posee n raices distintas \; € K, = F es diagonalizable.
En efecto, en tal caso existiran n autovectores LI (uno por cada autovalor) que seran por tanto base de V.
La dimensién de cada espacio propio Vg(\;) es en este caso 1, que es igual a la multiplicidad de cada raiz.

9.7) Teorema: F' es diagonalizable si y sélo si i) todos las raices de P(X\) pertenecen al cuerpo y i) la
dimension del espacio propio Vp(\;) correspondiente a la raiz \; es igual a la multiplicidad m; de dicha raiz.
La dimensién del espacio propio d; =dimVpg();) es el médximo niimero de autovectores LI que pueden obte-
nerse para un mismo autovalor \;, y se denomina también multiplicidad geométrica de ;.

Demostracién: Supongamos F' diagonalizable. En una base B’ en la que [F|p/ es diagonal, tenemos

PO =M —=N...(An =N

La multiplicidad m; de una raiz A; sera pues igual al nimero de veces que \; se repite en la diagonal. Pero
este ntiimero es igual al niimero de vectores de la base B’ que tienen a \; como autovalor, que es precisamente
la dimensién del espacio propio. Nétese también que d; es el nimero de filas nulas de [F|gr — A\ Ij,.

Por otro lado, si la dimensién de cada espacio propio es igual a la multiplicidad m; de la raiz \;, la suma
directa de todos los espacios propios correspondientes a autovalores distintos, Vi(A1) @ ... & Vr(A\g) tendra
dimensién di + ...+ dp = mq + ...+ mp = n (ya que la suma de todas las multiplicidades es igual al grado
del polinomio), por lo que serd igual al espacio V. Existe entonces una base formada por autovectores de F'.

9.8) En general, la dimensién del espacio propio Vr();) puede ser igual o menor que la multiplicidad de la
raiz A;: dim Vp(\;) < m;.

En efecto, eligiendo una base e donde los primeros d; =dimVr(\;) elementos formen una base de Vy(\;),
las primeras d; columnas de [F]. tendrdn elementos no nulos sélo en la diagonal y por lo tanto P(\) =
Det[[F]. — A,] = (A — A)%Q(N), con Q()) un polinomio de grado n — d;, por lo que m; serd como minimo
Si d; < m;, F no es diagonalizable (atin tomando como cuerpo C).

Ejemplo 1 (Casos Triviales): Si I : V. — V es el operador identidad = I(v) = v V v € V por lo que
su unico autovalor es 1. El espacio propio correspondiente es V' (Vr(1) = V).
Si V es de dimensién finita n, puede llegarse a la misma conclusion notando que

P(N) = Det[I — M| = |I, — M| = |(1 = N I,,| = (1 — A)"

A =1 es pués la tnica raiz de P()), y posee multiplicidad n, que es igual a la dimensién del espacio propio
(el mismo V). I es por lo tanto diagonalizable (caso trivial).

Si0:V — V es el operador nulo = 0(v) = 0 = Ov V v € V por lo que su unico autovalor es 0, y el
espacio propio correspondiente es V (Vg (0) = V).

Si V es de dimensién n = [0]p = 0 (la matriz nula) en cualquier base y por lo tanto P(\) = Det[0 — AI,,] =
| — M| = (=)™, por lo que 0 es la tnica raiz, con multiplicidad n. 0 es también trivialm. diagonalizable.

Ejemplo 2: Sea F : R? — R? la reflexién respecto del eje . Si B = (e1,ez) es la base canénica, con
e1 = (1,0), e = (0,1), sabemos que F(e1) = ey, F(e2) = —ey. Por lo tanto e; es autovector de F' con
autovalor 1 y es autovector de F' con autovalor —1. No pueden existir otros autovalores pues la dimensién
de V es 2. Vp(1) es entonces el espacio generado por eq, es decir, el conjunto de vectores (z,0), con z € R,
sobre los que F actia como identidad, y Vp(—1) el generado por es, es decir, el conjunto de vectores (0,y),
con y € R, para los que la accién de F' es la inversién de sentido.

Podemos obtener el mismo resultado a partir de la representacién matricial

Fa= (5 ° )

que ya es diagonal, por lo que los autovalores son 1 y —1: Tenemos P(\) = |[F]g — A2| = (1 — A)(=1 =),
siendo entonces las raices 1.



Ejemplo 3: Sea F : R? — R? la reflexién respecto de la recta de ecuacién y = z, dada por (recordar
ejemplo dado) F(z,y) = (y,z). Si B' = (b},b}), con b} = (1,1), v, = (—1,1), tenemos F (b)) = b,
F(t,) = —b), por lo que los autovalores son nuevamente 1 y —1, con Vp(1) el espacio generado por b) y
Vi(—1) el espacio generado por b,. Se obtiene entonces

[F]B:<(1’ (1]) [F]B/:((l) _01>=51[F]BS, 5:(1 —11)

El pol. caracteristico es P(\) = |[F]lp — Ala] = A2 —1 = (1 — A\)(=1 — \) = |[F]p' — M2| y sus raices +1.

Ejemplo 4: Operador de Proyeccién: Si P2 = P = los tinicos autovalores posibles de P son 0 y 1,
con Vp(0) = N(P) si N(P) # {0} y Vp(1) = I(P) si I(P) # {0}.

Dem.: Hemos visto que si P2 = P = P es un proyector sobre I(P) en la direccién de N(P), con
I(P)@ N(P) =V yPw)=vsivelIP)yPlv)=0=0vsive N(P). Porlo tanto, los autoval-
ores son: 1 (si I(P) # {0}, es decir, si P # 0) y 0 (si N(P) # {0}, es decir, si P # Iy). P es pues
dagonalizable, siendo una base de autovectores la formada por la unién de una base de la imagen I(P) y
una del nicleo N(P). P es pues siempre diagonalizable.

Estas propiedades pueden también demostrarse directamente: Si P(v) = v, con v # 0 = P%(v) =
P(P(v)) = P(\) = AP(v) = A?v, pero también P?(v) = P(v) = \v, por lo que A\? = \, es decir A(A—1) = 0.
Esto implica A\ =00 A =1. Si 3 v # 0 tal que P(v) =0 = 0 es autovalor y Vp(0) = N(P). Si 3 v # 0 tal
que P(v) =v = lesautovalorpr( ) = I(P). En efecto,siv#0y P(v) =v =v € I(P),ysivel(P)
= v = P(t/) y P(v) = P(P(t/)) = PX(t/) = P(+') = v, por lo que v € Vp(1).

Ejemplo 6: Potencias de operadores lineales. Si v es autovector de F' con autovalor A = v es también
autovector de F* con autovalor A\¥ para cualquier & > 0 natural, y también para cualquier k < 0 entero si
F es invertible (o sea, automorfismo), en cuyo caso A # 0 (pues necesariamente N (F) = {0}; ver 9.4).
Dem.: Si k =2, F%(v) = F(F(v)) = F(\v) = AF(v) = A?v. La demostracién para k > 2 es andloga y puede
hacerse ficilmente por induccién: F*(v) = F(FF-1(v)) = F(\*"1v) = AF1F(v) = M.

Sik=—1, FF=Fleslainversade F y v=F~'F(v) = F~'(\v) = AF~1(v), por lo que F~!(v) = A"lw.
El resultado para F~% = (F~1)* y k > 1 es entonces obvio: F*(v) = \fv ¥ k € Z (véase también 9.4)

Ejemplo 7: Si A es un autovalor de F' = a\ + ¢ es autovalor del operador aF + ¢l, con o, € K e [
el op. identidad: En efecto, si F'(v) = Av, v # 0 = (aF +cl)(v) = aF(v) + cv = (aX + c)v.

Ejemplo 8: Sea D? : V — V el operador derivada segunda en el espacio V de funciones f : [0,a] — R, a > 0,
que son derivables a cualquier orden y satisfacen f(0) = f(a) =0 (V es de dimensién infinita).
La ecuacién D?(f) = Af conduce a la ecuacién diferencial f” = A\f, cuya solucién es f(z) = c; cos(sx) +

casin(sz) con A = —s%. La condicién de contorno f(0) = f(1) = 0 implica ¢; = 0 y sin(sa) = 0, o sea,
s = nm/a, con n > 0 natural. Por lo tanto, los autovalores son \, = —n?m%/a? y los autovectores (llamados
en este caso autofunciones) fy(x) = ¢, sin(nmz/a), con n =1,2,...y ¢, # 0 arbitrario.

Ejemplo 9: La ecuacién de Schrodinger estacionaria de la mecénica cuantica es
H|V) = E|¥)

donde H es un operador lineal, |¥) un vector no nulo que representa el estado del sistema y E la energia
del estado. Es pues una ecuacién de autovalores: La energia E representa un autovalor de H y el vector |¥)
el autovector correspondiente de H. Para una particula en una dimension, H toma la forma

H=—D
o + V(x)

donde D es el operador derivada anterior, i = h/(27), con h la constante de Planck, m la masa de la
particula y V' (z) el potencial, con |¥) — ¢ (x), siendo ¢(x) la “funcién de onda” (en realidad, ¢ (x) = (x| V),
y la forma anterior de H es su representacion efectiva en la base de autoestados |z) del operador posicién:
(x|H|¥) = (—%D2 + V(2))Y(x)). H es el operador energia pues el impulso estd representado por el
operador p = —ihD, por lo que el primer término de H es el operador energia cinética P?/(2m).

Si V(z) = 0 para z € [0,a] y V(z) = oo para x > a o x < 0, la Ec. de Schrédinger se reduce al problema

del ej. 8: Tenemos H = —%DQ para x € [0,a], con ¢¥(z) = 0 para > a o z < 0, debiendo ser continua.
h2n27r
2m

Los autovalores son por lo tanto E,, = y los autovectores ¢, (x) = ¢, sin(nmz/a).



10. Autovalores y Autovectores de Matrices

Todas las definiciones y propiedades anteriores se aplican igualmente al calculo de autovalores y autovectores
de matrices cuadradas, que pueden ser siempre consideradas como la representacién de un cierto operador
lineal (en un espacio vectorial de dimensién n) en una cierta base. Consideraremos en lo sucesivo K = C.
Dada una matriz A de n x n, A es autovalor de A sii

|A—=AL,|=0
donde |...| denota el determinante. El polinomio
ail — A ais ... A1in
PA) = [A—AL| = az1 azp — A ... G2n (10.1)
anl ana et Qpp — A

se denomina polinomio caracteristico de la matriz A y es de grado n en A, por lo que posee a lo sumo n
raices distintas.
€1
Un vector columna X = | ... | den x 1 es autovector de A correspondiente al autovalor A si X #0y
In

AX =X
El conjunto de autovectores X corresp. a A puede obtenerse resolviendo el sistema homogéneo
(A= X[,)X =0

10.1) Las matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos autova-
lores. Recordemos que A es semejante o similar a B si A = S~'BS, con S de n x n no singular.
En efecto P4(\) = |A — AI,| = [S7!BS — \I,,| = |S~Y(B — \I,)S| = |B — \I,,| = Pg()\)

Los autovectores no son en general los mismos: Si AX = AX y A = S™'BS, el correspondiente autovector
de B es SX, como el lector podré facilmente demostrar. Esto puede verse también directamente a partir
del cambio de base asociado.

10.2) A y A! (¢ denota traspuesta) poseen el mismo polinomio caracterfstico y por lo tanto los mismos
autovalores (pero no necesariamente los mismos autovectores). Como |B| = |B!| V B de n x n,

Pa(A\) = |A" = \I,| = (A — ML) = |A — M,| = Pa(N)

10.3) Si A es real = P()) es real y por lo tanto sus raices complejas aparecerdn en pares conjugados:

Si A es una raiz compleja, 0 = [P(N\)]* = P(\¥).

Ademss, si X es autovector de A con autovalor A y A es real, entonces X* es autovector de A con autovalor
A*: Como AX = \X = (AX)* = AX* = \"X*.

10.4) A es una matriz singular si y s6lo si A posee al menos un autovalor nulo.
Si A es singular = |A| = 0 y por lo tanto, |A — 0[,| = 0, por lo que 0 es autovalor. Andlogamente, si
|A—01I,] =0 = |A] = 0y por lo tanto, A es singular. Esto puede también deducirse directamente de 10.5

Un operador F' : V — V en un espacio de dimensién finita tendrd pues un autovalor nulo si y sélo si
no es un automorfismo. Notemos también que si Det[F] = 0, el nicleo N(F) no es otra cosa que el espacio
propio correspondiente el autovalor 0: N(F') = {v|F(v) = 0} = {v|F(v) = 0.v} = Vr(0)

10.5) El determinante de una matriz es igual al producto de todos sus autovalores (reales y complejos,
y elevados a sus respectivas multiplicidades):

Al = Atz Ay



En efecto, si A1,..., A\, son las raices de P()\), podemos escribir (utilizando la factorizacién en términos de
raices y notando que el término de grado n es (—1)"\")

PO)=[A- A =M-N02—=N...0m—A)  (10.2)

Por lo tanto, |A| = P(0) = A1 A2 ... A
Esto implica que en un espacio de dimension finita el determinante de un operador lineal F' es el producto
de todos sus autovalores.

10.6) La traza de una matriz es igual a la suma de todos sus autovalores (reales y complejos, y repeti-
dos tantas veces como indica su multiplicidad):

TrA = Zn:aii = Zn:)\z
i=1 i=1

A partir de la expresién (9.2) para P()\), vemos que el término de grado n—1en X es (—A)" "1 (A1 +...+\p),
mientras que a partir de (9.1) vemos que el mismo es (—\)""!(a11 + ...+ apny,). Como ambos son idénticos,
se obtiene el resultado deseado.

Esto implica que la traza de un operador F' es la suma de todos sus autovalores.

10.7 Diagonalizaciéon de Matrices

Una matriz A es diagonalizable si existe S no singular tal que

M 0O ... 0
S~tAS = A', con A diagonal: A’ = 0 A ... 0
0 0 ... X\

es decir, si es semejante a una matriz diagonal.
En tal caso los elementos diagonales son necesariamente los autovalores de A, ya que

A=A = [A = AL = (A = N2 = A) .. (A — A)

y la columna i de S es autovector correspondiente al autovalor \;, pues AS = SA’:

e T1i
S = X1 Xn , con AXi:)\iXZ‘,iZI,...,n, Xi:
Tni
Andlogamente, si existen n vectores columna X; LI tales que AX; = \X;, ¢ = 1,...,n entonces A es

diagonalizable, con S la matriz de columnas X; (que serd invertible pues los X; son LI y por lo tanto |S| # 0)

La dimensién del espacio propio correspondiente al autovalor \; es la dimensién del espacio nulo de |A—\;I,|:
di = dlmV()\Z) = dim N[A - )\an] =n — R(A - )\iIn)

donde R denota el rango.

Notemos que si P(\) posee n raices distintas = A es diagonalizable, pues en tal caso existirdn n vectores
columna X; LI tales que AX; = A\ X;.

Si A es diagonalizable, resulta evidente que |A| = |[A/| = A1 ... Ay yque TrA = TrA' = M\ +...+ )\, yaque el
determinante y la traza de matrices semejantes son idénticas (|S~tAS| = |A|, TrS™1AS = TrASS~! = TrA).

(1)

que corresponde a la representacién en la base candnica de la reflexion respecto de la recta y = z. Los
autovalores se obtienen de la ecuacion

Ejemplo 1: Consideremos la matriz

-2 1

|A—)\12:’ A

’:1—%:0



Por lo tanto, A = +1. El autovector X; correspondiente a A\; = 1 se obtiene resolviendo el sistema homogéneo

(A — A\13)X; =0, es decir,
-1 1 x\ (0
1 -1 y ) 0

que conduce a r = y. Los autovectores son entonces de la forma x(}), con x # 0 y V(1) es el espacio

1
generado por (7). Este corresponde al espacio generado por €] en el ej. 3 anterior ([¢j]. = (1)).
Notemos que la matriz anterior tiene rango 1, por lo que dimV (1) =2 —-1=1.

El autovector correspondiente a Ao = —1 se obtiene resolviendo el sistema (A — A\gl2) X9 = 0, es decir,

11 z\ (0

11 y ) L0
que conduce a z = —y. Los autovectores son entonces de la forma z(!;), con z # 0, y V(—1) es el espacio
generado por (1). Este corresponde al espacio generado por € en el ¢j. 3 anterior ([eh]. = (1;)).

Una matriz de autovectores es entonces

(11 o 1/1 1
S—(1_1> con S —2<1_1>
e 111 0 1 1 1\ (1 0\ (A& 0
S AS_2<1 —1)(1 0)(1 —1)‘(0 —1>_<0 )\2>

Notemos que se cumple [A] = -1 =My TTA=0= A1 + \o.

y se verifica

Ejemplo 2: Consideremos

La ec. caracteristica es
1—X 1

‘A_M?|:' 0 1-2A

‘:(1—)\)2:0

por lo que el nico autovalor es A = 1 con multiplicidad m = 2. No obstante, la matriz

A—112:<8 é)

posee rango 1, por lo que dim V(1) =2 —1 =1 < 2. Por lo tanto, esta matriz no es diagonalizable, ya que
no existe una base de autovectores de la misma. La ecuacién

0 1 z\ (0
00 v )~ \Lo
conduce a y = 0, por lo que los autovectores son de la forma z({) y V(1) es el espacio generado por (J).

No existe otro autovector LI de (}). De todos modos, se cumple |[A] =1 = 1.1y TrA =2 =1+ 1. Nétese
que A es no singular (|A| =1 # 0). La condicién de no diagonalizable nada tiene que ver con la singularidad.

p=(21)

es diagonalizable ¥V ¢ # 0, ya que en tal caso la ecuaciéon

Cabe destacar, no obstante, que la matriz

IB-AL|=(1-X?-c=0

posee siempre 2 raices distintas: A =1+ /z.

Esta conclusién es general: Si A no es diagonalizable podemos siempre encontrar una matriz B arbitraria-
mente proxima a A (es decir, cuyos elementos difieran de los de A en menos de &, con € > 0 arbitrario) tal
que B es diagonalizable.



111
Ejemplo 3: Sea A= 0 2 1 |. Tenemos
001
1—A 1 1
|A— A3| = 0 2—A 1 =1=N2-N(1-2X)

0 0 1-A

por lo que las raices de P(\) son A\; =1y A2 = 2, con multiplicidades 2 y 1 respectivamente. Si A = Ay,
011
|A—1I3/=1 0 1 1
000

posee rango 1, por lo que dim V(1) = dim N(A—1I3) = 3—1 = 2, igual a la multiplicidad de A;. La matriz
es por lo tanto diagonalizable ya que necesariamente dim V' (2) = 1. El sistema (A — 1/3)X = 0 conduce a

y+ 2z =0, es decir, y = —z, con z y z arbitrarios, por lo que los autovectores para A\; = 1 son de la forma
T 1 0
—z | =xz| 0 | +2z| =1 |. Para Ay =2,
z 0 1
-1 1 1
|A —2I3] = 0 0 1
0 0 -1
posee rango 2. El sistema (A — 2I3)X = 0 conduce a x = y, con z = 0, por lo que los autovectores son de
1
la forma z | 1 |. Una matriz de autovectores es por lo tanto

1 0 1 1 -1 -1
S=(0 -1 1|, com S'=|0 0 -1
0 1 0 0 1 1
Se verifica entonces
1 00
A=81A5=|0 10
00 2

Noétese que el orden de los autovalores en A’ corresponde al orden de los autovectores (columnas) en S.

Ejemplo 4: (Para hacer en la prictica) Sea F : R? — R? el operador de rotacién de dngulo @ (antiho-
rario), con [Flp, = (5§ Sinf
reales, ya que no existe v # 0 tal que F'(v) = Av. No es por lo tanto diagonalizable para K = R.

Sin embargo, [F|p, tiene autovalores complejos A = e* = cosf = isiné y es por lo tanto diagonalizable si
se lo considera como F : C?> — C?, con K = C. Determine el lector los autovectores y compruebe que existe

S tal que S~![F]p,S es diagonal!

), siendo B, la base candnica. Es obvio que F' no puede tener autovalores

Ejemplo 5: Consideremos el operador de proyecciéon ortogonal P sobre el plano x +y = 0 en R?® (o
sea, proyecciéon sobre este plano en la direccién del eje z). Si B’ = (b}, bh,b}), con by = (e1 + e2)/V/2,
by = (—e1 + e2)/V/2, by = b, con B, = (e1,e2,e3) la base candnica, entonces P(b) = 0, P(by) = b,

0 0O
P(bs) = y por lo tanto, [Plpr = 0 1 0 |. Esta es pues una base de autovectores de P.
0 01

En la base canénica, obtenemos en cambio

L[ 1 10 1 -1 0
[P]. = S[P|lpS~! = s -t L 0f,comS=|1 1 0 /V2
0 0 2 0 V2



y S71 = S% [P]p, no es diagonal, aunque sigue cumpliendo que [P} = [P]p,. Se deja como ejercicio
verificar explicitamente que los autovalores de la matriz [P]p, son 0 y 1, y que una base de autovectores
es precisamente B’ (aunque por su puesto no es la tinica), de modo que S es una matriz diagonalizante de
[P]B,, que verifica S~1[P]p,S = [P]p, con [P]p diagonal.

a—d
Ejemplo 6: Autovalores de una matrix general de 2x2. Si A = < a b ) =atdr, | ( 2 b_d >7
c d 2 C —GT

obtenemos facilmente, a partir de |A — A\l3| = 0, que los autovalores son

d —d 1 Tr[A
Ai:“; +4/(& )2+bc:2Tr[A]i\/( r2[ L2 _ Dega]
donde Tr[A] = a + d es la traza de A y Det[A] = ad — bc su determinante. La ultima expresién puede
. . A+ A = Tr[4]
obtenerse directamente de resolver el sistema { A = Det[A]

Los dos autovalores quedan pues completamente determinados por la traza y el determinante.

Ejemplo 7: Correccién de primer orden en los autovalores.

Consideremos una matriz B = A+ 0A de n x n, siendo A diagonalizable y 0 A = M una perturbacién (e
es un parametro suficientemente pequeno y M una matriz de n x n arbitraria).

Sea S = (X1,...,X,) una matriz de autovectores de A, tal que S™1AS = A’ con A’ diagonal (Al = Nidij,
con AX; = \;X;). Definiendo §A’ = S71(6A)S = ¢S~ MS (perturbacién en la base en que A es diagonal)
y notando que |B — M| = |S~!BS — AI|, obtenemos

Consideremos primero el caso en que los autovalores \; de A son todos distintos. Para A = A\; + d\; con d);
una correccién de orden ¢ al autovalor \;, obtenemos entonces

1B — (A + 0| = (645 — 5x) [ [\ — o) + O(e?)
i

donde el primer término es el de mayor orden (O(g)), y los restantes de orden O(¢?) o mayor. Por lo tanto,
la ec. |B — M| = 0 conduce a

OXi = 0A); + O(e?), con 0A}; = (ST'0AS); =€ Si' MjpSi;
4.k

es decir, los 0)\; son los términos diagonales de §A en la base en que A es diagonal. Como ) i S&lSji =1,
si la columna i de S (el autovector X;) se multiplica por a, la fila de i de S~! se multiplica por 1/a, para
mantener la igualdad anterior. Por lo tanto, la correccién A}, es, como debe ser, independiente de la base
elegida del espacio propio, es decir de la eleccién del autovector X; # 0 en el espacio propio.

En el caso general, si el espacio propio asociado a un autovalor \; tiene dimensién d; (se dice entonces
que tiene degeneracién d;), la correccién a A; son los autovalores de §A en el espacio propio asociado a
Ai, pues |[A — X| = [(0A"); — o\, H/\j;ﬁki()‘j — )™ 4 O(e%*1), con 6 A la matriz §A’ restringida al
espacio propio asociado a A; y m; la multiplicidad (algebraica) del autovalor ;. Se deben pues obtener los
autovalores de 0 A, (matriz de d; x d;). El nivel degenerado \; se desdobla normalmente en varios niveles.
Se dice entonces que se rompe la degeneracion.

Es importante que A sea diagonalizable. De lo contrario, el ej. 2 anterior muestra que en el caso no-
diagonalizable, la correccién puede ser por ej. de orden /.



10.8 Evaluacién de Potencias y Series de Matrices

La diagonalizacién es muy conveniente para evaluar potencias y series de matrices (de n x n) u operadores.
En primer lugar, si

A=SAS™! (10.3)
(A semejante a A’) se cumple, para k natural,

AF = gA%* g

yaque A2 = (SA'S71)(SA'S™1) = SA?S~1 y en general (por induccién) A¥ = AAF1 = SA'S—1GAR-1G-1 =
SA’®S—1. Andlogamente, para funciones definidas por series de potencias f(u) = Y o ajpu® convergentes
VueC,

o0 o0 o0
FA) = apAb =" apSATS = S[> " apA%)S ! = Sf(A)ST!
k=0 k=0 k=0
Notemos que f(A) estd bien definido pues |(4*);;| < (mn)*/n, donde m el mayor elemento de la matriz
(|Asj] < m ¥ i,j) y nla dimensién. Esto implica que la serie matricial converge absolutamente si la serie
converge absolutamente V u (|(f(A))i;| < f(mn)/n). En particular,
(A1)

exp|At] = o S exp[A't]S™!
k=0

Finalmente, si A es invertible (en cuyo caso A’ es también invertible, como el lector debe reconocer inmedia-
tamente) se cumple A~! = SA’715~! y en general

AR = sA kg

Si A es diagonalizable, ST'AS = A’ con A’ diagonal. Por lo tanto A = SA’S~!. Podemos entonces utilizar
las expresiones anteriores con A’ diagonal y S una matriz de autovectores, en cuyo caso la evaluacién resulta
inmediata pues

MO0 .00 Moo
w—| 0 A .00 L) = 0 X ... 0
0 0 ... M\ 0 0 ... A\

para k natural. Esto implica

f() 0 0
N 0 f(h) 0
FA) =Y an(A)F =
k=0
0 0 f(An)
En particular,
eMt 0 0
Aot
exp|A't] = 0 e 0
0 0 et

Ademss, si A es invertible, sus autovalores son todos no nulos y es facil ver que

AP o0
(A = 0 AN' ... 0
0 0 At
y por lo tanto
AP0 0
ayko| O A" 0
0 0 Mk



Por ejemplo, en el caso del ej. 1 anterior se obtiene

S A VI R TR TG R  GaT eI

y en el ej. 3 anterior,

1™ 0 0 1 2n—-1 2" -1
Ar=5 0 1 0 |S'=|0 20 2"—1
0 0 27 0 0 1
00 of o2t _ ot o2 _ ot
explAt] =S| 0 ¢ 0 |S'=| 0 et e ¢t
0 0 e 0 0 et

Ejemplo: Sucesion de Fibonacci. Esta definida por la relacion recursiva lineal
apt1 = Ap +ap-1, n=>1

con ag =0, a1 =1.
La expresiéon explicita de a, puede obtenerse facilmente planteando el problema en forma matricial. Re-
solveremos en realidad el problema para valores iniciales generales ag, a;. Tenemos, para n > 1,

()=o) ()

Por lo tanto, para n > 1 y definiendo A = < i (1) )’

an+1 _ An al
A, ag

La evaluaciéon de A™ puede efectuarse mediante su diagonalizacién. Los autovalores de A son los nimeros

aureos
_1+45
2

At

que satisfacen A> = X\ + 1, con autovectores vy o< ()‘li) Podemos entonces escribir A = SA’S~! con
S = (f*i") y A = (8‘&?) Por lo tanto, A" = S(A’)"S~! y se obtiene finalmente (se dejan las cuentas para
el lector)

an = [(AL = AX)a; — (AA- — A" AL )ao) /V5
En el caso usual de Fibonacci, ag =0, a1 = 1y a, = (A} — A")/y/5. Como Ay = 1.618, A\_ = —0.618, el
término dominante para n grande es el proporcional a A’}.

Un tratamiento equivalente consiste en expresar el vector inicial (3!) como combinacién lineal de los
autovectores de A: A"(3l) = An[c+(i\+) + c,(i* )] = c+)\1(i‘+) + c,)\’j(i‘*), de donde a,, = Aicy + A'c_.
Como () = S71(41), se obtiene ¢4 = a1 — A_ag, c— = —a1 + A4ap, obteniéndose el resultado anterior.

El mismo método se puede aplicar para toda sucesién definida por una relacién recursiva fija lineal:

Ap4+1 = OQp + X1Gp—1 + ... + QfGp_k

para n > k, con ag, ..., a; dados, que conduce a
n—k+1
a ap &1 ... Of a ayp &1 ... O a
Z*l 1 0 ... 0 . 1 0 0 . F
g = o 1 0 =10 1 0 kot
On—k+1 0 ... 1 0 n—k 0 ... 1 0 a0

La sucesién geométrica elemental a,, = agag corresponde al caso k =0 (an+1 = apay, sin > 0).
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10.9 Desacoplamiento de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Como otra aplicacién, consideremos por ejemplo el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
primer orden

dX
— = AX
dt

con X den x1y A den xn, con elementos constantes (o sea, independientes del tiempo). Suponiendo
A diagonalizable, tenemos A = SA’S™! con A’ diagonal y S la matriz de autovectores. Por lo tanto
dX/dt = SA'S7'X, lo que implica

dX'/dt = AX', X' =S7'X,

Como A’ es diagonal, el sistema en las variables X' estd desacoplado, y es de facil resolucién. Tenemos, para
las componentes 2, de X', las ecuaciones desacopladas

dol/dt = Nz, i=1,...,n

donde \; son los autovalores de A, cuya solucién es x} = c;eit. Finalmente, se obtiene
n
X(t)=SX'(t) =) _ eVie",
i=1

donde V; denota los autovectores de A (las columnas de S). Esto constituye la solucién general del sistema
de primer orden, conteniendo n constantes arbitrarias ¢; que pueden determinarse a partir de las condiciones
iniciales x;(0).

El procedimiento usualmente utilizado en Fisica e Ingenieria para llegar a esta solucién es plantear una
solucién del tipo X (t) = Ve* con V constante. La ec. dX/dt = AX implica entonces A\V = AV, por lo
que V debe ser autovector de A con autovalor A. La solucién general se obtiene luego como combinacién
lineal arbitraria de estas soluciones particulares. Este procedimiento es en realidad correcto para encontrar
la solucién general sélo en el caso de matrices A diagonalizables.

Notese también que el mismo método puede utilizarse para resolver sistemas andlogos de segundo orden

d*X
= AX
Sélo es necesario reemplazar c;eMit por c:re‘/rit +c eVt en la solucién general anterior.
Ejemplo 1: Consideremos el sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden,

de/dt =x+y+z2, dy/dt=2y+z, dz/dt==z2

donde z,y, z son funciones de t, el cual puede escribirse en forma matricial como

d T 1 11 T
0 0 1 z

o sea, dv/dt = Av, siendo A la matriz del ej. 3 anterior y v = (x, v, z)*. Por lo tanto, utilizando las matrices
Sy S~! de dicho ejemplo,

d T 1 0 0 T
Tl v]= Sl o100 |st|y
z 0 0 2 z
y mult. a izq. por S, se llega a
d x! 100 x! x x T—y—2z
pr Yy |=1010 y |, con y | =5ty | = —z
2! 00 2 2! 2! z y+z

el cual es un sistema de tres ecuaciones dif. lineales desacopladas:

do'/dt =o', dy/dt =+, d2'/dt =22
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que es equivalente al original. La solucién del sistema desacoplado es muy facil de obtener:

o =ciel, Y = el 2 = cze?
Finalmente
T ! o+ 1 0 1 cret + cge?t
y | =S|l v | = v+2 |=cel| 0 | +ee| -1 | +ce®| 1 | = —coet +c3e?
z 2 y 0 1 0 coel

Ejemplo 2: Sistema de dos resortes acoplados (recordar dibujo). Ecuacién de movimiento:

iQ T . _i k1 + ko —ko T

2\ z2 ) m —ko k1 + ke x2
Resuelto en clase. Detalles a cargo del lector. Sélo recordamos que las frecuencias propias w; = v/A; (con \;
los autovalores de la matriz (’ilkzkiljriz)/m son wy = / (k1 + 2ka)/m, we = \/k1/m, con V; oc (1), Vo oc (}).

11. Matrices hermiticas y reales simétricas

Un caso especial muy importante para la fisica es aquel de matrices de n x n hermiticas (o hermitianas o
autoadjuntas), que son las que satisfacen AT = A, donde AT = A" denota la matriz traspuesta y conjugada
(matriz adjunta):

ail; a2 ... Qinp
A:AT N A= a‘1‘2 azo ... Q9n
aiy, a3, ... Qnpn
con a; real para i = 1,...,n. Si todos los elementos de A son reales = A' = A’ y la condicién de A

hermitica equivale a A simétrica (Al = A).

11.1) Teorema: Si A de n x n es una matriz hermitica sus autovalores A; son todos reales y los autovectores
X, correspondientes a autovalores distintos son ortogonales respecto del producto escalar usual para vectores
complejos: Si AXi = )\iXiy AXJ' = )\ij = Xij =0si )\i 7& )\j, donde

f o
_ * * ok . * .

iL'nj

Demostracion: Sea X; de n x 1 autovector de A con autovalor \; (por lo tanto X; # 0). Multiplicando la
igualdad AX; = \;X; a izquierda por XJ = X* se obtiene

XTAX; = L X[ X, (11.1)
con
L1
XXy = (b at) | o | =ahan 42 = eul 4 22 >0
Tni

Trasponiendo y conjugando la igualdad (11.1) se obtiene, notando que (AB)" = BT AT,
xiatx; = xxlx;,  (11.2)
Pero como AT = A, esto implica, comparando con (11.1), que )\iXiTXZ- = )\fXJXi, o sea,
0=(\—A)X/X;

Como X}Xi >0 = A\ = A], es decir, \; real.
Del mismo modo, si AX; = \;X;, AX; = \; X, multiplicando a izquierda la primer ecuaciéon por X j y la
segunda por XZT se obtiene

XTAX; = NX1X;, X[AX; = \X[X;

13



Trasponiendo y conjugando la pimera de estas ecuaciones se obtiene X j ATX i =AX ,LT X, es decir, X j AX; =
/\iX;er pues AT = Ay )\ = A7 (ya demostrado). Por lo tanto, )\iX;Xj = )\inTXj, 0 sea,

0= (A — X)X/ X;

por lo que XiTXj =081 A\ # Aj.

Puede demostrarse (lo haremos més adelante) que toda matriz hermitica A es diagonalizable, y que
siempre existen n autovectores X; LI y ademdas ortogonales que satisfacen AX; = \; X;, con X;L X; =0si
i # j (atdn cuando A; = Aj).

En tal caso, eligiendo autovectores normalizados tales que Xl-T X;=1parai=1,...,n, se obtiene
ty _s )1 1=
Xin—dz-j—{ 0 it

Por lo tanto la matriz de autovectores S = (X ... X,,) satisface
Sts =1,

pues (S79);; = XZTXj = §;;. La inversa de S es pues directamente la matriz adjunta: S~ = ST.
En resumen, si A = AT, 3 S tal que S~ = STy STAS = A, con A’ diagonal y real: A;; = \;d;;

Matrices antihermiticas: Si AT = —A, se dice que A es antihermitica. En tal caso, B = —iA resulta
hermitica (pues B = iAT = —iA = B), lo que implica, como A = iB, que A serd también diagonalizable,
con autovectores ortogonales si corresponden a autovalores distintos, pero con autovalores imaginarios en
lugar de reales: Si BX; = M X; = AX; = (i\)X;.

Matrices reales simétricas: Para el caso particular de matrices reales, los resultados anteriores im-
plican que los autovalores de matrices reales simétricas (AT = A' = A) son todos reales. Los autovec-
tores pueden pués elegirse reales, y por lo tanto, seran ortogonales respecto del producto escalar usual: Si
AXZ = )\le y AX] = )\jX]’ =

XiXj = xuxij + .+ Tping = 051 N # )

En tal caso, eligiendo autovectores normalizados (tales que X!X; = 1) la inversa de la matriz S =
(X1,...,X,) sera directamente la traspuesta:

S'S =1, (A= A'real, X;real parai=1,...,n)

En resumen, si A = A’ con A real, 3 S real tal que S7! = S’ y S'AS = A’, con A’ diagonal y real:
A;j = \i0;;. Més aun, puede elegirse siempre S tal que detS = +1 (Si S—1 = 8t = detS = £1) en cuyo
caso S corresponde a una rotacién, como veremos mas adelante

Matrices reales antisimétricas: Si A es real y A® = —A, nuevamente B = —iA resulta hermitica

(B = iA = —iA = B) y por lo tanto, A = iB sera diagonalizable en el cuerpo de los complejos, con
autovalores imaginarios y autovectores ortogonales si corresponden a autovalores distintos.

A=(0 1)

A es una matriz real simétrica si v es real. Tenemos

Ejemplo 1: Sea

|A = A\ = (1 — )% — 22

por lo que los autovalores son A = 1+ v, reales. Para Ay = 1+ v, puede verse facilmente que el autovector es
de la forma X = x1(}), mientras que para Ay = 1 — v, es de la forma Xy = xg(_ll). Por lo tanto, podemos
elegir 71 = o = 1/V/2, para que X{X; = XX, = 1. Se verifica ademds X{X, = 1(1,1)(7') = 0. Por lo

tanto
_ 1 1 -1 -1 t_i 1 1
s=y(h 1) os s
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con

Ejemplo 2: Sea
1w
A= ( —iv 1 )
con v real. A es una matriz hermitica (AT = A). Tenemos
|A — | = (1 — )% = (iv)(—iv) = (1 — \?) — v?

por lo que los autovalores son nuevamente A = 1 &+ v, reales. Para A\ = 1 4+ v, puede verse facilmente
que el autovector es de la forma X; = z;(%), mientras que para Ay = 1 — v, es de la forma Xy = xg(_ll)
Por lo tanto, podemos elegir z1 = 2o = 1//2, para que XIXl = Xng = 1. Se verifica ademas XlTXQ =
2(=i,1)(7") = (=1 +1)/2 = 0. Por lo tanto

R gt Lt
s=5(1 7)== (0 0)

1+v 0
T _
SAS—( 0 1—v>

con

Ejemplo 3: Consideremos la ecuacién
ax® + 2bxy + cy* = d

con coeficientes y variables reales. Podemos escribirla en forma matricial como

t _ _ (= t_ _[(ab
XAX—daX_(y)vX_(x’y)7A_<b C)

La matriz A es real y simétrica, siendo por lo tanto siempre diagonalizable. Existe entonces una matriz
ortogonal de autovectores S (S™1 = S), con Det S = 1, tal que STtAS = S'AS = A’, con A’ diagonal:
A= (SJ&?), siendo A+ los autovalores de A (las raices de (a — \)(b— \) —b? = 0). En tal caso, si X = SX’,
tenemos

XIAX = X"'STASX' = X"A'X = 2?4+ X y? =d

Si d > 0, vemos entonces que la gréfica de la ecuacién en las variables x’, 1y’ serd una elipse si A+ son ambos
mayores que 0, y una hipérbola si Ay A_ < 0, con ejes principales z’,y’ en ambos casos. Como la trans-
formacién corresponde a una rotacién (eligiendo el orden de autovectores tal que DetS = +1), la ecuacién
original corresponderd si |A| # 0 a una elipse o hipérbola con ejes principales rotados (como consecuencia
del término cruzado 2bxy). El dngulo de inclinacién 6 entre los ejes ' y x puede obtenerse a partir de la
matriz S escribiéndola en la forma S = [I]¢ = (€58 529) Para més detalles ver ejemplo resuelto en clase
o en practica.

Ejemplo 4: Tensor de Inercia. El tensor de inercia de un cuerpo rigido respecto de un origen O es

2 2

ro— T, —TuYy —TuZy
2 2 t t
Ip = g my —YTy To— Y, —YuZu = g my, (X, XI5 — X, X))
v —ZyTy —ZvYvy 7"3 - Z12/ v

donde X! = (2,40, 2,) vy 72 = X! X, = 22 + y2 + 22. Ip queda pues representado por una matriz real

v

simétrica. Frente a una rotacién del sistema de coordenadas, X,, = SX/, con DetS = 1, S'S = I3, se obtiene

Io =Y m,(X',S'SX]Is — SX|X",5") = S[> " m, (X', XI5 — X, X",)]S" = SI[,S'

o sea, I, = StInS con I}, el tensor de inercia en el sistema rotado. Como I es real simétrica, existird
una matriz ortogonal de rotacién S (matriz de autovectores normalizados y ordenados tal que S'S = I3 y
|S| = 1) tal que I}, sea diagonal. Esta matriz determinard los 3 ejes principales de inercia, y los autovalores
de Ip seran los momentos principales de inercia. Si el vector velocidad angular ) coincide con alguna de
estas direcciones, el vector momento angular (dado en general por Lo = Ip§2) serd proporcional a (2.
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Ejemplo 5: Sistema general de n resortes acoplados. El movimiento de tal conjunto esta descripto
por un sistema de ecuaciones de segundo orden del tipo (recordar discusién de clase)

n

= — ii L5 1= o,

dt2 ENE ) )
=1

donde z; es la posicién de la particula ¢ (medida desde la posicién de equilibrio), m; > 0 su masa y k;; = kji.
Podemos reescribir tal sistema en forma matricial como

d’X
M—=-KX
dt?
donde M es una matriz diagonal de elementos m; (M;; = m;d;5), X = (z1,...,2,)" y K la matriz de ele-

mentos k;j. Definiendo la matriz diagonal M 1/2 e elementos /m; (M 1/ Z)Z-j = /m;d;j) podemos reescribir
tal sistema como M1/2M1/2d;% = —KX, y por lo tanto, multiplicando a izquierda por M~1/2 = (M1/2)~1
(matriz diagonal de elementos (M~1/2);; = \/%i&j), como

d?Y y "
—m = —KY, donde K = M \PERM? Yy = MY?Xx
(de forma que y; = /m;z;). La ventaja esta forma matricial es que la matriz K es real sim{etrica ~(f( t— K )
y por lo tanto siempre diagonalizable. Existe entonces una matriz ortogonal S tal que S'K S =K ’ con K !
diagonal, de elementos ng = \idij, siendo \; los autovalores de K. Por lo tanto, escribiendo K = SK'S?,
el sistema original resulta equivalente a
d?y’
dt?
Esto representa, dado que K’ es diagonal, un sistema de n resortes desacoplados:
d?y!
dt?
La solucién general de ¢/u de estas ecuaciones es, para A; # 0, y4(t) = Ae™it + Be™it = C cos(w;t+¢), donde
w; = VA; son las frecuencias propias de vibracién del sistema. Las variables y{ = Z?:l Sji/M;x;

= —K'Y', donde Y'=S'Y

:—)\iyg, i:1,...,n

(o sea, y; = (S'Y);) se denominan modos normales de vibracién. Notemos que las frecuencias propias
son las raices de los autovalores de la matriz M~Y/2KM~1/2 | los cuales, en virtud de la propiedad 12.1
siguiente, coinciden con los de la matriz M ~'K. Por lo tanto, la conocida férmula w = \/k/m para la fre-
cuencia angular de un oscilador arménico se generaliza a w; = /(M ~1K);, donde (M~'K); denota aqui el
iésimo autovalor de la matriz M 1 K. Puede demostrarse que si la matriz K es definida positiva (definicién
que veremos luego y que corresponde a un sistema estable) entonces todos los autovalores de K son positivos.

Ejemplo 6: Problema generalizado de autovalores: La ecuacion
AX = ABX

donde A y B son matrices de n x n, B es no singular y X # 0 es un vector columna, define un problema
generalizado de autovalores. Es obviamente equivalente al problema estandar B~'AX = \X, es decir, a
la obtencién de los autovalores y autovectores de la matriz B~'A. Los autovalores pueden pues obtenerse
como |B71A — M| = 0, equivalente a
|A—AB| =0

y los espacios propios pueden obtenerse como Nu(B~1A4 — AI), equivalente a Nu(A4 — AB).

Si At = Ay B = B, B™'A no es general hermitica ((B~'A)" = AB™!). Si B es definida positiva
(es decir, todos sus autovalores )\f son positivos), es posible reescribir el problema generalizado como un

problema de autovalores hermitico y estandar, mediante el mismo método utilizado en el €j. 5:
Si AX = ABX = B 1/24B1/2BY2X = ABY2X por lo que el problema se reduce al problema estdndar

AX =X
con A = B"Y/2AB71/2 una matriz hermitica (A" = A) y X = BY2X. Aqui, si B = SgB'SL,, con B’
diagonal (B';; = AP6;;, AP > 0), B/?2 = SBB'l/QS)LB, con (B’l/z)ij = /ABs;;, siendo B~1/2 su inversa.
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Por lo tanto, los autovalores A seran reales, y pueden obtenerse de |/~l—)\I | =0, equivalente a |[A—AB| = 0,
mientras que los autovectores X correspondientes a autovalores distintos serdn ortogonales: Xj Xj =0 si
Ai # jA;. Esto implica que los autovectores X del problema original seran ortogonales para un producto
escalar modificado dependiente de B: XJX]- = XJBXJ- =0si N # Ny X; = BY2X;. Veremos en las
préximas secciones la definicién de producto escalar con més detalle. Al ser A diagonalizable y BY/2 no
singular, tanto el conjunto {X,...,X,} como {X1,...,X,,} formaran una base de C".

Més aun, dado que A es hermitica, existird una matriz no singular de autovectores normalizados y
ortogonales S = (X1,...,X,) tal que S1S =Ty STAS = A’ con A’ diagonal: fl;j = \;0;;. Esto implica que
S =B"128 = (X,...,X,) satisface simultdneamente

StAs =A', STBS=T1

con A = A’ diagonal: Agj = \;0;j. Los autovalores generalizados \; pueden obtenerse directamente como las
raices de |A — AB| = 0, mientras que los correspondientes autovectores X; (columnas de S) de la ecuacién
(A — X\B)X; = 0. La existencia de tal S queda pues garantizada en el caso AT = Ay Bf = B, con B
definida positiva (AZ > 0V ).

12. Otras propiedades importantes

12.1) Sean F': V — V, G : V — V dos operadores sobre el mismo espacio V' de dimensién finita. Entonces
los autovalores de F'G son los mismos que los de GF', ain cuando FG # GF

Demostracion: En efecto, si FG(v) = A con v # 0 = GF(G(v)) = G(FG(v)) = G(A) = AG(v). Si
G(v) # 0 = )\ es también autovalor de GF' con autovector G(v). Si G(v) = 0 = necesariamente A\ = 0 (pues
FG(v) = F(G(v)) = F(0) = 0) y por lo tanto 0 = Det[F'G| = Det[GF]. Esto implica que 0 es también
autovalor de GF. Andlogamente se muestra que todo autovalor de GF' es autovalor de F'G.

Esta propiedad es entonces también vélida para matrices. Si A, B son dos matrices de n x n = los autova-
lores de AB son los mismos que los de BA, aun si AB # BA.

12.2) Si [F,G] = FG— GF = 0y v # 0 es autovector de F' con autovalor A = G(v) € Vp(}\), es de-
cir, G(v) es también autovector de F' con el mismo autovalor si G(v) # 0.

Demostracion: F(G(v)) = FG(v) = GF(v) = G(Av) = AG(v), por lo que G(v) € Vr(A).

Ademds, si V es de dimension finita n y los autovalores de F' son todos distintos = todo autovector de F' es
también autovector de G, pues en tal caso Vp(\) es de dimensién 1 para todo autovalor A y por lo tanto,
necesariamente G(v) = av.

Todos los operadores que conmutan con F' quedan en este caso directamente representados por matrices
diagonales en la base B' en que [F|p/ es diagonal, y son por lo tanto diagonalizables.

Si F'y G son ambos diagonalizables y [F,G] = 0 = existe una base comin donde F' y G son

simultaneamente diagonales: Por la propiedad anterior, sélo es necesario diagonalizar F', y luego diag-
onalizar G dentro de cada espacio propio de F'.
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13. Subespacios Invariantes

Sea F': V — V un operador lineal y sea W C V un subespacio de V. W es un subespacio invariante bajo
la accién de F' (se dice también invariante bajo F o por F) si F(W) C W, es decir, siVv € W, F(v) € W.

Ejemplos triviales son W = V y W = {0}, que son subespacios invariantes para todo operador lineal
F:V =V (pues F(V)CVy F(0) =0).

También el niicleo N(F) y la imagen I(F') son siempre invariantes por F (F(N(F)) = {0} C N(F), y si
vel(F), F(v) € I(F)).

Resulta asimismo trivial reconocer que si F' = al, con I el operador identidad = cualquier subespacio
W C V es invariante por F', ya que siv € W, F(v) =av € W.

Como otro ejemplo comin consideremos el proyector P sobre Sy en la direcciéon de So, con S1 B Sy, =V.
Es obvio que S es invariante por P pues si v; € S1 = P(vi) = v; € S1 (P(S1) = S1 = I(P)). Més ain,
cualquier subespacio de S; es también invariante por P.

13.1) Si A es autovalor de F' = el espacio propio V() es un subespacio invariante por F: Si v € V(})
= F(v) =X v e V(A).

13.2) La suma de espacios propios V(A1) @ V(\2) de un mismo operador F' es también invariante por F.
Siv e V(A)BV(A2), v = vi+vg, con F(v;) = A\jv;, i = 1,2y por lo tanto F(v) = Avi+Aavg € V(A1)BV (A2).
Anélogamente, la suma de espacios propios V(A1) @ ... ® V(\x) es invariante por F.

13.3) Si [F,G] = 0 y W es un subespacio invariante por F, G(W) es también invariante por F.

En efecto, siv € W, w = F(v) € Wy por lo tanto, F(G(v)) = FG(v) = GF(v) = G(F(v)) = G(w) € G(W).
13.4) Si se escribe a V' como suma directa de subespacios invariantes,

V=5 ®&85@...0S8, existe una base (aquella formada por la unién de las bases de cada subespacio
invariante) en la que la matriz [F]p que representa a F' en esta base estard definida por bloques de la forma

Ay 0 ... 0
0 Ay ... 0
[Flp = ?
0O 0 ... A
donde A; es una matriz de dimensién d; X d;, con d; = dimS;, i =1,... ky Zf 1di =n.

En efecto, si (b;1, . . ., big,) es una base de S;, F(b;;) € S;, por lo que F(b Z]) Zl 1(Ai)iiby paraj =1,...,d;.
Andlogamente, si existe una base en la que [F|p tiene la forma de bloques anterior = V = S; & So @ . @ Sk,
con S; invariante por F' para ¢ = 1,...,k. Basta con considerar S; como el subespacio generado por los
vectores de la base correspondientes a cada bloque.

Los autovalores de F' pueden pues obtenerse directamente diagonalizando cada bloque A;:
Como Det F' =[], DetA; (demostracién dada en clase), el polinomio caracteristico resulta

Det(F — \I) HDet i — My

por lo que sus racies serdn las raices de cada término, es decir, los autovalores de cada bloque A;. Y
los autovectores correspondientes perteneceran al subespacio invariante asociado a A; (detalles dados en
clase). El conocimiento de subespacios invariantes posibilita pues grandes simplificaciones cuando se tiene
que diagonalizar matrices de grandes dimensiones.
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