14. Forma Canoénica de Jordan

Surge ahora la pregunta sobre cudl es la forma mas simple en que pueden escribirse los operadores (o
matrices) no diagonalizables. El siguiente teorema nos da la respuesta:
Teorema: Sea F' : V — V un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita n sobre C.

Entonces existe una base e = (e11,€12,...,€1d,,---,€kl, €k2; - - - , €kdy ), CONL Zle d; = n, en la que
Flea) = e i1 1
F(eij) = )\ieij—i—ei,j_l, J =2,...,d; ’ ’ ’
o sea, F(e11) = Meir, Fleia) = Mewa +ein, ..., F(eiq,) = Meia, + €1,4,—1 y similar para i > 1. El caso

diagonalizable corresponde a d; = 1 V k, en cuyo caso k = n. Los parametros \; no son necesariamente
distintos y son los autovalores de F', como demostraremos a continuacion.
La matriz [Fe = [F]¢ en esta base toma entonces la forma de bloques

A 0 ... 0
0 Ay ... 0
[Flo=A= 2
0O 0 ... A
donde A; son matrices de d; x d; de la forma
A1 0 ... 0 010 ...0
0O X 1 ... 0 0 0 1 0
A; = = AiIdi + Jdi , Jdi =
0O 0 0 ... 1 0 00 1
0 0 0 A 0 0O 0
con Iy, la matriz identidad de d; x d;.
Cada subespacio S; = (e;1, €2, - - ., €iq,) es claramente invariante por F', ya que F(e;;) € S(\;).
Es claro también que los escalares \;, © = 1,..., k, son los autovalores de F', pues

P(\) = Det[F — M| = |A1 — Mg, | .. |[Ax — Mg, | = (A1 = NP0 — N)%

posee como Unicas raices a A, ..., Ag.

Cada submatriz A; posee un tinico autovalor \; de multiplicidad d; (|4; — Mg, | = (A; —\)%), pero el espa-
cio propio correspondiente es de dimension 1: dim N[A; —\;l4,] = dim N[Jg,] = 1 pues Rango(Jy,) = d; — 1.
Por lo tanto, la submatriz A; no es diagonalizable si d; > 1. Cada subespacio S; contiene entonces un unico
subespacio propio de dimensién 1, que es el generado por e;1, y el nimero total de autovectores LI de F' es
k <mn (uno por cada ;).

Notemos que (F' — \jI)e;; = e; j—1 para j > 1, con (F — \;I)e;1 = 0, por lo que aplicando m veces el op.
(F' — A\iI) sobre e;; resulta
€ij—m mMm<]J
(F—)\iI)meij — { 1]0 m m Z]
Los operadores no diagonalizables en espacios finitos se caracterizan pues por la existencia de vectores e;;
no nulos tales que (F — \;I)e;; = 0 pero (F — \;I)e;j # 0si j > 1. Si F es diagonalizable tales vectores no
existen. Notemos que conociendo e;q,, los restantes vectores e;; pueden obtenerse como

eij = (F — N5 ey, = (F—NDejjr, j=1,...,d—1

La ecuacién previa implica también que (F — )\il)di(eij) =0, j=1,...,d;. Por lo tanto, la matriz
Ja; = Ai — N\ilg, es nilpotente:
(Jdi)di =0

donde 0 denota la mariz nula de d; x d;. Por ejemplo,

01 0 0 010 00 1 000
b:<00>,ﬁ:<00>,h: 001, J2=(o0o0o0], =000
000 000 000



La evaluacién de potencias del operador puede entonces realizarse sin mayor dificultad, ya que

A7 0 ... 0
am_ | 0 A0
0 0 .. A

donde, teniendo en cuenta que Iz, conmuta con Jg;,,

-1
AT = NIy, + Jg)™ = N g +mA" g + ”“”;!)AT—QJ; +.o I
para i = 1,..., k. Esta expansiéon contiene a lo sumo d; términos ya que (Jg,)" = 0 si r > d;.
En general, si p(t) es un polinomio de grado m,
/ p(m)()‘l) m
p(t) =pAa)1 + P (At = i) + ...+ ==t = Ai)

se obtiene
pli=(\)

(d; — 1)

Ademas, la forma de Jordan es muy conveniente para la evaluacién de exponenciales:

p(Ai) = pNi)Ia, + ' (No)Ja, + ... + Jjjfl

, o pdl
exp|Ait] = exp[Ailg,t + Jg,t] = exp[Aily,t] explJa t] = ehit <Idi + Jgt+ ...+ Jj; l(dl)')
1 - .
Por lo tanto, B(t) = exp[A;t] serd una matriz triangular con elementos By = NI =F/(j — k)l sik < jy
Bkj =0sik>j.
Para obtener la representacién de Jordan se puede, una vez obtenidos los k autovalores A; y autovectores
ei1, © = 1,...,k, resolver las ecuaciones inhomogéneas F'(e;;) = Nejj + € j—1 j = 2,...,d;, es decir,

trabajando en forma matricial en la base e,
AXp = NXn, AXjj=ANXy+ X1, j=2,...,d;, i=1,...k

que no poseen solucién tnica. Otra forma mas eficiente es partir de e;q;, es decir, encontrar un vector Xjq,

que satisfaga
(A= XD Xiq, =0, (A= NI Xq, #0

Los vectores restantes del bloque pueden obtenerse como
XZJ:(A_)\lI)d/L_]deZ, ]:1”dz_1
Ejemplo:
111
A= 0 2 1
00 2

Tenemos |A — M3 = (1 — A)(2 — \)2, por lo que las raices son A\; = 1, con multiplicidad 1, y Ay = 2, con
multiplicidad 2. Como

-1 1

A—2I3 = 0 0

0 0 0

1
1
posee rango 2, N[A — 2I3] posee dimensién 1, por lo que A no es diagonalizable.

Para Ao = 2 el sistema homogéneo (A — A\I3)X = 0 posee la solucién general x = y, z = 0, de modo que el
autovector es de la forma x(1,1,0)!. Eligiendo X717 = (1,1,0)!, el vector X;5 puede obtenerse resolviendo

~1 11 x 1
0 01 y | =11
0 00 2 0
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que da como resultado z = 1, z = y. Podemos elegir entonces X12 = (0,0,1)!. Finalmente, A — 13 =

011
0 1 1 |, porloque (A—1I3)X3; =0 conduce a X3 = x(1,0,0)"!. Obtenemos entonces
0 01
1 0 1 0 1 0
S=11001]|, cmSt=(0 0 1
01 0 1 -1 0

y finalmente la forma de Jordan

2 1
A=ST1TAS=| 0 2
00

_= o O

Puede comenzarse también determinando X715 a partir de las condiciones (A—213)X12 # 0, (A—213)?> X152 = 0,
y obtener luego X;; como (A — 21I3) X2 (hecho asi en clase).
Se obtiene también

<plt 2 1 I o et te? 0
expldt = “P¥\ o 2 = o e o
0 exp(t) 0 0 ¢
21 2 o (11 2
ya que explt 0 9 | = exp[t(2]2 + Jo2)] = exp[2tls] exp|ts] = e** (I3 + tJ2) =€ o 1 ) pues Js =0.

Resolucion general de sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. La solucién del sistema

dX
— = AX
dt

con A constante pero no diagonalizable, puede obtenerse a partir de la forma candnica de Jordan. Tenemos,
para X(0) = Xgy A= SA'S™!,

k d; m—1 .

R I

X = expldfl X = SexplAC =3 M D cin I Vimnoy
i=1 m=1 §=0

donde Vj ;,,—j denota las columnas de S [S = (Vi1, Vi2, ..., Vigys .- Vi, .-+, Vid, ), de forma que S exp[A't] =
(€>\1t‘/117 6’\1t(V12 + ﬂ/ll)a 6>\1t(%3 +tVia + t;!‘/ll)a .- )] yC= S_lXo = (6117 €125+ -5 Cldys - - ')t un vector de
constantes determinadas por el vector inicial Xg = X (0). Por ejemplo,

X = eMeVi + ca(Va + Vit) + c3(Vs + Vat + Vat?/20) + .. ]

en el caso de un solo bloque, con V; = (A — AI )4=3Vy y d la dimensién del bloque.

15. Polinomios Anuladores y Teorema de Cayley-Hamilton

Sea F': V — V un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita n.
Si p(A) =ag+ aiA+ ...+ apA™ es un polinomio de grado m, podemos asociar a p(A) el operador lineal

p(F) =apl + a1 F + ...+ an F™
La matriz que representa al operador p(F') en una base e es

p(F)]e = aollle +a1[Fle+ ...+ am[F"]e = aolp +a1[Fle + ...+ an[F])
= p([Fle)

donde hemos asociado FO = I y [F]? = I,,. Ademas, si escribimos p(\) en términos de sus m raices \;

p(>‘) = am()‘ - )\1)()‘ - )‘2) s ()‘ - )‘m)
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entonces
p(F) = am(F — )\1[)(F — )\2]) R (F — )\mI)

ya que las potencias F'* de F' conmutan todas entre si V j > 0.

Un polinomio p se dice que es anulador de F' si p(F) = 0 (o sea, si p(F') es el operador nulo). Dado que
la dimension del espacio de operadores lineales H = {F : V — V, F lineal} en un espacio vectorial V' de
dimensién finita n es n?, es claro que el conjunto (I = FY F, F? ... ,F”Q) es LD (pues son n + 1). y que
por lo tanto, existen siempre n? + 1 constantes co, . . ., ¢, no todas nulas tales que col +c1F +. .. an”2 =0.
Esto muestra en forma bésica que siempre existe un polinomio anulador de F'.

No obstante, el siguiente teorema (denominado teorema de Cayley-Hamilton) muestra que el mismo
polinomio caracteristico asociado a F, que es de grado n, es siempre un polinomio anulador de F'.

Teorema: Si p(A) = Det[F — A\I] es el polinomio caracteristico de F' = p(F) = 0.
Como el polinomio caracteristico es de grado n (p(A\) = ap + a1 A + ... + ap A" con a, = (—=1)" # 0), el
teorema implica que es siempre posible expresar F™ en términos de potencias de grado < n — 1: Como
p(F)=0=

F"=—(ap+a1F +... an_lF"_l)/an
Por lo tanto, cualquier potencia F* con k > n puede expresarse en términos de potencias de grado < n — 1.

Demostraremos el teorema a partir de la forma canénica de Jordan. No obstante, en el caso en que F
es diagonalizable, el teorema es obvio, ya que en tal caso existe una base e en la que [F]. es diagonal,

A 0 .00
F], = 0 X ... O
00 .. A
donde \;, i =1,...,n son los autovalores de F, y
p(Ad1) 0 ... 0
) =p((Fe=| 0 P 0 s
0 0 p(An)
para cualquier polinomio p. Pero si p es el polinomio caracteristico, p(\;) = 0 para i = 1,...,n y por lo

tanto [p(F)]e = p([Fle) = 0 (matriz nula). Esto implica a su vez p(F') = 0 (operador nulo).
En el caso general, utilizando la base en la que [F, tiene la forma canénica de Jordan, tenemos, para
cualquier polinomio p,

p(A1) 0 e 0
P =p(Fl = | O Pl
0 0 p(Ag)
donde A;, i =1,...,k son matrices de d; x d; que satisfacen (A; — )\iIdi)di = 0 (matriz nula).

Recordemos ahora que el polinomio caracteristico de F' estd dado por
P\ = |[Fle = M| = [A1 — Mg | .. JAg — Mg, | = M — D)o (g — )%
Por lo tanto,
p(Az) = (Al[di — Ai)dl e (Azldl — Az)dl e (Akldl — Al)dk = 0
pues (A Iy, — A;)% = 0. Esto implica [p(F)]. = 0 y entonces p(F) = 0. Se cumple pues, para cualquier base
¢, p([Fler) = [p(F)]er = [0]e = 0.

El teorema vale por consiguiente para matrices A generales de n x n. Si p(A\) = |A — Al,| es el poli-
nomio caracteristico asociado a A (de grado n) = p(A) = 0 (la matriz nula de n x n).

Para matrices A diagonalizables el resultado es evidente, ya que en tal caso A = SA’S™!, con A’ diagonal,
y por lo tanto p(A) = p(SA’S~1) = Sp(A")S~!, pero p(A’) tiene la forma 15.1 y es por lo tanto la matriz nula.
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Escribiendo
p(F) = cpF" +cyn 1 F" '+ ...+ 1 F +col
en el caso del polinomio caracteristico tenemos ¢, = (—1)" # 0y ¢o = Det[F]. Por lo tanto, como p(F) = 0,

podemos escribir
Fo— —(Cn_an_l +...aaF +cyl)/cp

de modo que F" (y por lo tanto cualquier potencia F'*, con k > n natural) puede escribirse en términos de
los operadores F™"~! ... F I. Més atn, si F es invertible, ¢y # 0 y multiplicando la expresién anterior por
F~! se obtiene

Fl= —(Cnf:mi1 + Cn_an72 + ... le)/CO

de modo que también F~! (y por tanto cualquier potencia F~*, k > 0 natural) puede escribirse en términos
de Fn=t .. F,I.

Cabe destacar que el polinomio caracteristico no es necesariamente el polinomio anulador de grado minimo.
Silo es en el caso de autovalores todos distintos o, en general, en el caso de bloques de Jordan con autovalores
todos distintos.

Si F es diagonalizable, el polinomio anulador de grado minimo es simplemente P, (\) = [[,(A — A;), donde
la productoria es sobre autovalores distintos.

En el caso general, el polinomio anulador de grado minimo serd Pp,(\) = [[;(A— A;)%, donde la productoria
es nuevamente sobre autovalores distintos y d; es la dimensiéon del mayor bloque de Jordan asociado a A;.
P, (N) es pues de grado < n.

Ejemplo 1: Sea

El polinomio caracteristico es

-2 1

p(A):‘A_AI2’:‘ 1 Y

‘:/\2—1
Se cumple entonces
a2 (01 01y (10 _(10) (1 0Y)_ (00
p(4) =4 I2_<10 10 0o1) \o1 01/ \oo
Esto muestra simplemente que A% = I, y que por lo tanto, A¥ = I, si k es par y A¥ = A si k impar.

Ejemplo 2:

O N =
N~

El polinomio caracteristico es
pAN) = A=Al =(1-N)(2-X)2=-2+5\2 -8\ +4
El teorema implica entonces que
— A%+ 542 —8A+4I3=0
donde A%2 = A.A, A3 = A.A.A (producto matricial), como es facil verificar. Por lo tanto, A3 = 542 —8A+413
y A™' = (A2 —5A+8I) /4. Cualquier potencia A* con k entero puede expresarse en términos de I3, Ay A2

Ej. 3: Matriz A de n x n de rango 1, con n > 2. Dado que A y A’ = S71AS poseen el mismo rango
y traza, tenemos, si A’ es la forma canoénica de Jordan de A, r(A’) =1y Tr A’ = Tr A, por lo que A’ tiene
s6lo una fila no nula. Si Tr A # 0, la tinica posibilidad es que A sea diagonalizable y tenga un tinico autovalor
no nulo igual a Tr A, siendo los restantes nulos, mientras que si Tr A = 0, la tinica posibilidad para A’ es un
bloque de Jordan de dimensién 2 de la forma (J ), siendo todos los autovalores nulos y A no diagonalizable.
Toda matriz de rango 1 es necesariamente de la forma A = be!, con b y ¢ vectores columna no nulos (de
n x 1), como el lector puede facilmente demostrar, con Tr A = c!b = c-b. Se deja como problema hallar los

autovectores asociados y el polinomio minimal en ambos casos.
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16. Demostracién

Daremos aqui un resumen de la demostracién de la forma canénica de Jordan. En primer lugar, sabemos
que todo operador lineal F': V' — V|, con V de dimensién finita n, posee un polinomio anulador P(z), tal
que P(F) =0 (o sea, P(F)(v) =0V v € V). Existird entonces un polinomio anulador de grado minimo
P, (z) = apz + a1z + ... + anpx™ (polinomio minimal), tal que P, (F) = agF + a1 F + ... + apn F™ = 0.

1) X es raiz de P, (F') siy s6lo si A es autovalor de F. Esto indica que las raices del polinomio minimal y
el polinomio caracteristico son las mismas. Sélo la multiplicidad puede ser diferente.

Dem.: Si A es autovalor de F' = 3 v # 0 tal que F(v) = Av, y en tal caso Py, (F)(v) = Pyn(\)v =0, por lo
que Pp,(A\) =0, es decir, A es raiz de P, (z).

Si A es raiz de Pp(z) = Pp(z) = Qm-1(x)(z — A). En tal caso Py (F)(v) = Qm-1(F)(F —X)(v) =0
YV v € V, por lo que necesariamente 3 v # 0 tal que (F — AI)(v) = 0, es decir, A es autovalor de F' y v
autovector asociado (si tal vector no existiese tendriamos Q,—1(F)(v) =0V v € V y el polinomio minimal
serfa Qp—1(F), de grado m — 1 < m, en contradiccién con la hipétesis).

2) Si Py (z) = Q1(2)Q2(x), con Q1(x) y Q2(x) polinomios sin raices comunes y P, (F) = Q1(F)Q2(F) =0
=V = N(Qi1(F)) & N(Q2(F)), donde N(Q;(F)) (i = 1,2) denota el nicleo de Q;(F'). Los subespacios
N(Q;(F)) son ademds invariantes por F.

Dem.: Al no tener raices comunes, existen polinomios Aj(x), As(x) t.q. 1 = A1 (2)Q1(z) + A2(x)Q2(x), o
sea,

I'=A1(F)Q1(F) + A2(F)Q2(F)

Por lo tanto, Vv € V, v = A1(F)Q1(F)(v )+ A(F)Q2(F)(v) = vy + ve, con v; = A;(F)Q;(F). Pero
v1 € N(Qu(F)) pues Qa(F)A1(F)Qu(F)(v) = A(F)Q1(F)Q2(F)(v) = 0, y andlogamente, v; € N(Q1(F)).
Esto muestra que V = N(Qz(F)) + N(Q1(F)).
Ademss, si v € N(Q1(F)) y ))E N(Q2(F)) = v =A1(F)Q1(F)(v) + Q2(F)Q2(F)(v) = 0. Esto muestra

v
que V = N(Q1(F)) & N(Q2(F

Finalmente, si v € N(Q1(F)) = v = A2(F)Q2(F)(v) y en tal caso Q1(F)F(v) = A2(F)Q1(F)Q2(F)F(v) =
0, por lo que F(v) € N(Q1(F)). Analogamente sive N(QaF)) = F(v) € N(Q2F)), por lo que ambos
nucleos son invariantes por F.

3) Generalizando, si

Po(x) = (x —A)B .. (= M) %
con \; # \j sii # j (las raices distintas de Pp,(z)) y Pu(F) =0=V =V1®...®Vj, con V; = N(F—\I)%
El espacio completo V' puede pues subdividirse en k subespacios invariantes, nicleos de Fid", donde
F; = (F — M\I). Podemos pues construir una base de V formada por las bases de Vj.
4) Para construir una base de V;, notemos que debe existir un vector v # 0 tal que Fidi (v) = 0 pero
F’idi_l(v) # 0 (de lo contrario P, (F) no seria el polinomio minimal). En tal caso, los d; vectores no nulos

61']' = Fidiij(v), j = 1, e ,di

(0 sea e;q, = v, e;j = Fi(e;jj+1), j=1,...,d; — 1) son LI. Dem.: Si

chidi_l(v) + CQFidi_Z(’U) + ...+ cdi_lﬁ’i(v) +cq,v=0

aplicando Fid"_l al segundo miembro obtenemos cdil*:'idi_l(v) = 0, por lo que ¢4, = 0. Luego, aplicando
sucesivamente FZ] ,con j =d; —1,...,0, vemos que ¢; = 0 para j = 1,...,d;. Notemos ademds que
F’i(eil) = Fl-di(v) =0, o sea, (F — \;I)e;1 =0, por lo que e;; es autovector de F' con autovalor \;. Tenemos
pues, en el subespacio S; generado por los d; vectores B; = (e, .., €d;),
01 0 0 A1 0 ...00
) 0 0 1 0 } 0 N 1 0
[ i]Bi = ce. = Jdi, es decir, [F’L]Bl = [ i]Bi + >\IIdi = -
00 ... 0 1 0O 0 ... N\ 1
00 ... 0 O 0 0 ... 0 XN

Se obtiene asi un bloque de Jordan de dimensién d; (grado del término correspondiente (z — A;)% del
polinomio minimal).
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Puede existir otro vector v € N(Fid") tal que F%~1(v) # 0 pero F’idi (v) = 0 y que no pertenezca al espacio
generado por los vectores de B;. Este vector generaria otro bloque de Jordan de la misma dimensién con el
mismo autovalor \;. En general, pueden surgir vectores v € N (Fidi) que no pertenezcan a los subespacios
generados por el conjunto de vectores anteriores y que satisfagan Ff*l(v) = 0 pero F[ (v) =0, con r < d;,
que generaran otros bloques de Jordan de dimensién r < d; con el mismo autovalor. La dimension total de
N(F — M\I)% serd asf la multiplicidad m; > d; de A; en el polinomio caracteristico.

Si d; = 1 los bloques son de dimension 1 y los vectores correspondientes autovectores de F' con autovalor
Ai. Este es el caso donde F' es diagonalizable en el subespacio asociado a \;, es decir, donde la dimension de
N(F — \I) coincide con la multiplicidad de A; como raiz del polinomio caracteristico.

Por lo tanto, si F' es diagonalizable, el polinomio minimal es Py, () = (. — A1) ... (x — Ag).
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17. Formas lineales, bilineales y cuadraticas
17.1 Formas lineales

Estudiaremos ahora funciones escalares lineales de argumento vectorial. Sea V' un espacio vectorial sobre
un cuerpo K. Una forma lineal es una funcién F' : V — K que satisface las condiciones

Flaw) = aF(w) YveV, ae K (1)

F(Ul—l-’Ug) = F(U1)+F(U2) Yui,vg €V (2)
Una forma lineal puede ser considerada como un caso particular de transformacién lineal si se considera el
cuerpo K como un espacio vectorial de dimensién 1 sobre el mismo K. Nétese que se satisface F/(0) = 0.
Ejemplos (se dejan las comprobaciones para el lector):
1)Si K =Ry V =R? F(z,y) = x + y es claramente una forma lineal, mientras que G(z,y) = = + 3% y
H(z,y) =14 z no son formas lineales.
2) Si V = R"*", la traza de una matriz A € V, Tr[A] = > | A;;, es una forma lineal.
3)Si K =Ry V = Cly (espacio de funciones continuas f : [a,b] — R),

b
ﬂﬁz/fmw

es una forma lineal, y también lo es (para p € Cl,p))

b
T,(f) = | flx)p(x)de.

4) En el mismo espacio anterior, y para a < 0 < b, T(f) = f(0) es también una forma lineal. Nétese sin
embargo que en este caso no existe p(x) continua tal que T'(f) = ff f(x)p(x)dz.
5) Si V =R" y w es un vector fijo de R",

Fy(v)=w-v
(producto escalar usual) es una forma lineal. Por €j. el primer caso de 1), F(x,y) = = + y, puede ser escrito
como F(z,y) = (1,1) - (z,y). Toda forma lineal en R™ puede ser escrita de esta manera en términos de un
unico vector w € V, como se vera a continuacién.

Si dimV = n y F no es la forma lineal nula = dimI(F) = 1, por lo que dim N(F) = n — 1. Ejem-
plo: Hallar el nicleo de la forma lineal del ejemplo 2.

En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, la forma lineal queda completamente determinada por
los valores que asigna a los elementos de una base: Si B = (by,...,b,) esuna basede Vyv=> 1" ab; =

F(v) = F(Q_aibi) =Y aiF(b;) = [Flp[v]s
=1 =1

donde
[Flp = (F(b1), ..., F(bn))
es la matriz fila que representa a F' en la base B y
aq
v =
On,

la matriz columna de coordenadas de v en dicha base. El producto [F|g[v] s puede entonces visualizarse como
el producto escalar usual de los vectores [F]g vy ([v]g)! de K™. En V = R" toda forma lineal puede pues ser
escrita en la forma F'(v) = w-v, con w = [F]. = (f1,...,Bn), siendo e la base canénica y 5; = F(e;) = w-e;.
Frente a un cambio de base,

n
b/i:ZSjibj7 i:1,...,n
j=1

con S una matriz no singular (|S| # 0) se obtiene F'(b;) = >_7_; S;iF'(b;) y por lo tanto

[Flp = [F]BS
con lo cual, dado que [v]p = S[v]|p/, F(v) = [F]g[v]p = [F]sS[v]p = [F]p[v]p.

—_



SiF:V > KyG:V — K son dos formas lineales sobre V', la combinacién lineal aF + SG, definida
por (aF + BG)(v) = aF(v)+ G(v), es también una forma lineal V «, 5 € K, como es muy facil comprobar.
El conjunto de todas las formas lineales F' : V — K es pues un espacio vectorial denominado espacio dual
V*. Si V es de dimension finita =

dim V* = dimV

ya que existe un isomorfismo entre V* y K" (definido por Gp(F') = [F|p € K", con n = dim V') y por lo
tanto entre V* y V. Si B = (by,...,by) es una base ordenada de V, la base asociada de V* es la base dual
B* ={Fy,...,F,}, donde F; : V — K esta definido por F(}, a;b;) = oy, es decir,

Fi(bj) = ij -

F; es pues representado por el vector fila [F;]p = (0,...,1,,...,0) = e;.

k3

17.2 Formas bilineales

Una funcién escalar de dos variables vectoriales, A : V x V — K, es una forma bilineal si satisface
Alav,w) = aA(v,w), A(vy + vo,w) = A(v1,w) + A(ve, w) Yv,v1,v2,w €V, a € K

A(v, aw) = aA(v,w), A(v,w; +wz) = A(v,wr) + A(v,we) Yw,wi,we,v €V, a € K

A es entonces una forma bilineal si es lineal con respecto a sus dos argumentos vectoriales.
Ejemplos (se dejan las comprobaciones como ejercicio):
1)SiV=R?y K =R, conv=(x,9), w=(z1), las siguientes funciones son formas bilineales:

A(v,w) =v-w =2z +yt (producto escalar)

B(v,w) = zt — yz (determinante de (ﬁf))

2) SiV =Clay y K =R, las siguientes funciones son formas bilineales:

b b b b
A(f.g) = / f@)g(@)dz, B(f.g) = / f@g(@p@)dz,  C(f.g) = / / f(@) K (2, 2/)g(a!)dda’

donde p(z) y K(z,z’) son continuas.
3) En el mismo espacio anterior, para a < 0 < b, también son formas bilineales T'(f,g) = f(0)g(0) y
H(f,g) = f(0)g(c), con ¢ € [a,b] fijo. Estas formas no pueden ser escritas en la forma integral del ejemplo
anterior para p y K continuas.
4) En V = R™¥1,

A(v,w) = v' Aw

1

donde v' = (aq,...,ap), w= | ... | y A es una matriz real de n x n, es una forma bilineal. Toda forma
B

bilineal en R™*! (y por lo tanto R™) puede escribirse de esta manera, como se verd a continuacién. Por

ejemplo, las formas del ejemplo 1) pueden ser escritas como A(v, w) = (z,9)(} 9) (), B(v,w) = (z,y)( % %) (3).

Representacién matricial. En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, la forma bilineal queda
completamente determinada por los valores que asigna a pares ordenados de elementos de una base B =
(bl, .. .,bn) de V. Siv= Z?:l a;b;, w= Z?:l ,ijj =

A(w,w) = A aubi, Y Bib) =Y ciA(bi, Y Biebi) =Y > i Albi, b))
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
La igualdad anterior puede escribirse en forma compacta matricial como

A(v,w) = [v]p[A] w]p



A

donde (vl = (a1,...,ap), [wWp=1| ... |y
B
A(bi,b1) ... A(by,by)
[Alp = .
A(bn,b1) ... A(bp,by)

es la matriz de n x n que representa a la forma bilineal A en dicha base [([A]p)i; = A(bs, bj)].
Por ej., si V =R? K =R y e es la base canénica, obtenemos, para los casos del ejemplo 1) y v = (z,y) =
zey + yea, w = (z,t) = zey + tea,

A(v,w) = zz +yt = (z,y)[Ale(}), [Ale = < (1) (1) )

B(v,w) = at —yz = (2,y)[Ble(}), [Ble = ( _01 (1) )

Por otro lado, la matriz [C]. = (}3) determina la forma bilineal

C’(v,w):(az Yy ) <?1) i><i):$z+2xt+3yz+4yt

Una forma bilineal es simétrica si

A(v,w) = A(w,v) Yo,w e V
y antisimétrica

A(v,w) = —A(w,v) Yo,w € V
Toda forma bilineal puede escribirse como suma de una forma bilineal simétrica y otra antisimétrica:
A(v,w) + A(w, v) n A(v,w) — A(w, v)

A =
(v, w) 5 5

= As(“? w) + Aa(’l), w)

El conjunto de formas bilineales de V' x V sobre K forma un espacio vectorial W (con las operaciones
usuales de suma y multiplicacién por escalar) y la anterior descomposicién corresponde a la suma directa
W =W, ® W,, con Wy, W, los subespacios de formas bilineales simétricas y antisimétricas sobre K.

En espacios V' de dimensién finita, las correspondientes matrices en cualquier base dada son simétricas y
antisimétricas respectivamente:

A(v,w) = A(w,v) = (Al = [A]p, pues A(b;,b;) = A(b;, bi)

A(v,w) = —A(w,v) = [A)'s = —[A]p, pues A(b;,b;) = —A(bj,b;)

En los ejemplos anteriores, el primero (producto escalar) es una forma bilineal simétrica mientras que el
segundo (determinante) es una forma antisimétrica.

Dada una forma bilineal A arbitraria, notemos que A(v,0) = A(0,w) = 0 V v,w € V, como el lector
podra facilmente demostrar. Si ademés existe w # 0 tal que A(v,w) =0V v € V|, la forma bilineal se dice
que es singular. En caso contrario se dice no singular.

En un espacio V' de dimension finita, A es singular si y sélo si la matriz que la representa en una base
cualquiera, [A]p, es singular.

Dem.: Si [A]p es singular, existe un vector columna [w]|p no nulo tal que [A]g[w]p = 0 y por lo tanto,
Av,w) = [v]4[A]lglw]p =[]0 =0V v e V.

Por otro lado, si existe w # 0 tal que A(v,w) = 0 Yo € V, y B es una base cualquiera de V =
[W)[Alp[w]s = 0V vector [v]l; € K™, lo que implica [A]g[w]g = 0. Como [w]p # 0, la matriz [A]p
es entonces singular.

En espacios de dimensién finita, si 3w / A(v,w) =0V v eV =JFueV / Alu,v) =0V v €V, pues si
[A]p es singular = [A]%; es también singular (|[A]%| = |[A]s] = 0).

Notemos también que si A es no singular y A(v,w;) = A(v,w2) Vv € V = w; = we, ya que en tal caso
A(v,w; —wg) =0V v eV ypor lo tanto wy — we = 0.



17.3 Cambio de base en formas bilineales

Consideremos una forma bilineal A. Frente a un cambio de base

n
b;:ZSjiij izl,...,n
j=1

se tiene oo
A(b,, b)) Z Sjibj, Z Subr) =Y > SiA(by,b) Sy = (S'[A]BS)ik
— j=11=1
Se obtiene entonces la ley de transformacion
[Alp = S'[A]BS

donde ([A]pr)i; = A(b], b)) parad,j=1,...,n. De esta forma,

A(v,w) = []p[A]plw]s = (S[]p)'[Als(S[w]s) = [v]p S [AlBSw] s = V] [Alpw]p

Notese la diferencia con la ley de transformacién de matrices que representan operadores lineales F': V' — V'
en una base, para las que [F|p = S7![F]pS. Notemos también que (]...| denota el determinante)

[A]z/| = [S[A]5S| = |S"II[A]z]IS| = |SI*|[A] 5]

por lo que el signo del determinante no depende de la base (pues |S| # 0). Si A es singular, |[A]p] =0y
entonces |[A]p/| = 0 en cualquier base.

Otra consecuencia es que como S es no singular (|.S| # 0), el rango de [A]p (dimensién del espacio fila o
columna de [A]p) es también independiente de la base.

Podemos también corroborar que el caracter simétrico o antisimétrico es independiente de la base elegida:

(A = (S'[A]pS)" = S'[A]5S
por lo que [A]%y, = £[A]p si [A]ly = £[A]B.
Ejemplo: Para el caso del producto escalar usual en R", [A]. = I,, en la base canénica e y por lo tanto

[A]er = SY[A]eS = SS en una base arbitraria €/, tal como se adelant6 en el apunte 4 sobre cambio de base.
Ejemplo: Para el caso del determinante en R?, [A]. = (%) en la base canénica y por lo tanto, en un base

¢/ determinada por una matriz S = [I]¢ = (¢ d) no singular (|S| # 0),
[Ale = S'[A]eS = G)(%0)(Ea) = (ad — be)(y5) = |S][A]e

[A]es es pues proporcional a [A].. Este resultado es obvio pues [A]. debe ser antisimétrica y toda matriz
antisimétrica de 2 x 2 debe ser proporcional a [A]. = (°,}).
Ejemplo: Si [Alp = (0§) y b} = (b1 +b2), by = by — b1, S = (1 ;) y por lo tanto

ot (2 0
A = sams = (5,
Ast, si v = xby + yba = 2’0} + y'bhy, w = 2by + thy = 2V} + /D5,

A(v,w) = (2,9)[Als() = (@, y)[Alp ()

o sea,
A, w) =zt +yz = 2(2'2 — y't))

lo que estd de acuerdo con (y) = S(;) = (z,;z,), F)=5F)= (i:;i:)



18 Formas cuadraticas

Si A es una forma bilineal de V' x V en K, la funcién A:V = K dada por
A(v) = A(v,v)

se denomina forma cuadrdtica. Notemos que satisface A(aw) = a?A(v)V a € K, v € V:

Aaw, aw) = aA(v, av) = a? A(v,v).

Es importante notar que la forma cuadratica queda completamente determinada por la parte simétrica de
la forma bilineal, ya que A,(v,v) = [A(v,v) — A(v,v)]/2 = 0 y por lo tanto

A(v,v) = As(v,v)

Asimismo, la parte simétrica de una forma bilineal queda completamente determinada por la forma cuadrética
respectiva, ya que
As(v +w,v+ w) = As(v7 U) + As(w> w) + 2As(vv w)

y por lo tanto
As(v,w) = [As(v + w,v +w) — Ag(v,v) — Ag(w, w)]/2

En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, podemos entonces escribir, para A simétrica,

A(v,0) = []p[AlB]5
= OéiA(bi,bj)Oéj = ZA(bZ,bZ)OCZQ + 22A(bi,bj)aiaj (3)
ij=1 i=1 i<j

Ejemplo: Si V = R? y K =R, la longitud al cuadrado de un vector v = (z,y),
o] = 2® +y°
es una forma cuadratica y puede escribirse como
o]? = (2,9)(5) = (2,9)[A]e()) = A(v,v)

con [Al = Iz, A(v,w) =v-w y e la base canénica.
También es una forma cuadratica

Bo) = 32 4597 + 20y = @)BLG). Bl =( 3 1)

Toda forma cuadratica en V = R" o V = R"*! puede escribirse como

(05] n
Aw) =v'Av = (aq,...,an)A| ... | = Z ayod + 2 Z a0
i=1

o i<j

con a;; = Ajj = aj; los elementos de la matriz real simétrica A de n x n (At = A).
Ejemplo: SiV =Clpy v K =R,

b
HﬂPz/ﬁﬂ@ﬁh—AﬁJ)

es una forma cuadratica. También lo es C(f) = fab fab K(z, o) f(z)f(2')dxdx’.

18.1 Forma candnica de una forma cuadratica

Teorema: Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n sobre un cuerpo K y sea A : V xV — K una
forma bilineal simétrica. Entonces existe una base B’ en la que

A(Y, b’-):{ 0 7]

v a;z 2.:]



es decir, A(b, b;) = a}d;j. Esto implica, partiendo de una base arbitraria B, que existe una matriz de cambio

de base S tal que

aj 0 ... 0

!/
(Al = S'[A]S = 0 ay ... O
0 0 ... a

n

o sea, ([A]p/)ij = a.d;;. En dicha base la forma bilineal toma entonces la forma diagonal o candnica

n

_2:/ ! al

’LU)— ;0 Py
=1

donde v = Y"1 | b}, w =", Bibl, y la correspondiente forma cuadrética toma la forma candénica

A(v) = A(v,v) = a;oz;z
i=1

Antes de proceder a la demostracién, cabe destacar que ni los coeficientes af, ni los vectores b}, son unicos.
Por ejemplo, en la base B” definida por b} = y;bl, i = ,n, tenemos A[b;’, byl = v2aléi;, y por lo tanto
A toma también la forma canénica, con a; — a} = ’)/QCL

i
Notemos también que si la forma bilineal no es simétrica, no es posible encontrar una base en la que [A]p/
sea diagonal: Si existiese, [A] g/ serfa simétrica y por lo tanto [A]gr = S'[A]p/S serfa también simétrica en
cualquier base B” (y la forma bilineal serfa entonces simétrica).

Demostracion: En el caso de que K = R, la demostracién es inmediata si recordamos que toda matriz
real simétrica A es siempre diagonalizable, que todos sus autovalores son reales y que sus autovectores
pueden siempre elegirse ortogonales y de longitud 1 (véase apunte de autovalores).

Por lo tanto, existird una matriz de cambio de base S formada por autovectores normalizados de [A]p,
con |S| # 0y S™t = St tal que S~!A|gS = S[A]|pS es diagonal. Si B’ es dicha base de autovectores,
tendremos entonces

A0 .00
0 0 ... A\

con a; = \; los autovalores de [A]p.

No obstante, cabe destacar que diagonalizar [A]p no es el tnico procedimiento para llevar una forma
cuadratica a una forma diagonal. Esto puede también lograrse utilizando la conocida y simple técnica
de completar cuadrados, en la cual se basa la demostraciéon del teorema para un cuerpo arbitrario K, que
damos a continuacién. En tales casos, los coeficientes diagonales a; no son necesariamente iguales a los
autovalores de A.

Notemos primero que si encontramos una transformacion lineal de coordenadas

o o)

=S
/

ap, al,
(o sea, [v]p = S[v]pr) con S una matriz de n x n no singular (|S| # 0), tal que

Z A(b;, bj)oa; = Z SikA(bs, bj) jlakal Za' 2

1,7=1 i,7,k,l

hemos entonces encontrado una base canénica para la forma bilineal, dada por

n
b= Spbj i=1,....n
j=1



ya que en tal caso [v]p = S|p y ([Alp)ij = (S'[A]5S)ij = a.d;;. El problema se reduce pues al de
encontrar variables o relacionadas linealmente con las «; por una transformacién no singular, en las que la
forma cuadratica sea diagonal.

Procederemos ahora por induccién sobre la dimensién n de V. Para n = 1, toda forma cuadratica tiene
trivialmente la forma canénica en cualquier base: Siv € V — v = ab; y A(v) = a}a?, con a} = A(by,by).
Para n > 1, supongamos que hemos demostrado que toda forma cuadratica en un espacio de dimensién
n — 1 puede escribirse en la forma candnica. Entonces,

A(v,v) = a,moz?1 +2(apianon + ...+ app_10man—1) + gloa, ..., an_1)

donde v = > | aibi, a;; = A(b;,bj) y g representa una forma cuadritica de dimensién n — 1. Si apy, # 0
podemos escribir

n—1 n—1
A(v,v) = ann(ai + 20, Z Qjnj/ann) + glaa, ..., an—1) = app(an + Z ozjanj/ann)2 + h(ag,...,an—1)
j=1 j=1

donde h = g — am(zyz_ll ozjanj/ann)Q. Por lo tanto

2
A(U7U) = (Inna;,l + ]’L(Oél, . ,Oénfl)’ a;l = oy, + Z ajanj/ann

Y como h representa una forma cuadratica de dimensién n — 1, podemos escribirla en forma canénica como
2 .

h=3" a’ ', donde o son combinaciones lineales de los «j, j = 1,...,n — 1. Finalmente obtenemos la

forma canédnica

A(v,v) = a,a, +Ea’ /2

donde a), = any y la matriz de transformaciéon 7' = S —1 es de la forma

(T O
(")

con T,,—1 una matriz no singular de (n — 1) x (n — 1) y ¢ el vector de n — 1 componentes determinado por
al, (ti = ani/any). T es por consiguiente no-singular y define una base B’ determinada por S = T-!en la
que A tiene la forma canédnica.

Si any = 0 pero a;; # 0 para algin ¢ < n, podemos proceder en forma similar realizando la correspondiente
permutaciéon i <> n. Finalmente, si todos los a;; son nulos pero existe algun elemento a;;, 7 0 con i # n
(pues de lo contrario tendriamos una forma de dimensién n — 1), podemos efectuar primero el cambio de

; — A 5 A 5 vy — (A2 52

variables o, = &y, + &, o = Gy, — &, con lo cual 2a;50505 = 2a,5(&;, — &) y podemos entonces proceder
como en los casos anteriores.

Ejemplo: para V =R? K =Ry v = (x,y) = we; + yea, consideremos

A(v,v) = (2,y)[Ale(}) = 2* +y° + day

a=(5 1)

Si optamos por el método (muy simple) de completar cuadrados, tenemos

que coresponde a

22 4 y? + ey = 2% + (y 4 22)% — 4o = =32 + (y + 22)?
por lo que podemos escribir
A(w,v) = =32 +4?, con 3y = 2z +y), 2’ ==z

Esto corresponde a la transformacion



Por lo tanto
S=T""1=(4%)

y la base en la que A toma la forma canénica queda entonces determinada por las columnas de S:
/ /
€] =e1 —2ey ey =eg

Se verifica entonces
[Ale = SAS = (3 7)Y = (0°))

es decir, A(e},e)) = —3, A(eh, e5) =1, A(e},e,) =0, como es posible corroborar directamente.

Podemos también optar por el método basado en la diagonalizacién de A. Tenemos |[A]e — Alo| = (1 —))% —
4=0,dedonde A=1+2, 0sea, \; =3, Ao = —1.

Las componentes de los autovectores correspondientes normalizados son [ef]. = %(%), [ef]e = %(_11), o

sea, €] = (e1 + e2)/V?2, € = (—e1 + e2)/V/2, y la correspondiente matriz de cambio de base es

Lo _ 1
S = \ﬁ(% 11), §t=5"= ﬁ(l—h)

Se verifica entonces
[Aler = S[A]S = (§ 1)

Es muy importante que los autovectores esten normalizados para que S~! = S*. Finalmente, se obtiene,

1

A(v,v) _ (:c”,y”)t[A]e" (;") — 333//2 . y//2

donde (Z’,,:) = [v]ler = 5 v]e = 571(%) = %(ﬁf;), osea, 2 = (x + 1) /V2, v = (x —y)/V2.

Notemos que tanto los coeficientes diagonales como las bases obtenidas con los dos procedimientos anteriores
son distintos. La diagonalizacién puede llevar mas tiempo pero posee la ventaja que automaticamente pro-
porciona una base ortogonal en la que la forma cuadratica tiene la forma candnica, lo cual es muy importante
en diversas aplicaciones fisicas.

Notemos también que el nimero de coeficientes positivos y negativos en la forma candnica obtenidos en
ambos procedimientos es el mismo. Esta conclusion es general y se demostrard en el siguiente teorema, de
gran importancia.

18.2 Teorema de inercia de formas cuadraticas:

Sea A(v,v) : V x V — R una forma cuadratica sobre R. El nimero de coeficientes a) positivos, negativos y
nulos en cualquier forma canoénica de A es el mismo.

Dem.: Consideremos dos formas canodnicas distintas, tal que

n n
2 ’ 12
A(v,v) = Z a;o; = Zaiai
i=1 i=1
n n ! ! / / !/
con v = Zz‘:l Q€5 = Ei:l «;e;, A(eia e]) = ai(sija A(ei7 e]) = ai(sij7 Yy
ay o}
=S ..
/
Qp, oy,
o sea, o = Z;”:l Sijo; para i =1,...,n, con [S| # 0.
>0 i=1,...,k >0 i=1,...,p
Supongamos ahora que a; ¢ <0 i=k+1,...,m ,a,{ <0 i=p+1,...,q . Por consiguiente,
0 t=m+1,....n 0 t=q+1,...,n
k m p q
_ 2 2 112 112
Av,v) = § |aglog — Z |ai|o; —ZV%‘\% - E |az| s
i=1 i=k+1 i=1 i=p+1



Veremos ahora que si se supone k < p se llega a un absurdo. Si k < p, podemos elegir v € V', v # 0, tal
que las primeras k& componentes de v en la base e sean nulas (a; = 0 si i < k), y tal que sus dltimas n — p
componentes en la base ¢’ sean también nulas (o, = 0 si ¢ > p). En efecto, esto conduce al sistema de k
ecuaciones homogéneas 0 = 2521 Sija;- para ¢t = 1,...,k, con p > k incégnitas a;, j=1,...,p, el cual
posee entonces infinitas soluciones (y por lo tanto, soluciones no nulas). Para tal vector, tendriamos

m p

2

Aw,v) ==Y ailaf = |a}la]
i=1

i=k+1

pero el segundo miembre es menor o igual a 0 y el tercero mayor que 0, lo que es imposible. Por lo tanto, no
puede ser k < p. De la misma manera se prueba que no puede ser p < k. Por lo tanto, la inica posibilidad
es k = p, es decir, que el ntimero de coeficientes positivos es el mismo.

De la misma forma (se dejan los detalles para el lector) se prueba que m—k = g—p (el nimero de coeficientes
negativos es el mismo).

Finalmente, los dos resultados anteriores implican n — m = n — ¢, es decir, que el nimero de coeficientes
nulos es el mismo.

El nimero k (nimero de coeficientes positivos de la forma candnica) se denomina indice de inercia po-
sitivo y m — k (ntmero de coeficientes negativos) indice de inercia negativo.

El rango de una forma bilineal simétrica coincide con el rango de la matriz [A]. y es por lo tanto m (es
decir, el nimero de coeficientes no nulos).

Si A es no singular = m = n (el nimero de coeficientes nulos es 0).

Ejemplo: Consideremos, para V =R?, R = K,
A(v,v) = 2% 4+ y? + 2zy
Completando cuadrados llegamos facilmente a
A(v,v) = (& +y)? = 122 + 0y°

con &' = (z +y), y =y. Es decir, existe un coeficiente positivo (a1 = 1) y uno nulo (ay = 0).

Si en cambio optamos por diagonalizar la matriz correspondiente ([A]. = (11)), obtenemos |A — \I5| =

(1-X)2—1=0y porlotanto A =141, o sea, \; = 2, Ay = 0. Obtenemos entonces un autovalor positivo
y uno nulo.

Ejemplo: Consideremos, para V = R3,
A(v,v) = 2% + 9% + 22 + 20y + 222

Completando cuadrados,

Awv)=(+y+22 —(+2°2+12+22=(@+y+2)° -2z =2+ 2% — 22"

donde 2’ =z 4+y+2z, 2 =(+v)/2, ¥ =(y—2)/2 (sereemplazé y = 2' + v/, z =2/ —¢/).

(2 +
1 1 1
Estoimplicaque [Ale = 1 1 0 | tendréd dos autovalores positivos y uno negativo. En efecto, |A—\I3| =
1 0 1
(1-=XN((1-=XN2=2)=0conducea \; =1>0, \a=1++v2>0, \3=1-+2<0.

Obtendremos en la correspondiente base de autovectores normalizados la forma candnica
A(U,U) — x//2 + (1 + \/5)3/”2 + (1 _ \/5)2//2

18.3 Formas cuadraticas positivas y aplicaciones

Una forma cuadratica sobre K = R se denomina definida positiva (o estrictamente positiva) si

A(v,v) >0 Vv #0



Es facil ver que A es definida positiva si y sélo si los coeficientes diagonales a; de la forma
candnica son todos positivos: a; > 0 parai=1,...,n (es decir, k = n). En efecto, en tal caso

n
v):Zaia%>O vV vu#0
i=1

donde ahora hemos escrito v = Z?Zl a;b;, con B = (by,...,b,) una base donde A toma la forma candnica
(A(b;, bj) = aid;j). Por otro lado, si A(v,v) >0V v # 0, entonces a; = A(b;, b;) > 0

Para una forma cuadratica definida positiva, podemos siempre elegir una base en la que a; = 1 para
i=1,...,n: En efecto, si A(b;,b;) = a;d;j, con a; > 0, podemos definir la base de elementos e; = b;/,/a; en

la que A(ei, 6]‘) = A(b“ bj)/1 /AiG5 = (Cbi/\ / CL?)(SU = 1(51]
Notemos también que el determinante de la matriz que representa una forma cuadratica positiva es positivo
en cualquier base. En la base B en la que A toma la forma candnica,

HA]B| =a1as...a, >0

y en cualquier otra base B’ de V,

Ay, by) - AR B)
[A]pr| = =|5'[A]sS| = |SI*|[A]z] > 0
Al 0h) o A B)

Ademads notemos que A sigue siendo positiva en cualquier subespacio de V' (pues A(v,v) > 0V v # 0), por
lo que el determinante de cualquier menor de [A]p/ (obtenido al suprimir un niimero dado de columnas y las
respectivas filas de [A]p/) es también siempre positivo. Por ejemplo, si consideramos el subespacio generado
por los primeros m < n elementos de la base B’, tendremos

|[Alm| >0

donde [A];, es la matriz de m x m de elementos A(b},b’), i < m, j < m, que representa a A en la base
(b}, ...,bl,) del subespacio anterior.

Mas aun, A es definida positiva si y sélo si todos los determinantes principales en una base

arbitraria B’ de V son positivos, es decir, si |[A],,] >0 param=1,...,n
Dem.: Por induccién: Para n = 1 es obviamente valido. Asumiendo ahora que es valido para n — 1, entonces
existe una base candnica (ey,...,e,—1) del subespacio generado por los primeros n — 1 vectores de la base

original B’, en la que A(e;, ej) = d;;. Definiendo ahora

n—1
- E ;€5
i=1
con a; = Ale;, b

"), obtenemos A(e;,en) = A(e;, b)) —a; = 0 para i = 1,...,n — 1. Se obtiene asi una
base canénica e = (eq,...,en—1,€,) de V en la que A(e;,ej) = 0;;A(e,€5), con A(es,e) =1sii<n—1y
entonces A(e,,e,) = |[Ale] > 0 (pues [A]e = ST[A]p'S v |[A]le] = |S|?|[A]5/| > 0). La forma cuadrética es
pues definida positiva.

Aplicaciones:

1) Clasificacién de puntos criticos:

Consideremos un campo escalar G : R" — R derivable a segundo orden orden en un entorno de un punto
critico 7 donde g—g\F:FO =0,7=1,...,n. El polinomio de Taylor de segundo orden de AG(7) = G(7)—G(70)
alrededor de 7 es una forma cuadrética en A7 =7 — 7y = (Azxq,...,Axy,):

Z a \r Az Az; + Ry = (AF‘)H(AF)t + R3

10



donde H es una matriz simétrica de n x n, denominada matriz Hessiana, de elementos

0*G

.
7= Ox;0w;"

.,
|7=r

y R es el resto (limq_7 R3/|7— 70| = 0). Llevando la forma cuadrética anterior a una forma canénica (ya
sea completando cuadrados o diagonalizando la matriz H), obtenemos

n
AG = % Z al(Azl)? + R3

i=1
Sia,>0parai=1,...,n, AG > 0 para |Ar] suf. pequetio y el punto critico es un minimo local o relativo.
Sial <O0parai=1,...,n, AG < 0 para |A7] suf. pequeno y el punto critico es un maximo local o relativo.
Y si existen a positivos y negativos, se trata de un punto silla (“saddle point”).
Finalmente, si algunos a, son nulosy a;, > 0 parai=1,...,n (o a, <0 parai=1,...,n) el presente criterio
no decide y es necesario un desarrollo a orden més alto (que puede también no ser concluyente) o bien un
andlisis alternativo.
Por lo tanto, podemos clasificar el punto critico en forma inmediata conociendo los autovalores de la ma-
triz H (de n x n), o bien simplemente completando cuadrados y observando los signos de los coeficientes
diagonales a;. El ultimo método es en general més sencillo (pues no requiere determinar raices de ninguna
ecuacién) pero el primero tiene la ventaja de determinar a la vez (mediante los autovectores de H) n di-
recciones ortogonales en las que la forma cuadrética tiene la forma candnica (y por lo tanto conocer las
direcciones ortogonales en las que AG es positivo (a > 0) o negativo (a; < 0)). (Ver préctica para més
detalles).

Notemos también que si definimos fz : R — R como

[ (t) = G(7o + tAT)

entonces 92
fi(0) = a o, ——— | Az Az = (AT H(AF)'

lo cual es una forma cuadrética en Ar deﬁnlda por la matriz simétrica H. Si H es definida positiva = fi, (t)
es concava hacia arriba en ¢ = 0 para cualquier direccion Ar, mientras que si es definida negativa, f, (t)
serd concava hacia abajo para cualquier direccion A7. En el caso general, la concavidad dependera de la
direccién de Af.

2) Clasificacién de curvas de nivel de formas cuadraticas. Consideremos la ecuacién

n
E fL‘iCLijl‘j = C
,j=1

que puede reescribirse como
FA(F) = C
con 7 = (z1,...,%y) y Alamatriz (real) de elementos a;;, que puede suponerse siempre simétrica (a;; = a;;).
Llevandola a una forma candnica obtenemos la ecuacién equivalente
n
Z agmf =C
i=1

con los z, relacionados linealmente con los z;. Si todos los a son positivos (y C > 0) la ecuacién anterior
determina un elipsoide, mientras que si los @ tienen signos distintos la ec. determina un hiperboloide. Si
la forma candnica se obtiene diagonalizando la matriz A, los autovectores pueden elegirse normalizados y
ortogonales, en cuyo caso las variables z serdn las coordenadas a lo largo de ejes ortogonales en los que la
forma cuadrética toma la forma canénica (ejes principales). (véase practica para més detalles).

Ejemplo: Consideremos
G(z,y) = 2° +y* + 2axy

11



(0,0) es un pto. critico de G y la matriz H de derivadas segundas es H = 2(} ). Sus autovalores son
A =2(1+a)

(obtenidos de la ec. |[H — 2| = (2—\)? —4a? = 0). Por lo tanto, Si |a| < 1 ambos autovalores son positivos
y (0,0) es un minimo de G (en este caso minimo absoluto). En cambio, si |a| > 1, un autovalor es positivo
y el otro negativo (por €j., si @ > 1, Ay > 0, A_ < 0), por lo que (0,0) es en este caso un punto silla. Las
componentes de los autovectores normalizados (y por su puesto ortogonales) de H son [v+]. = (31)/v/2, por
lo que S = (1 7')/V2 y podemos escribir

G(z,y) = (1 +a)z? + (1 —a)y”

con (Z:) = S71(Z) = (77Y)/V/2, como puede verificarse directamente.
Si G representa la energia potencial de un sistema fisico dependiente de dos coordenadas x, y en las cercanias
de un punto estacionario, vemos pues que el sistema serd estable sélo si |a| < 1. Si a > 0, la estabilidad del

sistema en la direccién de e/, disminuye al aumentar «, torndndose inestable para a > 1.

Cabe destacar, no obstante, que la misma conclusién puede obtenerse simplemente completando cuadrados,
lo cual conduce a
G(z,y) = (x+ ay)* +y*(1 - a?)

Vemos pues que el coeficiente de y? es positivo si |a| < 1 y negativo si |a| > 1, mientras que el primero es
siempre positivo.

Si consideramos ahora la ec.
22+ 19?4+ 202y =C

el mismo andlisis conduce a que para C > 0, la ec. anterior representa una elipse si |a| < 1, con ejes
principales inclinados 45 grados respecto de los originales (y radios de longitud 1/4/1 + « para C = 1),
mientras que si |a] > 1 la ec. representa una hipérbola.
Ejemplo: Consideremos

G(z,y,2) =22+ y* + 22 + 20y + 222

que ya fue analizado. (0,0,0) es claramente un punto critico. Completando cuadrados, se obtiene
Gr,y,2)=(@+y+2)°—(y+22+12+22 = (@ +y+2)°—2yz =2’ + 2% — 227

donde @/ =z +y+2z2, 2/ = (2+v)/2, ¥ = (y — 2)/2, lo que implica que (0,0,0) es un punto silla. El
1
1 , que son A1 = 2 > 0,
1

1
mismo resultado se obtiene de los autovalores de la matriz H = 2 1
0

—_— O =

Ao =242v2>0, A3 =2-2v2<0.
La ecuacion
2y + 224 2y + 222 =C

corresponde, por lo tanto, a un hiperboloide (de una hoja para C' > 0).

Ejemplo: Consideremos la funcién T : R” — R dada por (X = (x1,...,7,)")
T(X)= Z xiAij:cj +2 Z T T
ij i

con A;; = Aj;. Asumiendo que la matriz de coeficientes A € R"*" es invertible, podemos reescribir 7' como
T(X)=X'AX + (R'X + X'R) =YTAY — R'A™'R

donde X! = (z1,...,7,), Rt = (r1,...,7) y Y = X + C, con C = A7'R. Es decir, T(X) es una forma
cuadrética en Y = X + A71R (o sea, y; = z; + > Ai_jlrj) més una constante R'A™1R.

Si A es singular, podemos econtrar C' tal que AC' = R sélo si R € EC(A) (espacio columna de A). En
tal caso T = Y!AY — C'R sigue siendo una forma cuadratica en Y = X + C, a menos de una constante
—C'R.
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19. Espacios Euclideos

Un espacio vectorial V' sobre el cuerpo de los reales R es Fuclideo si estd equipado con una operacién
denominada producto escalar y denotada por (v, w), que asigna a todo par de vectores un escalar real que
satisface
(v,w) = (w,v) Yo,weV
(v, w1 +wsz) = (v,w1) + (v,ws2), Yv,wy,we €V
(aw,w) = a(v,w) Yo,weV, a €R
(v,v) >0VYv #0, (0,00)=0

El producto escalar en un espacio euclideo es pues una forma bilineal simétrica de V' x V sobre R tal que

la correspondiente forma cuadratica es definida positiva. Cualquier forma bilineal de este tipo es apta para
definir un producto escalar. Notemos que (0,v) = (v,0) =0V v € V.

En un espacio de dimensién finita generado por una base B = (by,...,by), se obtiene, eligiendo para el
producto escalar una forma bilineal simétrica G asociada a una forma cuadratica definida positiva,

(v,w) = G(v,w) = [v]5[G]p[w]p = Z @igiiBi,  gij = ([G]B)ij = (bi, bj) = gy

,j=1

donde v =", aibi, w =3, Bibi y [v]ly = (a1,..., ), [w]ly = (Bi,...,B,). Recordemos que para este tipo
de formas bilineales es siempre posible elegir una base B donde [G]p es diagonal, es decir, (b;, b;) = ¢;0ij,
en cuyo caso el producto escalar toma la forma

(v,w) = > oigiBi, g = (bi,bi) >0
ij=1

Definiendo ahora e; = b;/,/g;, podemos obtener asi una base candnica e = (ey,...,e,) enla que (e;,e;) = d;;
y por lo tanto [G]e = I, (matriz identidad). El producto escalar en esta base adopta entonces la forma usual

(v, w) = Pltule = 3 aif
=1

A una base de este tipo la denominaremos base candnica o base ortonormal del espacio euclideo.
Ejemplo 1: SiV =R" y v = (21,...,2,), v' = (2],...,2),), el producto escalar usual, dado por

n
(v, ) =v-v = szﬂf;
=1

satisface las 4 condiciones requeridas. Los vectores de la base canénica e; = (1,0,...,0)...¢, = (0,...,0,1)
satisfacen (e;, e;) = d;; y forman pues una base ortonormal para este producto escalar.

Ejemplo 2: Si V' es el espacio C, de funciones reales continuas f : [a,b] — R (de dimensién infinita),
podemos equiparlo con el producto escalar definido por

b
mm:/fummm

que satisface todas las condiciones requeridas (probar como ejercicio).
Ejemplo 3: Si V = R™*" es el espacio de matrices reales de m x n, podemos definir el producto escalar de
dos matrices A, B € V como

m n

(A’ B) =Tr [AtB] = ZZ AijBij = (BaA)

i=1 j=1

que satisface también todas las condiciones requeridas (probar como ejercicio).



19.1 Norma de un vector

La norma (o longitud) de un vector v € V' se define como
oIl = v/(v,v)

y satisface ||v]| >0V v €V, con [|v]| =0 siy sélo si v = 0. Por ejemplo, utilizando los productos escalares
anteriores, en V = R" se obtiene

[loll =

>
i=1
mientras que en V' = Cl, y,
b
17l =/ | P
a
y en V= Rmxn,

1Al = VI [AtA] =[S 42
1,5

Todo vector en un espacio euclideo posee pues una norma, que es positiva si v # 0y 0 si v = 0. Notemos
que Va € R se cumple

law]] = V/(av, av) = Va2 (v,v) = |a][[]|

de modo que la norma de av es |a| veces la longitud de wv.

Un vector de norma 1 se denomina vector unitario. Todo vector v no nulo puede ser normalizado, es decir,
convertido en vector unitario mediante la multiplicacién por un escalar: Si ||av|| = |a|||v|] = 1 = basta con
elegir « tal que |a| = 1/||v]|, o sea, &« = £1/||v||. El vector normalizado con el mismo sentido de v es pues

on = v/[v]]

Un conjunto C de V se dice que es acotado si existe m € R tal que ||v|]| < m V v € C. El conjunto
{v, ||v|]| <1} sel lama bola unidad, mientras que el conjunto {v, ||[v|| = 1} esfera unidad. Estos conjuntos
no son subespacios (como el lector podré facilmente mostrar).

19.2 Desigualdad de Cauchy-Schwarz y angulo entre vectores

Dados dos vectores v, w de un espacio euclideo V', se cumple siempre la desigualdad de Cauchy-Schwartz
(v, w)| < [Jv]|[|w]] (19.1)

donde la igualdad rige si y sélo si v y w son LD (Linealmente Dependientes).

Demostracion: Si v,w son LD = v = aw (0o w = yv) en cuyo caso |(v,w)| = |a||(w,w)| = |af||w|* =
[|v|| [|w]|- Esto incluye en particular el caso en que v o w es nulo (& =0 0 v =0).

Siv#0y w# 0, se obtiene, para los correspondientes vectores normalizados v, = v/|[v||, w, = w/||w]|,

0<||lv, = wnH2 = (Vp £ W, vy £ wy) = (U, vn) + (Wpy wy) £ 2(vp, wy) = 2(1 £+ (v, wy))

lo que implica —1 < (vy,, wy) < 1, o0 sea,
[(vn, wn)| <1

de donde |(v,w)| < ||v]|||w]|, como se querfa demostrar. Vemos también que la igualdad (|(vp,wy,)| = 1)
implica ||v, & wy||> = 0 y por lo tanto v, £ w, = 0, en cuyo caso v y w son LD.

Por ejemplo, en R”, la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica, para v = ;" | xie;, w = > 1 Yi€;,

n n n
DN N DI &
i=1 =1 =1



y en Clg ),

| ’ fle)a(a)de] < \/ / b f?(x)dx\/ / ' 2w

Tr[A'B] < \/Tr[AtA]/Tx[B!B]

El angulo 0 entre dos vectores v, w no nulos se define como

mientras que en V = R"™*"

cosf = M = (vUp, wy)
[[o]] [Jwl|

donde v,, = v/||v||, wy, = w/||w|| son los vectores normalizados. La desigualdad de Cauchy-Schwartz asegura
que —1 < (vy, wy,) < 1, por lo que el dngulo € esté correctamente definido. Notemos que si v = aw entonces
entonces § =0 (a > 0) o 7w (a <0).

Ejercicio: Determinar el dngulo entre los vectores (1,1,...,1) y (—=1,1,...,1) pertenecientes a R™.

19.3 Desigualdad triangular y distancia entre vectores

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite demostrar en forma inmediata la desigualdad triangular

o]l = {fwll] < flv +wl| < [[v]] + [Jw]]

ya que ||v +w||* = (v + w,v + w) = (v,v) + (w,w) + 2(v,w), y por lo tanto,

o+ wl|* < [o] 2+ 2[Jv]| [[wl] + [[w]]* = (o] + [[w]])?
o+ wl* = Jv][* = 2[Jv]| [[wl| + [Jw]]* = (Jo]] —[[w]])?
Notemos que se cumple también (dado que || — w|| = ||wl|]) |||v]] = [|w]|| < |Jv —w]| < |Jv]|| + ||w]].

La distancia entre dos vectores d(v,w) se define como
d(v,w) = [Jv - wl]
y satisface las propiedades
d(v,w) >0, con d(v,w) =0siiv=w
d(v,w) = d(w,v)
d(v,w) < d(v,u) + d(u,w)

donde la dltima es consecuencia de la desigualdad triangular: |[v—w|| = |[v—u—(w—u)|| < [[v—u||+||w—ul].

19.4 Ortogonalidad y bases ortonormales

Dos vectores v,w € V se dicen ortogonales si (v,w) = 0. En tal caso, si v # 0, w # 0, cos = 0 y por lo
tanto, 0 = /2.

Un conjunto de m vectores v; son ortogonales si (v;,vj) = 0V i # j, es decir, si son mutuamente
ortogonales de a pares. Y se dicen que son ortonormales si ademas tienen norma no nula e igual a 1:
(vi,v;) = 1,4 =1,...,n. Una base ortonormal es una base compuesta por vectores ortonormales. La base
candnica en la que (e;, e;) = d;; es pues una base ortonormal.

Independencia lineal de vectores ortogonales: Si vy, vy, ..., v, son mutuamente ortogonales ((v;,v;) =
0 sii# j) y no nulos (||v;||?> = (vi,v;) > 0) = son linealmente independientes.
Demostracion: Si

a1V + agvs + ...+ apv, =0

multiplicando escalarmente por v;, con 1 < i < m, y teniendo en cuenta que (v;,vj) = 0 si i # j, se obtiene
(vi, 11 + ..+ apvy) = (Vi av;) = avi,v;) = (v,0) =0

lo que implica o; = 0 pues (v;,v;) = |[vs]|> > 0. Esto muestra que son LI. La prop. reciproca no es,
obviamente, valida.



Por lo tanto, si dim V = n = cualquier conjunto de n vectores ortogonales no nulos forma una base de V.
Generalizacién del teorema de Pitdgoras: Si vq, vy son ortogonales ((vi,v2) = 0) =

[lor +v2|[? = (v1 + va,v1 + v2) = (vi,v1) + (v2,02) + 2(v1, v2) = [[or]* + |2

Y si (vi,v2,...,Uy) son mutuamente ortogonales ((v;,vj) = 0si @ # j), =
m m
1D il = Z%Z% Z(vi,vj)zzvz,vz Z\IvzH2
=1 = 4,j=1 =1

Expansién en una base ortonormal: Si escribimos, para un vector v € V,

n
vV = E €T;€;
i=1
donde (ey,...,ep) es una base ortonormal de V, entonces
x; = (e;,v), i=1,...,n

ya que (e;,v) = (e, 27y xjej) = > vj(e;, e5) = x; por ortonormalidad de los ¢;. Las coordenadas z; de v
en la base candnica se obtienen pues simplemente efectuando el producto escalar (e;,v), no siendo necesario
resolver explicitamente un sistema de ecuaciones lineales para su obtencién. Ademads, por la generalizacién

del teorema de Pitagoras anterior,
n n
ol = [aieil P = af
i=1 i=1

Los angulos que forma v con e; estan determinados por

; 7(6“) =x;/||v
«0s(60) = e = /111

(dngulos directores) y satisfacen
Zcos ZxQ/Hsz

Se cumple entonces z; = ||v|| cos6; parai=1,...,n.
Si una base €’ es ortogonal pero no necesariamente ortonormal, entonces

zi = (e, 0)/| €f]]”

con [Jol* = Sy llael|l? = Siy 2llel v cos(®:) = piihy = willefl/lloll. Se sigue cumpliendo que

=1
S cos?(6;) = 1.
Notemos también que si F' : V — W es una transformacion lineal entre espacios euclideos V' y W de
dimensiones n y m respectivamente, y e, € son bases ortonormales de V' y W, entonces los elementos F;; de
la matriz [F]¢ € R™*™ que representa a F' en estas bases estdn dados por el producto escalar

Fij = (&, F(ej))
dado que por definicién, F(ej) = Y iv | Fjjé;.

Relacién entre bases ortonormales.
Si e es una base ortonormal de V' y €’ es otra base de V', tenemos

n
! :ZSijei, j:1,...,n
i=1
con S;j = (ei,€;) y

() eh) =D SijSim = (S'S)jn

i=1



Vemos que €’ serd una base ortonormal ((e;, e,) = 0;i) si y solo sila matriz de cambio de base S satisface
S'S =1,

o sea, S1 = S’. Las matrices reales que satisfacen esta relacién se denominan ortonormales (o a veces
ortogonales). Dado que (S'S);; es el producto escalar de la columna i por la columna j de S, las columnas
de estas matr ices son ortonormales ((S'S);; = d;j) formando entonces una base ortonormal de R™. Como
la ec. anterior implica asimismo SS! = I,,, las filas de S son también ortonormales y forman asimismo una
base ortonormal de R™ (se prueba de la misma manera).
Notemos ademés que |S| = DetS = +1, pues |S'S| = |S]? = 1.
Resumiendo, la base €’ serd ortonormal sii la matriz de cambio de base S es una matriz ortonormal.

n ! !

Para un vector arbitrario v = Y"1 | ze; = Y i ale

;€;, tenemos entonces

n

n
2} = (chv) = Y ajlehes) = Y Shiay
j=1

Jj=1

es decir,
[v]er = S*[v]e

lo que esta de acuerdo con la relacién general [v]o = S~1[v]e.

19.5 Teorema de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Las propiedades anteriores muestran claramente la ventaja de trabajar con bases y conjuntos ortonormales.
Daremos ahora un método general para construir bases ortogonales de espacios y subespacios.

Sean vy, ...,v, m vectores LI € V| que generan un subespacio S C V de dimensién m < n = dim V.
Entonces existen m vectores ortogonales no nulos wy, ..., w,, que general el mismo espacio (y que son, por
lo tanto, combinaciones lineales de los vy, ..., vy,).

La demostracién es directamente constructiva. Comencemos con wy = v1. Definimos luego
W9 = Vg — YW1

y exigimos que 0 = (wy, ws) = (w1, v2) — a(wy,wy). Por lo tanto o = (wy,v2)/||w1||? ¥
w9 = Vg —

Anélogamente, definimos
w3 = U3 — QW2 — 1wy

Las condiciones 0 = (w2, w3) = (wg,v3) — az|lws|?, 0 = (w1, ws3) = (wy,v3) — ai||w1]|* (donde hemos
utilizado la ortogonalidad (wy,ws) = (wg,wq) = 0) implican o; = (wy, v;)/||w;||? para i = 1,2, y por tanto

(w2, v3) (w1, v3)
w3 = U3 5 W2 5 W1
[|wa] [|wa]
En general, definiendo para i =2,...,m,
i—1
w; = v; — E ozjwj,
J=1
las i — 1 condiciones (wj,w;) = 0 para j = 1,...,49 — 1 implican a; = W’ teniendo en cuenta la
ortogonalidad (wj,wy) =0si j <k <.
Por lo tanto,
i—1
_ _ ('U)j,’l)i) . 2
w1 = V1, wi—’l}i_g Ww]7 1=4,...,M
j

=1

, . . —1 . . ,

Los m vectores w; asi definidos son no nulos: si w; =0 = v; = 23:1 ajwj, lo que implicaria, dado que los
w; son combinaciones lineales de los v;, que los vectores originales son LD, contradiciendo la hipétesis.



Los m vectores w; asi construidos son entonces mutuamente ortogonales por construccion ((w;,w;) = 0 si
i # j) y no nulos, por lo que son LI, conformando entonces una base de S. Si m = n, se obtiene asi un
método para construir una base ortogonal del espacio completo V. Notemos que

i—1

[fewil [P = (wi, wi) = (wi, v0) = ol = Y (wy, 00)?/ ey |2

j=1

Para obtener un conjunto ortonormal, se puede normalizar al final del procedimiento (w; — w; = w;/||w;||)
o en cada paso. En este ultimo caso, el método se resume en

i—1 =1

wy = viflforll, wp = (o= Y (wh,v)wil/ (el = ) (w), v)’]V2, i=2,.m

j=1 J=1

Ejemplo: Sean v; = (1,1,1), vo = (1,1, —1) vectores de R3, no ortogonales ((v1,v2) = 1, con (vi,v1) =
(v2,v2) = 3). Aplicando el método de Gram-Schmidt, se obtiene

1
wy = (1,1,1), we=(1,1,-1) — g(l, 1,1) =(2,2,-4)/3

que son claramente ortogonales.
Para formar una base ortogonal de R? que contenga a w; y ws, podemos considerar un vector cualquiera vs
tal que (wy,ws,v3) sean LI. Por ejemplo, v3 = (1,0,0). Se obtiene entonces el resultado esperado

12 1
17171) 7ﬁ(2 2 4) 2(17_170)

1

3

w3 = V3 —

Ejemplo: Sean p1(t) = 1, pa(t) = t, p3 = t* vectores de P, (polinomios de grado < 2). Determinar una
1
base ortogonal de P, para el producto escalar (p,q) = [, p(t)q(t)dt.
Aplicando el método anterior, obtenemos, notando que (p1,p1) = 2, (p2,p2) = 2/3, (p3,p3) = 2/5, (p1,p2) =

0 = (p2,p3), (p1,p3) = 2/3,
wi(t) =1, wy(t)=t, wy=1>—="L2=¢>-1/3

Si exigimos que w;(1) = 1 y extendemos Py — P, se obtienen de esta manera los polinomios de Legendre:

Pi(t) =1, Py(t) = ¢, P3(t) = (3t — 1)/2, etc.

De la misma manera, para productos escalares del tipo (p,q f p(t t)dt, donde p(t) > 0 para
€ (a,b), se obtienen otras familias de polinomios ortogonales

19.6 Proyeccion ortogonal

Sea w un vector no nulo € V y sea v € V. Podemos descomponer v como una suma de un vector v,, paralelo
a w y un vector v — v, ortogonal a w:
U=y + (v —vy)

donde exigimos (w,v — v,,) = 0. Esta condicién determina v,,. Escribiendo v,, = cw, obtenemos
(w,v — aw) = (w,v) — a(w,w) =0

por lo que o = (w,v)/||wl||* y

(w,v)
——w
[|wl]?

El vector v, es la proyeccion ortogonal de v sobre w y su significado geométrico es muy claro (recordar
dibujo): Si trazamos la perpendicular desde el extremo de v a la recta generada por w, obtenemos un
tridngulo rectangulo formado por v, vy, ¥ ¥ — vy, siendo vy, L v —vy,. Asi, v,y = 0siv L w, y vy, = v siv||w.

Vyw —



El vector v, puede también interpretarse como el vector paralelo a w cuya distancia a v es minima.
En efecto, si u, = aw,

17 = [lo = vol* + [Jvw = woll* +2(0 = vu, vw — )

dg(vauw) = |jv - uwHQ = |[v — vy + (v — Uw)
Pero el ultimo término es nulo pues v — vy, es | a w y por tanto a v, — Uy, por lo que

10 = wwll* = [Jv = vul|* + [Jvw = wull* > [[v = voll?

La distancia minima se obtiene pues para uy, = vUy.

Operador de Proyeccion: El operador de proyeccién sobre w queda definido por

Py(v) = vy

y es un operador lineal que satisface P2 = P,,. En una base canénica de V, (w, v) = [w]t[v]e, ||w]|? = [w]t[w]e

y entonces

e,
ule = Ll ol ™ = wltfu),

Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,1, 1) sobre w = (1,1, —1).
Tenemos, como (v, w) =1y |Jw||? = 3,

1
U = 5(1, 1,-1)
El operador de proyeccién correspondiente queda definido, para v = (z,y,2) = xe; + yes + zeg (base

canonica), por
(w,v)  THy—=z

=P, = = 1,1,-1
B [ A
y la correspondiente matriz es entonces
1 1 1 1 -1
[Pyle = 3 1 (1,1,-1) = = 11 -1
-1 -1 -1 1

de forma que [vy]e = [Pule[v]e.
Gram-Schmidt en términos de proyectores:
El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt puede ahora escribirse como

wy = v, wl—vl—g Pw (vi), i=2,....,m

El significado es muy claro: w; se construye a partir de v; quitandole a este ultimo las proyecciones sobre
cada uno de los vectores anteriores wj, j < i. De esta forma w; sélo conserva la parte de v; ortogonal al
espacio generado por los wj;.

La expansiéon de un vector en una base ortonormal puede entonces verse también como la suma de
proyecciones ortogonales: Tenemos, para v € V' y (ey,...,e,) una base ortonormal,

n n
v = inei = ZPei(v)
i=1 i=1

ya que z;e; = (ei,v)ei = Pei(v)-



19.7 Subespacios ortogonales
El conjunto de vectores ortogonales a un cierto vector v es un subespacio de V: Si (v,w1) =0, (v,w2) =0
= (v,w; +wz) = (v,w1) + (v,w2) =0y (v,aw;) = a(v,w;) = 0. Ademds es no vacio pues (v,0) = 0.
El conjunto de vectores ortogonales a todos los vectores de un cierto subespacio S C V es también un
subespacio (se prueba de la misma forma), denominado complemento ortogonal de S o S| .

Mostraremos a continuacién que V =5& S5, .
Demostracién: Sea v € V' y vs un vector € S. Mostraremos que es siempre posible escribir

v =1vs+ (v —vs)

convg €Syv—uvs €S, Si(wiy,...,wy) es una base de S, que podemos escogerla ortogonal utilizando el
método de Gram-Schmidt, entonces

m
ve =Y oqwi, ;= (wi,vs)/|[wil”
=1

La condiciéon v — vg € S| implica entonces
0 = (w;,v — vs) = (wi,v) — (W, vs) = (wi,v) — al|wil|>, i=1,...,m

o sea, a; = (w;,v)/||w;||?. En tal caso, (v — v,) serd también ortogonal a cualquier vector de S (pues estos
serdn combinaciones lineales de los w;), por lo que v — v, € S;. Ademéds SNS; = {0}, puessiu € Sy
u€ S| = (u,u) =0y por lo tanto u = 0. Queda probado entonces que V.=S@® S,. Si V es de dimensién
ny S de dimensién m = dim S; =n —m.

El vector v, asi construido es la proyeccion ortogonal de v sobre el subespacio S, y puede escribirse como

m

Us = pri(v) = Ps(v)

i=1

donde Py, (v) = ‘(lwi’ﬁ)% w; es el proyector sobre w; y

Wy
m
Ps =) _P,
=1

el proyector otrogonal sobre S. En esta expresion los w; deben formar una base ortogonal de S.

El vector vy es el vector € S que posee distancia minima a v: Si ug € S,
lo—us||* = [Jv—vs+(vs—us)||* = [Jo—0s] [P +||vs —us|[*+2(0 =05, v5—us) = [Jv—0vs|[*+[[vs—us|* > [Jv—vs|[?
Esta distancia minima define la distancia de v a S:
dmin (v, §) = [|v — vs| = [lv = Ps(v)]]

Al disponer de una métrica, en un espacio euclideo podemos pues no sélo determinar si un vector v pertence
al subespacio S generado por un conjunto de vectores {wi,...,wy,}, sino también determinar que tan lejos
estd v de este subespacio, a través de la distancia dpin(v, S).

FEl método de Gram-Schmidt puede entonces expresarse en forma atin mas concisa como

w1 = V1, ’LUi:’UZ'—P (’Ui), i:2,...,m

{wlw--,wi—l}

donde P{w1 i Py, + ...+ Py, , es el proyector ortogonal sobre el subespacio generado por los 7 — 1

vectores anteriores.

Ejemplo 1: El espacio nulo de una matriz A de m x n, N(A) = {X|AX = 0} con X vectores de n x 1,
es el complemento ortogonal de las filas de A, es decir, del espacio fila de A (EF(A)), ya que (AX); = A; X
es el producto escalar de la fila ¢ de A por X.



Se cumple por lo tanto dim EF(A)+dim N(A) = n.

Ejemplo 2: Encontrar S, si S es el espacio generado por los vectores (1,1,1), (1,1, —1).

11 1

Una manera es resolver el sistema homogéneo ( 11 1

x
> y | = < 8 ), que da como resultado el
z

conjunto {z(1,—1,0), 2 € R}. S, es entonces el espacio generado por (1,—1,0).
Se cumple dim S+dim S| =241=3.

Ejemplo 3: a) Proyectar el vector v = (1,2,3) sobre el plano generado por los vectores ortogonales
w1 = (1,0, 1) Yy wo = (0, 1,0).
Tenemos (v, w1) =4, (v,ws) =2,y
4 2
Vs = PS(U) = Pw1(v) + sz(v) = 5(1707 1) + I(O’ 170) = (2’2’2)
b) Hallar la distancia minima de v a S.
Tenemos v — vs = (—1,0,1) y dmin = ||[v — vs|]| = V2. Ademds, el dngulo entre v y S puede obtenerse a

partir de cos 6 = ||vs||/||v|| = 2v/3/V/14.

c¢) Hallar la matriz que representa el proyector ortogonal sobre S en la base canénica de R3.

1 1/2 0 1/2
[Psle = [Puw,]e + [Pus]e = i[wl]e[wl]é + [wQ]E[UJ?]i = 0 1 0
1/2 0 1/2

Se verifica [vs]e = [Ps]e[v]e.

19.8 Representacién general del operador de proyeccion

Es posible dar la expresién general de la matriz que representa al proyector ortogonal sobre un subespacio
S generado por un conjunto LI de m vectores {wi,...,w,,} no necesariamente ortogonales. Definamos la
matriz

R = ([wile, ..., [wn]e)

de n x m, con m < n, que contiene las coordenadas de los vectores en una base canénica e (con n = dim
V). Como v, € S podemos escribir vy = > " | ayw; y por lo tanto

[vs]e = Z a;lwile = Ra
i=1
donde o = (a1, ..., ). La condicién (w;, v — vs) = 0 para i = 1,...,m implica
0 = R'([v]e — [vs]e) = R'[v]e — R'[v5]e = R'[v]e — R'Rax

de donde
a = (R'R)"'R'[v].

Por lo tanto, [vs]. = Ra estard dado por
[vs]e = R(R'R) "' R'[v].
La matriz que representa al proyector sobre S es entonces
[Ps]le = R(R'R) 'R

Notar que [Ps])? = [Ps]e, v que la expresién anterior no se puede simplificar, pues R no es cuadrada.
Discutiremos luego las propiedades de la matriz R'R.

Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,2, 3) sobre el plano generado por los vectores wy = (1,1,1) y we =
(2,1,2). Utilizando el método anterior, tenemos en este caso

1 2
R=|11
1 2



con RIR=(33), R7! = (35?2)/2 y

1/2 0 1/2
[Psle=R(R'R)'R'=| 0 1 0
1/2 0 1/2

que coincide con el resultado del dltimo ejercicio. La razén es que el espacio generado por (1,1,1) y
(2,1,2) coincide con el generado por los vectores ortogonales (1,0,1) y (0,1,0) ((1,1,1) = (1,0,1)+(0,1,0),
(2,1,2) =2(1,0,1) +(0,1,0)). Una forma general de obtener el resultado anterior es precisamente ver si los
proyectores sobre el espacio generado son idénticos.

Solucién de cuadrados minimos
Consideremos nuevamente el sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas

AX =10

donde A € R™" X € R™! ph € R™*L. Si A representa un monomorfismo = rango(A) = n < m y la matriz
At A € R™" es no singular. De poseer solucién, el sistema tiene entonces una solucién tnica dada por

X = (A'A)~Alb

donde (A'A)~!A? es una inversa a izquierda de A. Esta solucién se obtiene al multiplicar ambos miembros
de AX = B por (A'A)"1A! y es valida cuando b pertenece al espacio columna de A (EC(A)), es decir,
cuando el sistema es compatible.

Cabe destacar, no obstante, que la expresién anterior para X tiene sentido atn si el sistema no tiene
solucién: En tal caso

AX = A(ATA)T A

es la proyeccion ortogonal de b sobre el espacio generado por las columnas de A, es decir, AX = Ppc(y (b),
de modo que AX es el vector de EC(A) mas cercano a b. En otras palabras, es el X que minimiza la

distancia [|AX = b]| = /37, (AX —b)?.

Ejemplo: Dado un conjunto de m puntos (z;,v;), i = 1,...,m, con x; # z; si i # j, hallar el polinomio de
gradon — 1 p(z) = Z?:_Ol cjz? tal que Y it (p(w;) — y;)? es minimo. Considerar el caso m > n.
Tenemos un sistema de m ecuaciones p(x;) = v;, ¢ = 1,...,m, con n incégnitas ¢;, j =0,...,n — 1:
1z ... mrf_l co Y1
1 @y ... an! Cn—1 Ym

Este sistema es en general incompatible si m > n. No obstante, el objetivo es buscar la solucién que minimiza
la distancia ||p(X) — Y|| o equivalentemente |[p(X) — Y||?, donde Y = (y1,...,ym)", X = (z1,...,2m)" ¥

p(X) = AC, con A la matriz de m x n de elementos A;; = z] ~1 y C el vector columna de coeficientes

c;. Tal solucién estard dada entonces por C = (A'’A)~LA'Y, tal que AC = A(A'A)~LAYY es la proyeccién
ortogonal de Y sobre EC(A).

19.9 Matriz de Gram

Dado un conjunto de vectores vy, . . ., vy, pertenecientes a un espacio vectorial euclideo V' de dimension finita,
la matriz simétrica G de m x m productos escalares, de elementos

Gij = (vi,v5) = Gji

se denomina matriz de Gram y posee importantes propiedades.
Notemos que en términos de la matriz R = ([vi]e, - . ., [Um]e) de m X m, con e una base canénica,

G=RR

10



1) El producto escalar (w,u) de combinaciones lineales w = > " | ov;, u = Y = fiv;, con [w]e = Ra,
[ule = RB, vy a = (a1,...,am)t, B=(B1,...,Bm)", puede expresarse como

(w,u) = [v]eu]e = (Ra)'(RB) = o' R'RB = o' Gf

2) La matriz G es no singular sii los vectores v; son LI:
Si G es singular, existe un vector columna no nulo 8 de m x 1 tal que G = 0y por lo tanto, siu =Y ;" | Biv;,

(u,u) = B'GB = B0=0

por lo que necesariamente u = 0. Por lo tanto, existe una combinacién lineal nula u con coeficientes no
todos nulos. Esto implica que los v; son LD.

Andlogamente, si existe una combinacién lineal nula u = """ ; B;v; = 0, con los ; no todos nulos, entonces
0 = (vj,u) = Y 1 G;if; para cualquier j por lo que G =0y por lo tanto G es necesariamente singular.

Un método sencillo de determinar si los m vectores v; son LI es pues evaluar el determinante |G| = |R'R):
{vi,...,vm} es L sii |G| # 0.
Param = n, Res de n x n y |G| = |R|?, por lo que se reobtiene la condicién conocida |R| # 0 para n

vectores en R™.
. n . JA—
3) Siw; =) i1 54vj, i =1,...,m, entonces Gi; = (wi, wj) = k1 SkiS1iGri, 0 sea,

G' = S'GS

con |G'| = |S|?|G|. En particular, si los v; son LI, podemos ortogonalizarlos con el método de Gram-Schmidt,
generando vectores ortogonales w;. La correspondiente matriz S cumple, por construccién, |S| =1y por lo
tanto |G| = |G| =TI, Jlwsl[%

Este ultimo producto representa el cuadrado del volumen m dimensional del paralelepipedo formado por los
vectores w1, . .., Wy, y por lo tanto, por vy, ..., vm,. El volumen generado por estos m vectores es pues

Voly, ..o = V|G|

Si m = n, |G| = |R'R| = [RI%, y Vol = [Det(R)|.

4) La matriz G es diagonalizable, por ser real y simétrica, y los autovalores de G son positivos o nulos. Los
autovectores asociados a autovalores no nulos corresponden a vectores ortogonales, y los correspondientes a
autovalores nulos a combinaciones lineales nulas de los vectores v;.

En efecto, si Ga = M\, con a # 0, para w = Y ;| a;v; se obtiene

0 < (w,w) = a'Ga = \ala

Como ata > 0 entonces Ao > 0. Si Ay, > 0 = w es no nulo, mientras que si A\, = 0 = w = 0, siendo pues
una combinacién lineal nula de los v;. Ademds, si GBS = \gf3, con 3 # 0, tenemos, para u =y .- f;v;,

(w,u) = o'GB = /\gat,é’ =0 si Ao # A3

por ser a, 8 autovectores de una matriz simétrica. La diagonalizacién de G proporciona pues un método
directo de extraer un conjunto ortogonal de k vectores LI de los m vectores w;, que son los determinados
por los autovectores asociados a los autovalores no nulos.

El ntimero k de autovalores no nulos de GG es precisamente el rango de G y determina entonces la dimension
del subespacio generado por los m vectores v;: k = r(G) = dim{vy, ..., vn}.

Ejemplo: Consideremos los vectores vy = (1,1,1,1), vo = (1,1, —1,1), v3 = (0,0, 1,0) de R?. Tenemos

Ll 12 1

R= , G=R'R=1[2 4 -1
1 -1 1 L1 1
1 1 0

Como |G| = 0 los vectores son LD. Ademds, los autovalores de G son A = 6, 3,0, con autovectores (1,1,0),
(1,-1,1), (—1,1,2).

Por lo tanto, los vectores wj = v1 + v2 = (2,2,0,2), wy = v; — vy + v3 = (0,0,3,0), son ortogonales y
wh = —wq + we + 2ws = (0,0,0,0) es la combinacién lineal nula.

Pueden obtenerse resultados similares utilizando Gram-Schmidt. El determinante del primer menor de O,
16 — 4 = 12, representa el cuadrado del drea del paralelogramo determinado por w; y wo.
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19.10 Operadores adjuntos y autoadjuntos en espacios euclideos

Sea F': V — V un operador lineal en un espacio euclideo V. El operador adjunto F' se define por
(0, F(w)) = (F(v), w)
Vou,weV.SiV esde dimensién finita y e denota una base canénica de V, la definicién anterior implica
[le[Fle[w]e = ([FTev]e) [w]e = P]L[FTlw]e

por lo que la matriz [F'], = [F']¢ que representa a F' en dicha base es la traspuesta de la matriz que
representa a F':

[F T]e = [F ]Z
Esto también muestra que (F1)T = F (pues [(F)']. = ([F]!)! = [F]¢) y que si G : V — V es otro operador
lineal, (FG)" = GTFT (pues [(FG)']. = [FG]t = [G]L[F].). Estas dos tltimas propiedades pueden también
demostrarse a partir de la defincién de operador adjunto (se deja como ejercicio).
Notemos que (F(v),w) = (v, Ff(w)).
Operador autoadjunto: Si F' = F el operador se dice autoadjunto. En este caso debe cumplirse

—_—

por lo que F' serd autoadjunto si y sélo si es representado por una matriz simétirca en una base candnica.
Notemos que en una base arbitraria B, no necesariamente ortogonal, con (b;, b;) = gij = gji, tendriamos
(v, F(w)) = W] pG[F|plw]p, (FT(v),w) = [v]5[FT5G[w]s y por lo tanto, [FT]5G = G[F]p, por lo que

[F1p = G HF)5G

Si F es autoadjunto = [F]p = G~1[F]4G.

En general, si F': V — W es una transformacién lineal entre espacios euclideos V', W, podemos definir
F': W — V de la misma forma: (w, F(v)) = (Ff(w),v) ¥ v, w. Para espacios V, W de dimensién finita n
y m respectivamente, esto implica [FT]¢ = ([F]¢)" en bases ortonormales e y é de V' y W. De esta forma,
Fyj = (&, F(e))) = (F1(&), ¢;) = (e, FT(&)) = F|

Ji
Diagonalizacién de operadores autoadjuntos

Si F':V — V es un operador lineal autoadjunto en un espacio V de dimensién finita, demostraremos que
existe siempre una base candnica €' en la que [F)e es diagonal (Ya habfamos demostrado que los autovalores
de matrices reales simétricas son todos reales y que los autovectores corresp. a autovalores distintos son
ortogonales). Un resultado ain més general serd demostrado luego para espacios complejos.

Para n = dim V = 1, el resultado es trivial. Asumimos ahora que es vilido para dim V = n — 1. Si

€} es un autovector normalizado de F con autovalor Aj, tal que F(e}) = e}, (€],€}) = 1, se puede
construir, por Gram-Schmidt, una base ortonormal € de V tal que é; = ¢/, definida por una matriz de
cambio de base S ortonormal (S* = S). En tal caso [F|z = S7![F].S = S![F].S serd también simétrica:

[F]t = SY[F].S = [F]e. Pero como €] es autovector, [Fz tendréd entonces la forma (g‘lﬁo), con F' una matriz
simétrica de (n — 1) x (n — 1) que representa a un operador autoadjunto en un subespacio de dimensién
n — 1. Por hipdtesis inductiva, existe una base ortonormal de este subespacio en la que el operador sera
representado por una matriz diagonal F’. Por lo tanto, agregando a esta base el autovector €], tendremos
una base ortonormal €’ de V en la que [Flo = (SIF(,)) serd también diagonal.

Resumiendo, dado F' autoadjunto ([F]. simétrica en una base canénica e) existe una base ortonormal definida
por una matriz de cambio de base S, con S~! = St tal que

[Fle = S'[FleS

es diagonal
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19.11 Isometrias

Las isometrias son operadores U : V' — V que conservan el producto escalar. Ejemplos comunes en V = R"
son rotaciones y reflexiones. Si U es una isometria,

(U(w),U(w)) = (v,w) ¥V v,weV

Por lo tanto, si e es una base canénica, (U(v), U(w)) = [v]L[U]L[U]e[w]e = [v]i[w]e ¥V v,w € V, por lo que

[U]t [U]e =1In

e

con I, la matriz identidad, es decir, [U];! = [U]L. Esto implica a su vez [U][U]} = I,. Las matrices [U].
que representan a una isometria en una base candnica e son pues matrices ortonormales, y tanto las filas

como las columnas de [U]. serdn por lo tanto ortonormales, como se vié anteriormente: Si U;; = ([U]e)ij,

Z UjiUjk = ik, Z UijUkj = 0i
j=1 =1

En términos de operadores adjuntos, (U(v), U(w)) = (v, UTU(w)), por lo que U seré una isometria si y sélo
si

Ut =yt

Demostraremos luego que toda isometria puede ser descompuesta en rotaciones y/o reflexiones.

Las isometrias transforman bases ortogonales en bases ortogonales. En efecto, al conservar todos los pro-
sl — N — o
ductos escalares, si e; = Ul(e;) = > _;_; Ujie;, entonces

(€5, €5) = (Ulei), Uley)) = (eirej) = 0y
La reciproca es obviamente también vélida: Cualquier par de bases candnicas e, €’ de V estardn relacionadas

por una isometria €, = U(e;). Cualquier matriz de cambio de base S que represente una isometria debe
pues satisfacer S'S = I,,, como se vié anteriormente.

Ejemplo: Si
cosa —sina 0
U= sina cosa 0
0 0 -1

entonces U es una isometria ya que [U][U]. = I3. Tanto las filas como las columnas de [U]. son ortonormales

(ortogonales y de longitud 1). Esta matriz representa una rotaciéon de dngulo « antihoraria en el plano zy,
compuesta con una reflexién respecto a este plano:

cosae —sina 0 10 0
[Ule=| sina cosa 0 01 0
0 0 1 0 0 -1

Isomorfismo Euclideo

Dados dos espacios euclideos V,V’ de la misma dimensién, podemos siempre elegir bases candnicas e =

(e1,...,en) en Vy e = (ef,...,e},) en V' tal que tales que (e;e;) = dij, (€],€;) = d;;. Definiendo un

isomorfismo @ : V- — V' tal que Q(e;) =€}, i =1,...,n, se tiene
(€i,€5) = (Q(e:), Qley)) = (i, €5) = dij

Por lo tanto, si v/ = > | azel,, w' =31 Bieh = v/ = Qv), w' = Q(w), con v =" e, w=> 1 Bie;
y

(', w') = (Q(v), Qw)) = (v,w) = Y~ af;
i=1

Un isomorfismo @ : V — V' de este tipo (que conserva todos los productos escalares) se lo denomina isomor-
fismo euclideo. La existencia de () muestra que todas las propiedades geométricas de R™ pueden extenderse
directamente a cualquier espacio euclideo V' de dimensién n.
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20 Descomposicién en valores singulares (DVS)
Consideremos una matriz real A de m x n. Podemos formar la matriz de n x n
AtA

la cual es simétrica ((A'A)! = A'A) y tiene la mismas propiedades que la matriz de Gram. Por lo tanto,
tiene un conjunto de n autovectores v; € R™*! ortonormales asociados a autovalores \;positivos o nulos:

AtAv; = N, i=1,...,n con vg-vl- =0;5, i >0
Sean A1, ..., A, kK <n, los autovalores no nulos de O. Podemos definir los k vectores de m x 1
1
U; = 714111', ’izl,...,k, )\1#0

Vi

que son ortonormales:
t
1 AU Vi

Ny VAN = i

Si k < m, podemos completar estos k vectores con m—k vectores obtenidos por el método de Gram-Schmidt,
tal que (u1,...,un,) forme un conjunto ortonormal (base de R™*1). Ademaés, para i =k-+1,...n se cumple
AtAv; = 0 y entonces (Av;)!(Av;) = viA'Av; = 0, es decir ||Av;|| = 0, lo que implica Av; = 0. Tenemos
entonces

t t gt
uju; = v; A" Av; =

A, ... vn) = (W AUt ooy VAR, 0..0,0) = (U1, .o ) A

donde A’ es una matriz “diagonal” de m x n de la forma

oo 0 ... 0 ... 0
0 g9 ... 0o ... 0
A,: 0 . Ok 0 ... 0 5 O'i:\/)\i, ’izl,...,k
0 0 0 0
0O ... 0 0 ... 0
Por consiguiente, definiendo las matrices ortonormales V = (v1,...,vy), U = (u1,...,un) ( que satisfacen

VYV = 1I,, UU = I,), se tiene AV = UA’ y por lo tanto
A=UAV?

Esta representacion de A se denomina descomposicion en valores singulares (del inglés singular value decom-
position) y los elementos o; de A’ los valores singulares de A, que son las raices de los autovalores no nulos
de A'A (necesariamente positivos). Vemos asi que rango(A) =rango(4’) = k, por lo que k¥ < Min[m, n).
Ademsds, por construccién, los primeros k vectores u;, 7 = 1,...,k forman una base del espacio columna
de A y los ultimos n — k vectores vgy1,...,v, una base del espacio nulo de A (el subespacio ortogonal al
espacio fila de A).

Notemos también que si A = UA'V?, con A’ “diagonal” de m x n con elementos positivos o nulos y U,
V matrices ortonormales, entonces necesariamente los elementos diagonales no nulos de A’ son los valores
singulares, pues

ATA = VAUIUAVE = V(A AV

con A" A’ diagonal de n x n. Esto implica VIA'AV = A" A’| lo que muestra que V es necesariamente una
matriz ortonormal de autovectores de A*A y A" A’ la correspondiente matriz diagonal de autovalores.

Desde el punto de vista operacional, A puede considerarse como la representacién [F]¢ de una transfor-
macioén lineal F' : V — W entre espacios euclideos V' y W de dimensiéon n y m respectivamente, en bases
canénicas e = (e1,...,e,) y € = (e1,...,ey) de V. .y W, siendo A'A la matriz de Gram del conjunto de
imdgenes {F(e1),...,F(en)}: (A'A)ij = (F(ei), Fley)).

La descomposicién anterior muestra que es siempre posible encontrar bases ortonormales €' y ¢ de V
y W en la que F tiene una representacién “diagonal”, con elementos diagonales reales positivos o nulos, es
decir

[Flg = U'FIV = A
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con V=1[I¢,U=1[¢ vy F(e)) = 0:¢,i=1,....k con F(¢}) = 0sii> k. Los primeros k vectores
de & forman pues una base ortonormal de Im(F) = F(V), y los tltimos n — k vectores de ¢’ una base
ortonormal de N (F'). Notemos que los valores singulares son independientes de las bases candnicas elegidas:
Si B = R'AS, con R'1R = I,,,, S!S =1, = B'B = S'A'RR'AS = S'A'AS, y los autovalores de B'B son
entonces idénticos a los de A'A.

Otro comentario importante es que si A = UA'V! =

At — VA/tUt

que es necesariamente la descomposicién singular de Af. Esto muestra que los valores singulares son también
las raices de los autovalores no nulos de AA! (matriz real simétrica de m x m) y U una matriz ortonormal
de autovectores de AA*. Para la obtencién de los valores singulares se puede pues diagonalizar la menor de

las matrices A'A y AA!.
Se ve también que si A es de n X n y no singular,

A*l — VAlflUt

lo que muestra que los valores singulares de A~! son los inversos de los valores singulares de A (y que si A
es no singular estos son necesariamente no nulos). Notemos que para A de n x n, |A| = |U||A||Vt| = |4/,
donde |U| = 1, |V| = £1, por lo que |Det[A]| = Det[A].

Si A representa un monomorfismo — rango(A) = n, por lo que kK = n < m. En tal caso, conociendo la
descomposicién singular de A, una inversa a izquierda A (de n x m) puede obtenerse como

A=VAU

con A’ una matriz “diagonal” de n x m de elementos 6; = 1/0;, i = 1,...,n, ya que se verifica AA =1, y
por tanto AA = VA'A'Vt = I,,. Esto muestra asimismo que los valores singulares de A son los inversos de
los de A. En forma andloga, si A representa un epimorfismo, rango(A) = m, por lo que k = m < n y una
inversa a derecha de A estard dada por A = VAU, pues en este caso A'A’ = I,,, y AA = UA AU = 1,,.

Una ultima observacién general muy importante es que la descomposicién singular de A permite expandir

a esta como
k
_ t
A= E iUV
i=1

lo que constituye la generalizacién de la expansién de una matriz simétrica A de n X n en tefminos de
autovalores y autovectores ortonormales (ver siguiente comentario). En el caso de matrices de grandes
dimensiones, un método general de compresién de informacién (utilizado en la compresién de imagenes
digitales) consiste precisamente en conservar de la expansién anterior los términos con o; mayor a cierto
valor inferior umbral.

En el caso especial de que A sea de n x n y simétrica (A' = A) = A'A = A2, por lo que \; = (\{)2, con
)\;A los autovalores de A. Se obtiene entonces

o=\, i=1,...k

es decir, los valores singulares son los valores absolutos de los autovalores no nulos de A. La matriz V puede
entonces elegirse como la matriz de autovectores de A y U como la matriz U = (sjvy,...,Spvy), con s; el
signo de A;. En este caso la expansion anterior se reduce a

n
A= E )\ivivf
i=1

con v;v} la representacién matricial del proyector ortogonal sobre el espacio generado por v;.
Ejemplo : Consideremos

1 0
A= 1 1
01

v (21
ra=(1 )
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Los autovalores de A*A son entonces A+ = 2+ 1 por lo que los valores singulares son o1 = v/3, 0o = 1. Se
obtiene vy = (1,1)t/v/2, vo = (—=1,1)}/v/2, y uy = Avy /oy = (1,2,1)! /6, us = Ava /oo = (—1,0,1)/v/2. u3
puede elegirse, utilizando GS a partir de uy,us y (1,0,0), como (1,—1,1)/4/3. Se obtiene entonces

1/vV6 —1/vV2 1/V3 V3 0 L1
A=12/V6 0 —1/V3 0 1 (_ >/\/§
1/vV6 1/vV2 1/V/3 0 0

Algunas aplicaciones

20.1 Norma inducida de una matriz
Primeramente, consideremos una forma cuadrética real B(v) = X*BX, con B de n x n real simétrica y
X = (x1,...,2n)" = [v]e de n x 1. Diagonalizando B, tenemos S'BS = B’, con B’ diagonal (Bj; = \idij) y
S = (Xy,...,X,) una matriz ortonormal de autovectores (S'S = I,,). Por lo tanto, definiendo X’ = S'X =
(a),...,x}), tal que X = SX’, se obtiene

2

%

n
B(v) = X'BX = X"S'BSX' = X"B'X' =) " \a
i=1

Como ||v||? = XX = X"'S1SX' = X"* X', se obtiene, para v # 0,

O(0) = B(v) _ X'BX _ X"B'X' 3@\
TP T XX T XX S

i=1T4

Si A <X <. < A\, vemos entonces que

X'BX
con el valor maximo A\, alcanzado si X = X, con BX,, = A\, X, y el minimo A\; si X = X3, con BX; = A\ X;.
Hemos pues demostrado que el valor maximo (minimo) que toma la forma cuadratica X'BX en la esfera
unidad (XX = 1) es el mdximo (minimo) autovalor de B.
El cociente Q(v) se denomina en contextos fisicos cociente de Rayleigh y proporciona un método varia-
ctonal para la determinacion del autovalor maximo y minimo de una matriz simétrica B:

Al = MinyioQ(U), An = MaXv#OQ(,U)

Consideremos ahora una transformaciéon F' : R™ — R™, representada en las bases candnicas por una
matriz A de m x n. Tenemos, para un vector no nulo v € R” tal que [v], = X,
IF@)I?  IAX|[?  (AX)'AX  X'A'AX
loll>— xI* - XX XX

y por lo tanto, utilizando el resultado anterior,

2
2 [1AX]] 5
o, < <o
X M
donde a% y o2, denotan aqui el méximo y minimo autovalor de A*A (o5 y o, son entonces los valores
singulares extremos si son no nulos). Por lo tanto,

<om

Los valores ops y 0, indican pues la maxima y minima “dilataciéon” que puede experimentar un vector v al
ser transformado por F. Si m < n necesariamente o, = 0.

La norma de una matriz A de m x n (o de la transformacién asociada F') inducida por la norma
del vector se define como

AX
4] = MaX{X,HO}‘HXH” — Maxpx x| [AX ]
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El resultado anterior implica entonces
Al = oum

es decir, la norma es el mayor valor singular de A. Este resultado se denomina en realidad norma 2 de la
matriz, pues estd derivado de la norma || X|| = VX'X = /2] + ... + 22.

Una consecuencia inmediata pero importante de esta norma es que se cumple
JAX|] < [|A[[ [ X]| VX € R"

Esta norma satisface las cuatro propiedades bésicas siguientes:

1) ||A]| > 0, con ||A|| =0siysélosi A=0

2) [laAl| = [all|A]|

3) |[A+ Bl < [|A]| +[|B]|

(pues [|[A+ B[ = [[(A+ B)Xun||/|| Xnmll < ([[AX ] + || BXna| ) /11 X na[| < Al + || BI])-
4) |[AB|| < |[A[[|BI| (B € R™*", A € RP*™)

(pues ||ABX|| = ||ABX)|| = [|A[l||BX]|| < [|Al|B]| [|X|| V X € R**.

20.2 Imagen de la esfera unidad

Consideremos ahora la imagen por F' : R — R de la esfera unidad C' de R", es decir F(C) = {F(v)|||v|| =
1}. La descomposicién en valores singulares permite encontrar bases candnicas €’ y ¢ de R™ y R™ en las que
la matriz A’ que representa a F es “diagonal”, con elementos diagonales o; > 0. Si [v]e = X' = (2], ..., 2)),

con X"X' =1=Y =[Fv)); = AX' = (012],...,012},0,...,0)". Por lo tanto, si k =n < m las k
componentes no nulas y; = 2%0; de Y’ satisfacen

n
2
Zy/i/az? =1
i=1

lo que indica que la imagen en la base € es la superficie de un elipsoide de dimensién k& = m con ejes
principales en la direccién de los €, y radios de longitud o;. Si k < n = al menos uno de los radios es nulo
y la superficie del elipsoide degenera en el interior y borde de un elipsoide de dimensién k < n (en este caso
Zle y?/ 02 < 1). En resumen, los valores singulares determinan los radios del elipsoide obtenido como
imagen por F' de la esfera unidad.

20.3 Nimero de condicién de una matriz
Consideremos un sistema de n ecuaciones con n incégnitas representado por la ecuacién matricial

AX =Y

con Adenxn,y X,Y denx1. Si A es no singular la tinica solucién estd dada por X = A~'Y. Estudiemos
ahora la estabilidad de esta solucién frente a variaciones 6Y de Y. Tenemos X = A~1§Y y por lo tanto

loX]| _ [[A~oy|] _ [IA~H]lloY]| - [|6Y]]|
2= M0 < R BOTHL < a1y 02
[1X1I |1 X1 |1 X1 1Yl
donde en la dltima expresién hemos utilizado la desigualdad ||Y|| = ||[AX]|| < ||A]|||X]|.- El ndmero de

condicién de una matriz se define entonces como
_ -1
ne(A) = [[A|[|[A]]
y acota la inestabilidad de la solucion del sistema asociado frente a variaciones en la inhomogeneidad Y':

1| Y]]
L _nc( == 1
X1 vl

En virtud del resultado previo, se tiene, utilizando la norma 2, ||A|| = o, ||A7Y| = 1/0m, con oar ¥ o €l
maximo y minimo valor singular, y por lo tanto

ne(A) =on/om > 1
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El ntiimero de condiciéon es entonces adimensional y queda determinado por el cociente entre los valores
singulares extremos. Para matrices reales simétricas, oy = |Au|, om = |Am|, con Ays y Ay los autovalores
de mayor y menor valor absoluto respectivamente. Noétese que si la matriz A es singular, 0, = 0 y en tal
caso n.(A) = oco. Numeros de condicién grandes indican matrices “cuasi singulares” (o mal condicionadas),
para las que no se puede asegurar estabilidad en la solucién del sistema asociado.

Es importante destacar que la estabilidad frente a variaciones en la matriz A queda también determinada
por el mismo nimero de condicién. Si AX =Y y (A+0A4)(X +IJX) =Y, entonces, a primer orden en 6.X
y 0A, se obtiene (0A)X + A6X =0y

06X = —AYA)X

Por lo tanto
N6X[| = [|[A~ (S A)X]|| < ||[ATY|[|6A]]]IX]]

de donde lsx] oAl
< [|ATYI6A]] = ne(A)
|1X] || Al
Ejemplo: Si
0 1
a=(2)
entonces

2
v (€0
aa=(5 1)

por lo que los valores singulares son |¢| y 1 y el nimero de condicién es
ne(A) = 1/l¢l

si |e] < 1. Notemos que Det[A] = —¢ y que n.(A) — oo si ¢ — 0. La solucién al sistema AX =Y es
X = (/e con 6X = (dya/=,y)i v [ISXIZ/IIXIZ = (0u3/= + 693)/(s3/=2 + 93). Si por cjemplo
g = 0, 1 = 1y oy = 0 = [ISX[/IX]| = [69s1/lz] = ne(A)I3Y]|/IV]l, por lo que [|3X]|/|[X]| puede ser
mucho mayor que ||dY]|/||Y|| cuando ¢ es suf. pequeno.
Notemos en cambio que la matriz
e 0
o= (4 2)

tiene ntimero de condicién 1 a pesar de que Det[B] = ¢ < 1 para |¢| < 1.

20.4 Pseudoinversa
Sea A € R™" con A = UA'V' = S siu!f su DVS. La pseudoinversa de A (denominada también
pseudoinversa de Moore-Penrose) es una matriz A € R"*" definida como

k
A=VAU" = Z ivluf
i=1 "
con A’ una matriz de n x m de elementos diagonales 1/0; (Aj; = dij/oi sii < ky 0 en caso contrario). Dado
que ufuj = §;j, viv; = §;;, se verifica que AA = Zle u;u} es el proyector ortogonal sobre el espacio
columna de la matriz, mientras que A4 = Zle vivf es el proyector ortogonal sobre el espacio fila (es
decir, sobre el espacio columna de A'). Se verifica entonces

AAA=A, AAA=A

Es facil ver que si rango(A)=n = A = (A*A)~'At, coincidiendo con una inversa a izquierda de A, mientras
que si rango(A)=m = A = A*(AA")~!, coincidiendo con una inversa a derecha de A. Si rango(A)=n =m
= A= A" es la inversa de A.

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones lineales de m x n

AX =10
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donde X € R™! y b € R™*1. Si el sistema es compatible, b = AAb (pues b € EC(A)) y entonces una
solucién particular del sistema es 3

X = Ab
pues AX = AAb = b. Si no existe solucién (b ¢ EC(A)) entonces X = Ab es el vector que minimiza la

diferencia [|AX — b||, pues AAb es la proyeccién ortogonal de b sobre EC/(A).
En el caso compatible, la solucién general del sistema AX = b puede expresarse como

X =Ab+ (I, — AAw

con v un vector arbitrario de R™. El segundo término es un vector general del nticleo de A, pues I, — AA
es el proyector ortogonal sobre Nu(A) (A(I — AA) = (A — A) = 0), y representa una solucién general del
sistema homogéneo AX = 0. El primer término Ab es una solucién particular de AX = b, y es la solucién
particular de norma minima, pues es ortogonal a (I — AA)’U) vV w (ya que pertence al espacio fila de A).

En el caso general no necesariamente compatible, X = Ab es el vector de norma minima que minimiza

[|AX —b]].

21. Espacios semieuclideos y pseudoeuclideos

Resumen. Para dimV = 2 estos espacios quedan definidos por una forma bilineal (v, w)e = [v]L[G]e[w]e, con

[G]e = (8 (1])

en el caso semieuclideo, tal que (v,w)g = yy', (v,v)g = y? si [v]e = (), [w]e = (%), v

[G]e = ((1) 91)

en el pseudoeuclideo, tal que (v, w)g = xz’' — yy', (v,v)g = 2% — y*. En estos casos (v,v)g puede ser 0 aun
si v # 0, y en el caso pseudoeuclideo puede ser también negativo.

Se demostré en clase que las transformaciones reales (j) = S (;:) que preservan estas formas bilineales (tales
que [G]e = SYG]eS = [G]e) corresponden en el caso semieuclideo a

con d = +1, y a,b arbitrarios, a # 0, y en el caso pseudoeuclideo a

__ sscosh(z) s’ sinh(z)
S = (ssinh(z) s cosh(z))
con s = +1, s = +1 y z arbitrario.
En particular, estas transformaciones comprenden las transformaciones de Galileo

) =G6DE)

en el caso semieuclideo (a = d =1, b =v) y las transformaciones de Lorentz
xz\ _ (coshz sinhz\ z’
(ct) - (sinhz Coshz)(ct’)

en el caso pseudoeuclideo, con tanh(z) = v/c, s = ' = 1, tal que coshz = L sinhz = —Y/¢

Para v/c — 0, las transformaciones de Lorentz en las variables (z,t) se reducen a las de Galileo:

z\ __ (coshz csinhz\ /2’ 1oy 2’
)= (2 ) o (D)

Recordemos que para n = 2, las transformaciones que dejan invariante el producto escalar euclideo son de

la forma
_ /scos@ —s'sinf
S = <ssin9 s’ cos )

con s = £1, s’ = £1, que representan rotaciones (si |S| = ss’ = 1) o reflexiones (ss’ = —1).
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22 Formas bilineales complejas

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C. Una funcién A : V x V — C se dice que es
una forma bilineal hermitica si

A(v1 + v, w) = A(vy,w) + A(vg,w), A(v,wi + we) = A(v,wi) + A(v, ws)
A(v,aw) = aA(v,w), Al(av,w) = a"A(v,w)

YV v,v1, v, w,wy,ws €V y a € C. Nbétese que a sale como conjugado cuando esta en el primer miembro.

SiV es de dimensién finitany e = (e1, ..., e,) es una base de V, escribiendo v = > 7_; ae;, w = ijl Bje;,
_ t _ t .

con [vle = (a1,...,an)", [wle = (B1,-..,05n)", se obtiene

n

Alv,w) =) aifjAler ;) = [o]l[Ale[w]e

1,j=1

t
e

([Ale)ij = Alei, €5)

Ejemplo: La siguiente es una forma bilineal de C x C — C:

donde el simbolo { denota traspuesto conjugado ([’U];[ = ([v]L)*) ¥ [A]e es la matriz de n x n de elementos

A(v,w) = ajf1+ (1+id)ajfe + (1 —i)asp1 + 20582

- e (L ) ()

donde hemos escrito en la base canénica v = (a1, a2) = aje; + agea, w = (1, B2) = Pre1 + P2ea. A queda
entonces representada en esta base por la matriz

[A]€:<11i 1_2H>

con A(er,e1) =1, A(er,e2) =1+, A(eg,e1) =1 —1i, A(eg,ea) = 2.
Si A(v,w) = A(w,v)* Yv,w = la forma bilineal se dice que es hermiticamente simétrica y si A(v,w) =

—A(w, v)*, hermiticamente antisimétrica En el primer caso, la matriz que la representa es hermitica: [A]l =
[A]e, ya que A(e;,e;) = A(ej,e;)*, vy en el segundo caso antihermitica: [A]} = —[A].. Anslogamente, si

[A]jj = £[A]e, A es herm. simétrica (+) o antisimétrica (—). El ejemplo anterior corresponde a una forma
bilineal herm. simétrica.

Notemos que una forma bilineal compleja que satisface las 4 condiciones no puede ser simplemente simétrica
o antisimétrica a no ser que sea nula: Si A(v,w) = £A(w,v) ¥V v,w, = A(av,w) = a*A(v,w) = £A(w, av) =
taA(w,v) = adA(v,w) ¥ a, v,w, lo que implica (o — a*)A(v,w) = 0, es decir A(v,w) =0V v, w.

Notemos también que toda forma bilineal puede expresarse como suma de una forma bilineal herm. simétrica
y una forma bilineal herm. antisimétrica:

Av,w) = %[A(v,w) + A(w,v)*] + %[A(v,w) — A(w,v)7]

22.1 Formas cuadraticas complejas
En forma analoga al caso real, la funcién Q) : V' — C definida por
Q(v) = A(v,v)
se denomina forma cuadrdtica y satisface
Q(av) = Alav,av) = a*aA(v,v) = [a?Q(v)

Una diferencia importante con las formas bilineales reales es que ahora la forma cuadratica determina
completamente la forma bilineal (y no solamente la parte simétrica, como en el caso real). En efecto,
podemos expandir Q(v 4+ w) = A(v 4+ w,v +w) y Qv + iw) = A(v + iw, v + iw) como

Qv+ w) = Qv) + Q(w) + A(v,w) + A(w, v),



Qv+ iw) =Qv) + Q(w) +i[A(v,w) — A(w,v)]
de donde

Av,w) = Qv+w) —iQv+iw) — (1 —4)(Q(v) + Q(w))
Aw,v) = Qv+w)+iQ(v+iw)— (1414)(Q(v)+ Q(w)

~—

De aqui se deduce también una propiedad fundamental:

Q(v) es real V v si y sélo si A(v,w) = [A(w,v)]* V v,w, es decir, sii la forma bilineal asociada es
hermiticamente simétrica.

En efecto, de las expresiones anteriores se ve que si Q(v) e RV v eV = A(w,v) = [A(v,w)]* ¥V v,w € V.
Y si A(w,v) = [A(v,w)]* Vv, w = Q(v) = A(v,v) = [A(v, v)]* es real. Formas cuadraticas reales determinan
pues formas bilineales hermiticamente simétricas y viceversa.

Por otro lado, si A(v,w) es hermiticamente simétrica, A’(v, w) = iA(v, w) es hermiticamente antisimétrica.
La forma cuadratica asociada @Q'(v) = A’(v,v) es obviamente imaginaria.

Ejemplo: La forma bilineal del ej. anterior origina la forma cuadratica

* * 1 1 ‘ * * . * . *
Qv) = A(v,v) = (af,ad) < 1—; —2’—1 ) ( o ) = ajog + 20502 + (1 +i)ajoe + (1 — i)z

a2

|041|2 + 2|042|2 + 2Re[(1 +i)ajas]

que es obviamente real.

22.2 Cambio de base

Si efectuamos un cambio de base e; = > ", Sjie;, con [S| # 0,

e, €;) Zsmek,zsmez > SiiSiAler, )

k.l

por lo que
[Ale = ST[A]S

donde { denota por su puesto la operaciéon de traspuesto+conjugado.
Notemos que Det([A].) = |Det(S)|*Det([A].), por lo que la fase del determinante es la misma en cualquier
base. Obtenemos entonces

A(v,w) = P]{[Ale[wle = [o]][Aler[w]e

donde [w]e = R[w)e, [v)], = [v].R y R= 5.

e

22.3 Base canénica: Si A es herm. simétrica, 3 una base €’ (base candnica) donde [A], es diagonal:

MM 0 ... 0
Ao =sas=| 0 20
0 0 ... A
En esta base, si v =Y 1" ; abel, w =Y | Bie;, tenemos

ZAlz %

La demostracion de la existencia de esta base puede efectuarse en forma similar al caso real, completando

: ; fercici . P - g
ahora médulos cuadrados, y se deja comos ejercicio. Sug.: Llamando a;; = ([A]e)i; (con aj; = afj) vy
asumiendo a,, # 0, escribir la parte que contiene «a, y o en A(v,v) como

n—1

]k
Apn Ol Oy, + E A j O QL +an]ajan) = appal, o, g an] ] E Anj0) [ ann
7=1



con o), = oy + ﬁ Z;le anjoj, y proceder luego por induccién. Si an, = 0 se comienza con una variable a;
tal que ay; # 0, y si a;; = 0 Vi se efectiia un cambio de variables simple para que a;; sea no nulo para algin
i (por ej., si ajj = af; # 0, aijaf oy + ajicoy = 2|aij)* (oG — of]?), con a; = aij(of + o), aj = of — .
El cambio o = Y% Rija; define una base ¢f = >0, Sjiej, con § = R™', en la que [A]y = ST[A]S es
diagonal.

Otra forma de demostrar la existencia es mediante la diagonalizacién de la matriz [A]., que es en este
caso hermitica y por lo tanto diagonalizable en una base ortonormal, tal que S~! = STy ST[A].S es diagonal.
No obstante esto supone haber demostrado antes que tales matrices son diagonalizables, lo que en este curso
se realizar luego.

La base canédnica no es unica. Una base candnica puede obtenerse, al igual que en el caso real, com-
pletando médulos cuadrados o bien diagonalizando la matriz [A].. Ademds, si e es una base candnica,

/ /

e =(el,...,el,), con e, = a;e;, a; # 0, es otra base candnica:

A(ej, €f) = afaAlei, e5) = Jov]* Aidi
Eligiendo «; tal que |a;| = 1/4/|Ai| si Aj # 0, podemos siempre obtener una base en la que

Alej, €)) = Xidij, con \j=00 £1

En algunos contextos se denomina base candnica sélo a estas tipo de bases, es decir, aquellas en las que
Alej, e;) es o bien £1 0 0, con A(e;,e;) = 0si i # j.

Ejemplo: Hallar una base canénica para el ejemplo previo. Completando médulos cuadrados, obtenemos

Q(v) = (o + (1 — D)az) (a1 + (1 +i)az) + Jaz[2 = (1 +9)(1 —0)] = | |* + 0|

. o ; . .
donde o) = ag + (1 + i)ag, b = ag, o sea (aé) = (5 '1")(%1). La matriz de cambio de base es entonces

N —1 .
B 1 1+ B 1 —1—2
s=(o ') -0 V)

(Al = ST[A]S = ( (1) 8 )

Alternativamente, diagonalizando la matriz [A]. se obtienen los autovalores y autovectores

y se verifica

A =1, v] = (1+14,2), Ao =0, vg = (—-1—14,1)
Normalizando los autovectores, la matriz de cambio de base es entonces

5 < (1+4)/V6 —(1+i>/x/§)
B 2/\/6 1/v3

con S~! = ST (pues los autovectores en S estdn normalizados). Se obtiene asf la reprentacién diagonal

(Al = 5T[4]eS = ( 30 )

Vemos que el niimero de coeficientes diagonales positivos y nulos en las dos formas diagonales obtenidas es
el mismo. Esta propiedad es general y constituye el

22.4 Teorema de Inercia para formas cuadraticas hermiticas: Si () es una forma cuadratica herm.
simétrica, el nimero de términos diagonales positivos, negativos, y nulos en una representacién diagonal
arbitraria es siempre el mismo. Se demuestra igual que en el caso real (Demostrar como ejercicio).

Es importante notar que el teorema de inercia no vale para formas cuadraticas comunes extendidas a los
complejos: Si Q(v) = o2 + a3, la transformacién o) = iay, oy = ag la lleva a —a/; + /3. Tal forma
cuadratica no proviene de una forma bilineal hermitica, ya que no cumple Q(av) = |a|?Q(v).



22.5 Formas cuadraticas positivas:
Una forma cuadritica se denomina definida positiva (o estrictamente positiva) si Q(v) > 0V v # 0, y
semipositiva (o no negativa) si Q(v) > 0V v (obviamente, en cualquier caso, Q(0) = 0). Por ser reales, estas
formas cuadraticas estan necesariamente asociadas a formas bilineales hermiticamente simétricas.
La forma cuadratica es pues definida positiva si y sélo si los coeficientes diagonales en una base candnica
satisfacen a;; > 0V ¢ y semipositiva sii a;; > 0V . El teorema de inercia asegura que el niimero de coefi-
cientes diagonales positivos y nulos para estas formas cuadraticas (pero no su valor particular) es siempre
el mismo en cualquier base canonica.
En form ansloga, una matriz A € C™*" se dice definida positiva si XTAX >0V X # 0, X € C", en cuyo
caso podemos considerarla como la representacion en la base canénica de V' = C™ de una forma cuadrética
definida positiva. Notemos que necesariamente A debe ser hermitica (A" = A), para que XTAX sea real.
Una matriz hermitica A es pues definida positiva si y sé6lo si todos sus autovalores son positivos.

Notemos que si Q4(v) es una forma cuadrética definida positiva = eziste una base candnica e” donde
A(el, ej) = 0;;, es decir,

[Alen = I

(matriz identidad). En efecto, existird una base candnica, obtenida completando mddulos cuadrados o
diagonalizando, en la que A( e, ]) = ([A] Nij = Nidij, con A; > 0V i. En la nueva base definida por

el = el /\/Ai tendremos A(e!, ef) = Ale}, €})/\/AiNj = Nidij/\/XiNj = 0y para i, j =1,...,n

Esto implica que existe una matriz S =1 ]g” no singular tal que

[A]e” = ST[A]eS =1,

con I, la matriz identidad.
Esto implica a su vez que toda matriz A = [A]. definida positiva puede escribirse como

A=R'R

con R = S™! no singular. La reciproca es también vilida: La matriz RTR es definida positiva ¥V R no
singular (probar como ejercicio).

Para saber si una forma cuadratica es definida positiva o semipositiva se completan médulos cuadrados
o se obtienen los autovalores de la matriz que la representa en alguna base, y se observan lo signos de los
coeficientes diagonales resultantes. El determinante de una matriz asociada a una forma cuadratica definida
positiva es obviamente positivo en cualquier base (Det[A] = Det[RfR] = |Det[R]|?), aunque esta condicién
no garantiza que A sea definida positiva.

Es valido no obstante el siguiente teorema: Una matriz hermitica A de n x n es definida posi-
tiva si y sélo si todos sus determinantes principales son positivos (Det(A4,,) >0, m =1,...,n).
Dem.: Si A es definida positiva la forma cuadratica asociada debe ser positiva en cualquier subespacio de
V' y por lo tanto cualquier submatriz de A (obtenida quitando un conjunto de filas y las resp. columnas) es
definida positiva. En particular, todas las submatrices principales (A, = [ai;], 4,/ =1,...,m,m=1,...,n)
son definidas positivas y sus determinantes por ende positivos.

Reciprocamente, si todos los determinantes principales son positivos, procedemos por inducciéon sobre n.
Para n = 1 se cumple trivialmente. Asumiendo la submatriz principal de (n — 1) X (n — 1) definida positiva,

. . ’ ! _ - .
existird una base (e}, ...,e),_;) del subespacio correspondiente en la que A(e}, J) = 0;j. Definimos ahora

e =en — S ayel, con oy = A(el,ep), tal que A(é)el)) = A(el,e,) —a; =0 parai=1,...,n — 1. En
tal caso, [A]e serd diagonal y con todos sus elementos diagonales positivos, pues A(e}, e}) =1 parai <n'y

Alel,, el) = Det([A]e) > 0 por hipétesis (el signo del determinante no cambia al cambiar la base).

7’L77’L

Recordemos también aqui los circulos de Gershgorin: Si A € C™ " es una matriz cuadrada de
elementos a;;, entonces sus autovalores se encuentran en la unién de los circulos (en el plano complejo)

A= ail <[ |ag]

J#
En efecto, sea v = (z1,...,7,)" € C™1 v # 0, un autovector de A asociado al autovalor A, tal que Av = \v,
es decir, }_; ajxj = Azi. Si|z;[ = Max[|21],..., |zn|] # 0 es el médulo de la coordenada de v de médulo



mdximo, tenemos, dado que (A — a;i)x; = 3, ; aijT;,

N —ail = D agag/zid <Y lagle /e < layj]

J#i J#i J#i
Una desigualdad simular es vélida para sumas sobre columnas, ya que los autovalores de A son idénticos a
los de A!.
En el caso de matrices hermiticas, tanto los elementos diagonales como los autovalores son todos reales.
La cota anterior implica entonces la siguiente condicién suficiente (aunque no necesaria) de positividad de
una matriz hermitica A: Sia; >0Viy >, oy laij| < a;i V i, los autovalores seran todos positivos y por
ende A sera definida positiva.

23 Espacios Unitarios (Espacios de Hilbert)

Un espacio vectorial V' sobre C se denomina unitario o espacio de Hilbert si estd equipado con una operacién
V x V — C, denominada producto interno o producto escalar, y denotada por (v, w), que satisface

(v,w) = (w,v)*, (v,aw) = a(v,w), (v,w; +ws) = (v,wr)+ (v, ws)

(v,v) >0Vv#0

Es decir, el producto interno no es otra cosa que una forma bilineal hermiticamente simétrica y definida
positiva. En el caso de dimensién infinita, un espacio de Hilbert debe ser ademds completo: Si {u,} es una
sucesién de vectores tal que Y 7 ||uy|| es convergente entonces limy, o u, debe pertenecer al espacio.

En en el caso de dimensién finita, en una base arbitraria e tendremos, denotando con [A], la matriz de

J— . . _ *
elementos a;; = (e;,€;) = al;,

(v,w) = [o]l[Alelw]e = ) afai;f;

1,7=1

n n
donde v = ) 1" | aves, w =" Bie;
Y si e denota ahora la base canénica en la que (e;, e;) = d;5, obtenemos la forma corriente

(v,w) = [lifwle = > alB;
=1

Esta base es una base ortonormal para el producto escalar ((e;,e;) = d;;). En esta base,

n

(v,0) = [li[]e = Y leul®

=1

Ejemplo: En C", el producto interno usual en la base candnica estd dado por
n n
(v,w) =D @iy, (w,0) =) yimi = (v,w)"
i=1 i=1

para v = (T1,...,%), W = (Y1,...,wy), lo que implica (v,v) = > 1 |z;|*.
Ejemplo: En el espacio de funciones complejas de parte real e imaginaria continua, C,p = {f:R—
C, f=fr+ift, fr,f'e Riqp}, con a < b, el producto interno usual estd dado por

b
(f.9) = / FH(@)g(@)de = (g, f)°

con (f, f) = [, f*(@)f(@)dz = [}|f(x)2de > 0'si f # 0.

Ejemplo: En el caso de matrices complejas de m x n, V.= C™*" podemos definir el producto escalar

A
1

(A,B) =Tr[ATB] = i Y B

i=1 j

*
ij



con (A, A) =3, |Aij|> >0V A#£0.
En los espacios unitarios son validas propiedades similares a las de espacios euclideos. En particular:

La norma de un vector se define por
loll = v/ (v,0) >0

con |[v|]| =0siiv =0y |lav|| = |a|||v||. La distancia entre dos vectores es d(v,w) = |[v — w||.
La desigualdad de Cauchy-Schwarz también se verifica:

[ (v, w)| < o[ [[wl]

donde la igualdad vale si y sélo si {v,w} son LD.

Demostracion: Siv =0 o w =0 la igualdad se cumple trivialmente: 0 = (v, w) = ||v|| ||w]|.
Idem si v y w son LD: En tal caso w = av (o v = aw) y por lo tanto | (v, w)| = |a(v,v)| = |a||[v][* = ||v]| ||w]].
Siv#0yw#0, denotemos con vy, = v/||v||, wy, = w/||wy|| los vectores normalizados (||v,|| = ||wn|| = 1),

tal que (v, w) = (vp, wy)||v]|||w]|. Se obtiene, para s un nimero complejo arbitrario de médulo 1 (|s| = 1),
0 < (Vp—8Wn, Vp—5wy) = ||vp||*+|5)%||wn| |2 =5 (vn, Wy ) — 8™ (W, vr) = 2—2Re[s(vn, wy)] = 2(1—Re[s(vn, wy)])

Recordemos ahora que todo niimero complejo z puede escribirse como z = |z|e?, con |z| = V/zz* (médulo)
y ¢ reales. Por lo tanto, si z = (vp, wy) = |(vn, wy)|e', eligiendo s = e~ se obtiene

0<1- |(Umwn)|

de donde |(vy,, wy)| < 1. Por lo tanto, |(w,v)| = |[(v,w)| < ||v]|||w]|], q.e.d.

Ademas, si [(w,v)| = ||w||||v]| = [(Wn,vn)] =1y (vn — swy, v, — swy,) = 0, por lo que v, — swy, = 0, es
decir, v = sw||v,||/||wn]|, lo que implica que v, w son L.D.

Las desigualdades triangulares permanecen vdlidas en espacios unitarios, por la vigencia de la desigualdad
anterior: ||[v|| — [[wl[| < [[v +wl] < [|v]| + [[w]].

No obstante, no se pueden definir ahora dngulos entre vectores pues (v, w)/(||v||||w]||), si bien tiene médulo
menor que 1, es en general complejo.

Ejemplo: Dados v = (1 +14,4),w = (i,1 + 1) € C2, tenemos

(v,w) = (1 — )i+ (=i)(1+1i) =2 < ||| ||w|]] = V1 + 2+ 1V/1+[1+i2=V3V3=3

Notacion de Mecanica Cuantica:
La notacién empleada en mecanica cudntica para los vectores de estado de un sistema (que pertenecen a un
espacio de Hilbert) es |v), y para el producto interno (w|v). Es decir,

v—|v), (w,v)— (wlv), con (v|w)= (wlv)*

23.1 Ortogonalidad y Método de ortogonalizaciéon Gram-Schmidt

Las propiedades de ortogonalidad son andlogas al caso euclideo. Dos vectores v,w de un espacio unitario
son ortogonales si (v, w) = 0.

Al igual que en el caso euclideo, dado un conjunto de m vectores v; L.I., es posible construir con el método
de Gram-Schmidt un conjunto ortogonal de vectores que genera el mismo espacio que los v;, dados por:

i—1
w1 = V1, wi:vi—Zij(vi), i:2,...,m
j=1
donde ( )
w;, v
P (v:) = Jo 7t .
s (1) = g

es la proyeccion ortogonal de v; sobre w;. Notemos que en el caso complejo es necesario ser cuidadoso con
el orden en el producto escalar, ya que (wj,v;) # (vi,w;) = (wj,v;)*. Es facil verificar que de esta forma,



(wi, wj) = 0sii# j, siendo los w; no nulos si los vectores originales son L.I.

Dada una base arbitraria de V', es pues siempre posible por este método construir una base ortogonal de V,
que puede convertirse en ortonormal normalizando los vectores resultantes.

Notemos que el cuadrado de la norma de los w; estd dado, para i > 1, por

wj, v;
wi||* = (wi,w;) = (vi,w;) = |Jvi|* — Z| ||J7 |72 < sl
w;j

Notemos también que la matriz que representa al proyector sobre w; en la base candnica es

[Pwi]e =
Ejemplo 1 : Consideremos los vectores v = (1 +4,4,0), va = (¢,1 +4,1). Tenemos

2
w1:U1:(1+i,i,0), W2 = V2 — 5 W1 :(2,1+Z,1)—§(1+Z,Z,0):(—2+’L,3+Z,3)/3

que verifican (wy,wy) = 0.

Ejemplo 2: Las funciones fi(z) = ¢?**, con k entero, son ortogonales con el producto interno

9)=J", [*(@)g(x)dx

T T , 27 k=FK
fior fi) = / e ekt g — / Ny = & )
( ) -7 —T W’,ﬂ. =0 k 7é k‘l

Ejemplo 3 (Transformada de Fourier discreta): Sea V = C" y sea e = (ey,...,e,) una base canénica

((ei,ej) = d;5). Los n vectores
1 &
% Z 6227rk]/n6j
j=1

forman también una base ortonormal: (ég,€;) = k.
En efecto, utilizando que (e;, ej) = d;; obtenemos, para k,l =1,...,n,

1 k=1
ekvel Zez2ﬂjl k)/ { 1 1—ei2n(i=k) —0 k‘?él

n 1—ei27(l—k)/n

Ejemplo 4: Obtener una base ortonormal de C2*? (con escalares complejos) para el producto escalar (A, B) =
Tr AT B, partiendo de v; = I, = (39).

Consideremos las matrices v; = I, v9 = (6 8), v3 =
C?*2, Obtenemos, wy = vy = Io,

(93), va = (34), que forman una base no ortogonal de

N[ =

wy = vy — (Wi, v2)wr = vz — w1 = 3(; %),

(

10

N[ =

w3 = v3 — 3(w1,v3)w1 — 2(w2, v3)wy = vy =

wy = vy — $(w1, va)wr — 2(w2, v3)we — 2(ws, va)ws = vs — w3 = (G )

Las matrices de Pauli se definen precisamente como

1 0 0 1 . 0 —i 0 1
00212:<0 1), 0'1«22’[1)3:(1 0), ay:—22w4:<i 0 >, 022211]2:(1 0>,

y forman una base ortogonal y hermitica de C?*?: o T = oy, (o, 00) = Trouo, = 20, para p,v =0,2,y,2

Considerando ahora C?*? sobre escalares reales, estas 4 matrices forman también una base del subespacio
de matrices hermiticas de 2 x 2. Las matrices que representan las componentes del espin s = (s, sy, 5,) en
la base estandar de autoestados de s, son precisamente

1
S,u = 5h0u7 H=x,Y,z



23.2 Expansién en una base ortonormal

Sie=(e1,...,ep) es una base ortonormal de V' ((e;,€e5) = d;5) v

n
v = E €T;€;
=1

", zj(e;, e;) = xj. Por lo tanto,

entonces (e;,v) = Y7,

x; = (e,0)

Se cumple entonces
n
v= Z P, (v)
i=1

Se verifica también, por la ortogonalidad de los e;, la generalizacién del teorema de Pitagoras,

n

n
ol = (v,0) = D llie|? = Y Jaif?
i=1

=1

Notemos que en la notacién de mecdnica cudntica, e; = |i) y |v) = >, a;|i), con a; = (i|v).

23.3 Proyectores ortogonales y matriz de Gram

Dado un subespacio S C V, es posible construir el complemento ortogonal S| = {v € V|(w,v) =0V w € S},
cumpliéndose que V = 5 @ S, y por lo tanto, dim S+ dim S| =n
Siv €V, podemos escribir

v =vs+ (v —vy)

convs € Syv—uvs € 5. Si(wi,...,wy) es una base ortogonal de S, escribiendo vs = > 1" ayw;, la
condicién (w;,v —vg) = 0 para i = 1,...,m implica a; = (w;,v)/||w;||? y por lo tanto

m

v =Y Pu,(v) = Ps(v), Ps =) P,
=1

i=1
El vector v, es el vector de S con distancia minima a v: Si wg € S,
[0 = ws[[* = [[(v = 05) + (v5 = w)|I* = [Jv = ]2 + [Jws = vs||* > [[o — vs||?
En general, para una base arbitraria (wj, ..., w;,) de S no necesariamente ortogonal,
[Psle = R(R'R)™' R

donde R = ([wi]e,...,[wn]e) es la matriz de n x m donde cada columna son las coordenadas de los m
vectores w; de la base de S en una base candnica de V' ((e;,ej) = d;;). Las formulas del caso euclideo se
generalizan pues directamente al caso unitario reemplazando t (traspuesta) por t (traspuesto conjugado).
Recordemos que

Ps+Pg, =1

Notemos también que la matriz de Gram
G=R'R

de m x m, con G;; = (w;,w;) = G};, es ahora una matriz hermitica, que posee las mismas propiedades
anteriores: |G| # 0 sii los m vectores w; son LI, los autovalores A\; de G son reales y no negativos, los au-
tovectores X; (GX; = \;X;) correspondientes a autovalores no nulos determinan vectores u; de componentes
[ujle = RX;, que son ortogonales ((u;,u;) = 0si A; # Aj), y aquellos correspondientes a autovalores nulos
dan las combinaciones lineales nulas de los w; (Demostraciones totalmente similares al caso euclideo).



Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,4,1+1) € C3 sobre el espacio generado por los vectores v; = (1+1,1,0),
vy = (1,1 +14,1). Aplicando la representacién general, tenemos

1+ {
R= 1 141
0 1

con RIR=(3%), (R'R)' = (*,7)/8y
7 1—i —2+i
[Ps]le=R(R'R)'R' = 1+i 6 34+i |/8
—2-i 3—-i 3

Podemos arribar a este mismo resultado considerando también la base ortogonal de S obtenida previamente
al ortogonalizar vy y ve por Gram-Schmidt, dada por wy = vy, we = (=2 +14,3 +14,3)/3:

[wilefwi]l  [wa]efws)l

[PS]e = [Pwl]e + [sz]e =

[|ws 2 ||w2[?
141 1 —241 7 1—7 -2+
=z i Ja-i-iorg | 34 J(2-i3-i3=| 1+i 6 3+i |/8
0 3 —2—-49 3—1 3
Se obtiene finalmente
)
[Ps(v)]e = [Psle[vle = 3+11i | /8
2+ 5

La distancia minima al plano es ||v — vs|| = 3/V/8.

23.4 Operadores adjuntos y autoadjuntos en espacios unitarios

Sea I : V — V un operador lineal. El operador adjunto F' se define por la relacién
(v, F(w)) = (F(v),w)

V v,w € V. Considerando una base canénica e de V' ((e;,e;) = d;5), vy teniendo en cuenta que [F(v)]. =
[Flev]e, ¥ (v,w) = []l[w]e, se obtiene (v, F(w)) = [v]L[Fle[wle, (FT(v),w) = W]I[Fw]e y por lo tanto
[FMe = [FIL
La matriz que representa al operador adjunto de F' en una base candnica es pues la traspuesta conjugada
de la que representa a F' en dicha base. Notemos que:
1)si G =aF,conacC= Gl =a*F (pues (a*FT(v),w) = a(Fi(v),w) = a(v, F(w)) = (v,aF(w)))
2) (FNT=F  (pues (F)!(v),w) = (v, FT(w)) = (F(v),w
3) (FG)t =GTFt (pues (v, FG(w)) = (FT(v), G(w)) = (G

Un operador F es autoadjunto si FT = F. En tal caso la matriz que lo representa en una base canénica
es hermitica:

Una propiedad importante de operadores adjuntos es que si S es un subespacio invariante por F =
S| es invariante por FT.
Demostracién: si Fi(v) e SVve S, ywe S, = (w,F(v))=0Ywe S| yveS. Por lo tanto,

(F'(w),v) = (w, F(v)) =0

YVweS, yuveS, de modo que Fi(w) e S|
En particular, si F' es autoadjuntoy S es invariante por F' = S| es también invariante por F.



Comentemos finalmente que en una base B general, donde (v, w) = [v]TBA[w] p con A es una matriz
hermitica definida positiva (AT = A, XTAX >0V X # 0, X € C™!) la condicién (v, F(w)) = (Ff(v),w) V
v, w € V implica [FT];A = A[F]g, y por lo tanto,

[Flp = A1 F]LA

La matriz que representa el operador adjunto F! en una base arbitraria es pues semejante (pero no nece-

sariamente igual) a [F”B

23.5 Operadores Unitarios

Un operador lineal U : V' — V que conserva el producto interno en un espacio unitario se denomina unitario:
(U(v),U(w)) = (v,w)

Y v,w € V. Como (U(w),U(w)) = (UTU(v),w) = U'U = I (identidad), por lo que en una base canénica
tenemos

y por lo tanto [U ]e[U]l = I,,. Las matrices que representan a un operador unitario en una base canoénica se

denominan unitarias y satisfacen [U]1 = [U]}, lo que implica filas y columnas ortonormales:

>S5Sk =06k Y SiiSk; = i
j=1 g=1
donde aqui S;; = ([Ule)ij. El determinante de un operador unitario tiene médulo 1:
1 = Det[UTU] = Det[U]*Det[U] = |Det[U]|*
por lo que
|Det[U]| =1

Podemos entonces escribir Det[U] = ¢/, con ¢ real.

Debe remarcarse que los operadores unitarios transforman bases ortonormales en bases ortonormales: si
r_ NS G,

e;=Ule;) =201 Sjiej, i=1,...,n =

(e5,€5) = (Ulei), Uley)) = (eire5) = dij

Andlogamente, cualquier par de bases ortonormales e, e’ de V estdn relacionadas por una transformacién

unitaria, es decir, por una matriz de cambio de base S que satisface S'S =SSt = I,,, como es fécil verificar:
f ol — I olY = (es e.) = &

Sie;=>_;Sjie; v (€,€j) = (ei, e;) = 6;j entonces

(ef €5) =D (Skiei, Sijer) = > SpaSiy(enel) = > S Sk = (878)i; = 8y
k,l k,l k

Remarquemos también que el producto (pero no la suma) de operadores unitarios es unitario: Si U, W
son unitarios = (UW)™! = W~lU—! = WiUT = (UW)T, por lo que UW es unitario. Est4 propiedad es
también obvia a partir de la definicién.

24. Autovalores y Autovectores de operadores autoadjuntos

1) Si F: V — V es un operador lineal autoadjunto = sus autovalores son todos reales y los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.
Demostracién: Si F(v) = v,

(v, F(v)) = (v, \v) = A(v,v)

pero por ser F' autoadjunto,
(v, F(v)) = (F(v),v) = (Av,v) = A*(v,v)

10



por lo que

A=A")(v,v) =0

lo que implica, si v # 0, A — A* = 0, es decir, A real. Todos los autovalores de F' seran pues reales.
Ademss, si F(v) = vy F(v') = N/, entonces

(v, F(v)) = A(v',v) = (F(v),v) = (v, v)

por lo que
W, ) (A= XN)=0

lo que implica
(W, v) =0si A # N

2) Si F: V — V es un operador lineal autoadjunto en un espacio V' de dimensién finita, existe siempre una

/

base ortonormal de V' formada por autovectores de F': 3 ¢ = (e,...,e,), tal que

F(e/) = )\7;6/ 1= 1) ceey N, (6, 6/') = 51]

% 2 AR

Es decir, F' es siempre diagonalizable y ademés lo es en una base ortonormal, la cual estara relacionada con
la base candnica original por una transformacién unitaria U:

MO L0
Flo=strs=] © 2 0 Y| sts—gst=1
0 0 ... A

con S =[Uley €, =Ule).
Demostracion: Por induccién sobre n. Para n = 1 todo F' es trivialmente diagonal en cualquier base. Con-
siderando ahora n > 1, si los n autovalores de F' son todos distintos, entonces esta propiedad es inmediata,
ya que por 1) existirdn n autovectores ortogonales entre si, que puede ser convertidos en ortonormales luego
de normalizacién (e — €./||e;|]).
En general, supongamos que €} es un autovector normalizado de F' (F(e}) = A€}, ((€],€}) =1) y sea S el
subespacio de V generado por €]. En tal caso S es invariante por F y por lo tanto, el complemento ortog-
onal S; |, de dimensién n — 1, serd también invariante por FT = F. F restringido a S| es obviamente
también autoadjunto. Por lo tanto, por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal de S; | en la que F
es diagonal. F resulta asi diagonal en la base ortonormal de V formada por €} y la base anterior de Sy . F
serd entonces diagonalizable V n en una base ortonormal.

3) Si F'y G son dos operadores autoadjuntos y [F, G] =0 (o sea, FG = GF') = existe una base ortonor-
mal comin €' en la que ambos operadores son simultdneamente diagonales:

F(e)y=Xel, G) =29, i=1,....n

Demostracién: Como F' es autoadjunto, existe una base ortonormal donde F' es diagonal. Como [G, F] = 0
= si F(e}) = A\lel, FG(e}) = GF(e}) = M'G(el), por lo que G(€}) € Vr(A') (espacio propio). Vp(Al) es
pues también invariante por G. Pero G restringido a VF(/\f ) es asimismo autoadjunto, por lo que es siempre
posible elegir una base ortonormal de VF()\f7 ) en la que G serd también diagonal, con autovalores )\ZG. Los
elementos de dicha base seran, por pertenecer a VF()\;‘7 ), también autovectores de F'. Repitiendo esto para
todos los autovalores, vemos que existird una base ortonormal de V' en la que tanto F' y G seran diagonales.

24.1 Operadores normales
Un operador lineal A : V' — V se dice normal si ATA = AA', es decir, si
[A,AT] =0

donde [A, B] = AB — BA denota el conmutador.
Asi, los operadores autoadjuntos (FT = F) son obviamente normales, y también son normales los unitarios
(Ut =U!, con UU' = UTU = I). Otro caso de operador normal son las antiautadjuntos (Ff = —F).
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Teorema de diagonalizacién para operadores normales:
Si A:V — V es un operador normal, entonces existe una base ortonormal ' en la cual [A]. es diagonal:

A0 ... 0
Ay = st[als = | ° Az 00 gig_ggt—,
0 0 ... A

Ademds si A: V — V es diagonal en una base ortonormal = es normal.

Demostracion: Hemos ya demostrado que para todo operador autoadjunto existe una base ortonormal
donde es diagonal. La extensién para todo operador normal se basa en la descomposicion

P A At
A+Al o A-A

A= A +idl, A==, >

valida para cualquier operador A, donde A" y A’ son claramente operadores autoadjuntos: (A’")T = A",
(AN = A’. Esta descomposicién del operador es similar a la de un ntimero complejo z = x + iy en parte
real x e imaginaria iy (caso particular n = 1).

Si A es normal =

mnmp:%m+AtA—AH:o
1

y por lo tanto, existe una base ortonormal comin €' donde A" y A" son simultdneamente diagonales. Los
autovalores de A serén entonces de la forma

Aj =N +iX,

con A%y )\} reales y autovalores de A” y A’ respect., por lo que Aj serd en general complejo.

Si A es autoadjunto (AT = A) = A; = 0 y por lo tanto /\} = 0. Los autovalores de A son entonces todos
reales, como ya habiamos demostrado.

Si A es antiautoadjunto (AT = —A4) = A, = 0 y por lo tanto A7 = 0. Los autovalores de A son entonces
todos imaginarios puros.

Finalmente, si A es unitario, [A]Z,, [Aler = In, lo que implica A\jAT = |Aj|2 =1, es decir |A;| = 1. Esto implica

Aj = % = cos ¢; +ising;

con A7 = cos ¢j, A} = sin¢;.
Por otro lado, si A es diagonal en una base €’ ortonormal = Af es también diagonal en dicha base, con

A0 ... 0
0O 0 ... X\

n

Por lo tanto
[AAT — ATA), = [A]o[ATe — [AT]o[Ale =0

lo que implica AAT — ATA = 0. A es entonces normal.

En resumen, el teorema implica que en un espacio unitario, un operador tiene representacion diagonal
en una base ortonormal si y sdlo si es un operador normal. En términos matriciales, si A es una matriz
de n x n, entonces existe una matriz unitaria S tal que A’ = STAS es diagonal si y sélo si A es normal

([AT, A] = 0). Esto comprende en particular las matrices hermiticas (A" = A), antihermiticas (AT = —A) y
unitarias (AJr = A~1). Destaquemos también que todo v € V puede expandirse en la base e’ de autovectores

de un operador normal A,
n n
v = g aie; = E P (v)
i=1 i=1
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donde a; = (e}, v) y P (v) = (€}, v)e; = aje;. Por lo tanto

Av) = ZA(aie;) = iai/\ie; = i)\ipe; (v)
i=1 i=1

=1

Como v es arbitrario, esto implica
n
A= E AP
1
i=1

Un operador normal puede pues expresarse como combinacion lineal de proyectores ortogonales sobre sus
espacios propios.
De lo anterior se desprende ademas que todo operador unitario U puede escribirse en la forma

U = expliF]

con F autoadjunto: Como los autovalores de U son de la forma €'%/, podemos definir F' como el operador
autoadjunto que es también diagonal en la base ortonormal €’ en que U es diagonal y que tiene autovalores
reales ¢;. En tal caso, [Ul]e = expli[Fle] = [exp[iF]]e, lo que implica [U]. = [exp(iF')]. en cualquier base.
Esto conduce a U = exp[iF].
Ejercicio: Utilizando la representacion diagonal, mostrar que si F': V — V es autoadjunto, entonces V
v €V, con v # 0, se tiene
(v.F(v)) _

(o) =M

donde A, vy Aps denotan resp. el menor y mayor autovalor de F.

Am <

24.2 Isometrias en espacios euclideos

Hemos visto que los autovalores de un operador unitario U son necesariamente de la forma A = ¢ =
cos(¢)+isin(¢p), con ¢ real. Mediante el “embedding” de un espacio euclideo en un espacio unitario discutido
en clase, esto permite demostrar que las isometrias U en espacios euclideos sélo pueden ser rotaciones
(DetU = 1) o rotaciones seguidas o precedidas de una reflexién (DetU = —1).

En efecto, si S = [U]. es una matriz real que representa una isometria U en una base ortonormal de un
espacio euclideo (S* = S~!), considerada en un espacio complejo representa una transformacién unitaria
(St = S~1). Dado que S es real, los autovalores vendran de a pares conjugados con autovectores conjugados:

SX =)2X, SX*=)\X*
Escribiendo A = A\ +iX;, X = X, +iX;, con A\, = cos¢, \; =sin¢ y X,., X; reales, esto implica
SX, =X — NX;, SX;, = MX + X,

Si A no es real (A\; # 0) = X; # 0 (pues S es real) y la ortogonalidad de los autovectores para autovalores
distintos (vélido para cualquier matriz normal [ST, S] = 0) implica (X*)TX =0, o sea,

(X, +iX)NX, +iX) = XIX, — XIX; 4+ 2iX!IX, =0

de donde X!X, = X!X; y X!X, = 0. Por lo tanto, vemos que en el subespacio generado por X*, X,
existe una base real y ortonormal con el producto escalar euclideo, formada por (X;, X,.), en la que el bloque

correspondiente de [Ule tiene la forma
g _ [ cos ¢ —sing
¢~ \ sing coso

que representa una rotacion de angulo ¢ (Det[S;)] =1). Y en el espacio euclideo completo, vemos entonces
que existe una base ortonormal e’ donde S’ = [U]. tiene la forma

Sy 0 ... 0 0
0 % ... 0 0
=] 0 0 ... 0 0
0 0 ... 41 0
0 0 ... 0 =l
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donde S(’m son bloques de la forma anterior que representan rotaciones en subespacios de dimensién 2, y
los elementos +1 representan los posibles autovalores reales. U representa pues rotaciones (Det[S'] = 1) o
rotaciones compuestas con reflexiones (Det[S’] = —1). Por ¢j., en R3, las posibilidades son un bloque Ay
seguido de +1 (rotacién) o —1 (rotacién compuesta con reflexion).

24.3 Elementos de matriz de un operador lineal en una base ortonormal

Recordemos que si F' : V' — V es un operador lineal = la matriz T' = [F]. (= [F]¢) que lo representa en
una base e de V' queda definida por

n
Fep) =Y Tjie;
j=1

En un espacio unitario y en una base ortonormal e, los elementos de matriz Tj; = ([F¢);; pueden entonces
obtenerse, por ortonormalidad de los e;, como

Tji = (e, F(ei))
De esta forma,

n
v = Zaiei, a; = (e;,)
i=1

n
F =" TiEj, Tj=I(eFle:))
ij=1
con Ej; el operador lineal definido por
Eji(v) = (e, v)e;
ya que F(e;) = >0y Tjiej = 325wy Tinler, ei)ej = (37 =1 TieEjr)(€i)-
Notemos que ([Ejile)r = Ox;0i-
Notacion de Mecanica cuantica:

Tji = (ej, Fei)) = (G|Fli), Eji — [5)(i]

donde |i) = e; y (i| = f* (vector asociado del espacio dual). Por lo tanto
F=3 Fgli)jl, Fy=(ilFlj)
2

Por ej., el proyector ortogonal sobre e; se escribe como P, = |i)(i| (ya que (ej, Pe,(e;)) = (ej,€i) = ;i)
mientras que el operador identidad es I = ), |i)(i|. En general, para todo operador normal F' : V — V
existe entonces una base ortonormal {|i)} de V formada de autovectores de F' en la que (i|F|j) = 0;;\i y

F:ZMW'

25 Descomposicién en valores singulares (DVS)

Sea F': V — W una transformacién lineal arbitraria entre espacios unitarios V' y W de dimensiénes n y m
respectivamente, y ey, ey bases ortonormales de V' 'y W. Entonces existen bases ortonormales ey, €}, en
las que F' queda representado por una matriz diagonal de elementos no negativos. En otras palabras, dada
una matriz A de m X n, existen matrices unitarias U de m x m y V de n x n tales que
A=UAVT

con U'U = I,,, VIV = 1,, y A’ de m x n diagonal de elementos A;Cj = 0;0kj, con 05 > 0. Aqui A = [F]gV
A = [F]z,‘va, U= yV =[], con VI = [I]Z,‘; Los o; no nulos se denominan valores singulares y
son las raices de los autovalores no nulos de la matriz hermitica ATA, de n x n (que posee autovalores no
negativos). V es la correspondiente matriz de autovectores normalizados (tal que VT(ATA)V es diagonal).
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La demostracién es similar al caso de matrices reales (espacios euclideos) y se deja como ejercicio.
Recordemos que si k es el nimero de autovalores no nulos de AfA, las primeras k columnas de U son los
vectores u; = Av;/o;, i = 1,...,k, 0; # 0, obteniéndose las restantes m — k columnas ortonormales de U
por el método de Gram-Schmidt complejo.

Ejercicios: Para A de m x n compleja general, demostrar (en forma similar al caso euclideo) que:
0) Las matrices ATA y AAT son ambas hermiticas.
1) Los autovalores de AT A son todos no negativos.
2) El niimero de autovalores no nulos de AfA es igual al rango de A.
3) Los autovalores no nulos de las matrices ATA y AA' son iguales.
4) ||All2 = o, siendo oy el maximo valor singular y ||Al|2 = Max,o||Av||/|[v]], con ||v|] = VvTv.
5) Sim =ny A es autovalor de A = || < oypy.
6) Si m =ny A es invertible = n.(A) = opr/om, donde o, es el minimo valor singular de A y n.(A) es el
nimero de condicién.

25.1 Forma polar de un operador lineal

En el caso de V = W, la DVS permite obtener en forma inmediata la denominada forma polar de un
operador: Si F': V — V es un operador lineal en un espacio unitario V entonces F' puede escribirse como

F=WM=MW

donde W es un operador unitarioy M, M operadores autoadjuntos positivos.
Dem.: Utilizando la DVS para la representacién A = [F. de F' en una base ortonormal e de V, se tiene

A = UAVT
= (UVH(VAVHY=WM, W=UV', M=VAVI =VAA
= (WUAUHYUVYH =MW, M=UAU'=VAAt

donde W es unitario (W1 =VUT = W)y ATA = VA2V AAT = UARUT.
Ejercicio: Discutir la DVS y la descomposicién polar de una matriz hermitica.
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26 Desigualdad de Cauchy Schwarz y relaciones de incerteza

Consideremos dos operadores autoadjuntos F, G. El valor medio de un operador F' en un estado

normalizado [¢) ((¢[y) =1) es

(F)y = (YIF|9)
(o sea (F)y = (1, F(¢)) en notacién de A.L.). Si F es autoadjunto, (F)y es real, ya que (¢|F|y) =
(WIFT ) = (BIFl)* (o sea, (¥, F(4)) = (F(),v)" = (¥, FT(4))* = (¥, F(1))").

La varianza de un operador F' en el estado [¢) se define como el valor medio del cuadrado de la diferencia
entre F'y (F)y y es una medida de la dispersion alrededor de la media:

APF = ((F — (F)yI)?)y = (Q|(F = (F)pI)*|¢) = (Y| F?ip) — (@|F|p)?

La desviacién esténdar es la rafz de la varianza: AF = VA2F = \/((F — (F),1)%),.
Definamos ahora

F=F—(F)yI, G=G—(G)yI

tal que AF = /(9| F2|b), AG = 1/ (10| G?|t), y consideremos el producto escalar (F'(y), G(v)) = (1, FG(v))),
es decir (¢|FG|i) en notacién cuantica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica |(F(v), G(1))| <

IE@INGE)I, con [[F()I]* = (F(W), F()) = (%, F*(4)), o sea,

(WIFGI)| <\ WIE2 10 (1G2) = (AF)(AG)

Por otro lado, si [F,G] = FG — GF denota el conmutador de F'y G, entonces
WIIF,GllY) = WIIF,GllY) = (W|[FGly) = (W|GF|y) = 2iIm[{[|FGly)]
donde Im denota la parte imaginaria, ya que (p|GF¢) = (|(GEF) |¢)* = (|FG[)*. Por lo tanto
sl (WIIF.Gll)| < [(W|FGIp)| < (AF)(AG)

es decir,
(AF)(AG) = 5[([F, G])yl

Esta es la denominada relacion de incerteza entre dos operadores: Si el conmutador es no nulo entonces el
producto de sus “incertezas” (AF)(AG) en un estado 1)) no puede ser menor que el médulo del valor medio
del conmutador en dicho estado.

Como ejemplo fundamental, consideremos el espacio L? de funciones 9(x) de R — C de norma finita
(N1el]* = [Z, [W(@)[Pde < 00) y que tienden a 0 para & — £oo, tal que el producto escalar

wo = [ " (@) bla)de

esté bien definido. Los operatores X y P = —ihd, = —ihg; 8 donde h = h/(2m), con h la constante de

Planck, son autoadjuntos en este espacio: (¢, X¢) = f v (z)rp(z)de = (X, ), y

(6. Po) = =it [V (@) (a)da = =it 0" @)(0) %, = [0 @ho(e)de] = [ it @)sota)da = (P).0)
S _

Dado que [X, Py (z) = —ih(zy/ (z)— (21 (x))") = ihp(x) ¥ 1, es decir, [X, P] = ihl, obtenemos |([X, P])y| =
hV ¢ y el resultado anterior implica entonces

h
(AP)(AX) > 5
El operador P representa en Mecédnica Cuéntica el operador impulso de una particula (en una dimension).

Por lo tanto, en cualquier estado cuantico el producto de las desviaciones estandar de X y P es no nulo y
mayor que h/2.
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Algebra Lineal: Aplicaciones a la Fisica (Curso 2014)
27 Tensores (Resumen)
27. 1 Notacién tensorial

. .z . . . / .
Mediante la convencién de Einstein para sumas, el cambio de base e, = 2?21 Sjiej, con S = [I]¢ una matriz
de n X n no singular, se escribe

1 Qi .
e = 5i¢j

donde Sle; = Z?Zl Slej y n es la dimensién del espacio. El indice superior en S denota fila y el inferior
columna. En forma matricial, la relacién anterior equivale pues a
/ / _ S
(e1,...,e,) = (€e1,...,en)

Por otro lado, la transformacién 2" = 377, Siglx] de las componentes de un vector v = Y ' 2'e; =
Yo a"el, se escribe en la forma

¢ =R/, R= St
donde Rz’ = Z;‘:l Rjz?. En forma matricial, la relacién previa equivale pues a

:L‘ll ZL’l

I/n xn

lo que esta también de acuerdo con el supraindice como indice de fila. Notemos que
il _ Qipl _ si
R;S, = SiRy, = 9y,
que es la expresion tensorial de la relaciéon matricial RS = SR = I. El vector v se escribe entonces como
v=ua'e; = 2"€]
Como verificacién, reemplazando z* = Rz, el = SFey, se tiene r'le} = R;S{‘Cx]ek = 5§?aﬂek = a’e;.
En general, n coordenadas a; que se transforman como
I Ql,, .
a; = 55 a;
se denominan covariantes, mientras que n cordenadas b que se transforman como
i pipg
v = RV
con R;S,i =0} (osea, R=1S5 ~1) se denominan contravariantes. En tal caso, el producto
/1 qd
b a; = b a;

(donde la suma sobre 7 estd implicita) permanece invariante frente a cambios de base.
Notemos finalmente que las relaciones inversas estan dadas por

a; = Rga;-, b = S’;b’ﬂ
Transformacion de las derivadas parciales:

Dado el cambio de variables lineal z"* = Rj-xj y su relacién inversa 2/ = S 2", con S = R', y R, S
independientes de las coordenadas, tenemos

C0xd - Ozl
J — A
5= ox''’ B OxI

En virtud de la regla de la cadena, se obtiene entonces

o " 927 D
ozt~ L= 9zt fad
7=1
o sea, en notacion covariante, ‘
0; = S0
donde 0. = 32”7 0; = %. Las derivadas respecto de componentes contravariantes se transforman pues de

manera covariante.



27.2 Transformacién de vectores del dual

Dada una base e = (e, ..., e,) de V, los elementos de la base dual e* = (e!,...,e") del espacio dual V* (el
conjunto de formas lineales de V' en K) quedan definidos por

(eiv €5 ) = 6;‘

(utilizamos la notacién e’(v) = (e, v). Esto implica la ley de transformacién contravariante
¢t = Réej

de forma que

(e",¢}) = R Si(e", e)) = RySL6) = R} Sk = 6

e

donde e :

S;-ei. Un elemento arbitrario h € V* puede entonces ser escrito como

donde ‘
a. = 5a;
1 MY

Notemos que si v = x'e;, h = a;€e’,
i i
a; = (h,e;), x'=(e",v)

Finalmente, mencionemos que si (e1,...,ey,), (¢'t,...,e™) son bases arbitrarias de V' y V* respect., con

una matriz no singular, la base dual de V asociada a la base ¢’ de V* est4 dada por
e = Sg ej

i
base e de V esta formada por

con S = R, ya que (¢!, ¢}) = (e’k,ej)SZ-j = R?Sg = 6F. Andlogamente, la base dual de V* asociada a la
el = S}e’j
ya que (¢!, ex) = Si(f7,ex) = SIR] = 6},

Ejemplo: Sea V = R? y sean (e'!,¢?) las formas lineales definidas por (e'*,v) = 3z +y, (€/?,v) = 2z + v,
donde v = (x,y) = ze1 +yea, con (e, e3) la base canénica de R?. Hallar la base dual de V asociada a e'l, e’?.

Podemos escribir ¢ = Riek, con R = (31) v (!, €?) la base dual asociada a (e, e2) ((e!,v) = z, (e2,v) = y).

Es claro que (¢, e?) es base de V* pues |R| = 1 # 0. La base dual asociada de V' est4 entonces dada por
ef=8e;,con S=R1=('7}):
6/1 = e — 2e9, 6/2 = —e1 + 3ez
verificindose que (e, e;) = 6;
27.3 Tensor métrico

Dado un espacio euclideo V' de dimensién finita, con el producto escalar denotado por (v,w), y dada una
base arbitraria e = (e, ...,e,) de V, el tensor métrico se define como

gij = (€i, €5)

Es una matriz simétrica (¢g;; = g;;) no singular (|g| # 0). En tal caso, la norma al cuadrado de un vector
v = z'e; (es decir, la distancia al cuadrado del extremo del vector al origen) estd dada por

Hsz = (a:iei,xjej) = xi(ei,ej)xj = a:igijxj



Podemos escribir lo anterior también en la forma
2 _ i = .
|lv]|* = 2"z, x; = gijo
Frente a un cambio de base, el tensor métrico se transforma como
/ /AN k ol k ol
9ij = (6ivej) =5; Sj(ekael) = 5; 59k

que corresponde a un tensor de rango (2,0) (dos veces covariante), como se verd en breve.
Las componentes z; se transforman pues en forma covariante:

/ i kol pJ k l k

En espacios euclideos V de dimensién finita, podemos identificar con cada elemento h del dual V* uno y
s6lo un vector wy, € V tal que

(h,v) = (wp,v)

YV v € V, donde el segundo paréntesis denota producto escalar: Si h = a;e’ y wy, = a'e;, con (¢, ej) = 5;-,

(h” e]) =a; = (wh) 6]) = ai(ei) 6]) = azgl]
de modo que aigij = a;. Por lo tanto,
a'=g’a;

donde ¢% denota los elementos de la matriz inversa de la matriz de elementos gij:
" .
9" g = 05

En lo sucesivo denotaremos a wy, directamente como h. Por consiguiente, podemos escribir los elementos
de la base dual como combinacién lineal de los e;. En notacion tensorial,

ol — gz’k ex
con A A : ,
(', e5) = g™ (exs ) = " grj = 0
Notemos también que o o ,
(e',e)) = g% (e, ex) = ¢

por lo que ¢g’* es el tensor métrico en la base dual. Un vector v puede pues escribirse en las formas
v=za'e; = x;€

donde z; = g;;27, €' = g*er, ya que z;e’ = glkgij:cjek = 5;?333% = 2’e;j. Para el producto escalar de dos
vectores v = x'e;, w = y’e; se tienen pues las expresiones

(v,w) = 2'gijy’ = a'y; = ziy’ = wig7y;

27.4 Tensores

Un tensor general de p indices covariantes y ¢ indices contravariantes (que denotaremos aqui como tensor (3))
en un espacio de dimensién n, es un conjunto de nP*4 ntimeros 71?11_::%1 ? dependientes de una base ordenada

B = (e1,...,€,) de un espacio vectorial V, que se transforman frente a cambios de base €; = S’e; en la
forma L ) ,

/915-+J i ip 1> j1.--J
TV =SSP R R T

1.2, ) i~ g1 Jqg T 11.-0p

con R = S~!. Por ejemplo, para un tensor (1), T = Ré»S,i]}j, que involucra una suma sobre ¢ y j.

Una posible realizacién de un tensor (#) es una forma multilineal T : VP x (V*)? — K de p vectores de

V' y q vectores del espacio dual V* (una funcién es multilineal si es lineal en cada uno de sus argumentos:



!0 1 1 / /
T(oqvr + )], v, .. vp,wh, ..o wd) = aT(vi,v2,...,0p,w, ..., wd) + 4T (v],v2,...,0p,w,..

similar para los restantes argumentos). En tal caso, si v; = :Uf ejy w' = a}eﬂ ,
1 q\ __ 01 ip 1 q 1 ]
T(vi,...,vp,w ..., w?) =2 .. .2 a]-l...aqu(eil,...,eip,eJ N )

Si los f* son los vectores de la base dual ((f¢,e;) = 5;-), los elementos

j1~-~jq — . . jl ]
1—;1...ip :T(eh)-",ezp,e ,...’eq)
se transforman como un tensor (3) frente a cambios de base: Si €] = SJe;, entonces e = Riel y
i+ Ja ! el 15 i i 71 o
- J Ja) = Le; Pe; Lol a,]
Tz”l...z‘; = T(eifl, el e a) = T(Si,le“, caSie,, Ryelt o Ryte a)

= Sh..SYRI. R
i LSYR) L RATI

-lp

-

Otra posibilidad es considerar a Tijll.:.zp

1

'7wq)7 y

como las coordenadas de un vector T perteneciente al producto

tensorial de espacios V® ... VOV *®...® V* en una base B = {¢j, ®...®e¢j, ® " @...®e'}, donde

q veces p veces

nuevamente (€, e;) = d;:

T=T)"7e®. 0e¢,0e 1. e

A i Qi ld I Qi I piLd — g1
Sie; = Rje;ye =Sle (tal que e; = Se;, e = Rie’, con R =S ), tenemos

. . ./ -/ . . . .
_ J1---Jqg pJ1 Jq Qi1 ip | / 1y 1y
T = Til...z‘p le"'quSi’l "‘Sz‘;ej{ ®...®e](,1®e ®...Qe€
Jg i

./ .,
171 / / " /

= T, ... 0, d'Tw... 0"
1.ty J1 Jq

por lo que

13704 i ip I g 1 ---J
i
Tra ——S.,l...S.,pRll...R]-qT- e
31 iy J1

roi
1], Jq ™ 110p

Un tensor () es un escalar. Permanece invariante frente a cambios de base:

T =T

1

Un tensor () representa el conjunto de coordenadas contravariantes de un vector. Se transforman como

T" = R\TI

En forma matricial esto corresponde a T/ = RT, con T un vector columna.
Por ejemplo, las coordendas x* de un vector v = z'e; € V se transforman como z’* = Rz,

0

Un tensor (7) representa el conjunto de coordenadas covariantes de un vector. Se transforman como

T = S]T;

En forma matricial esto corresponde a T = T'S, con T un vector fila.
Por ejemplo, las coordenadas a; de un vector h = a;e* € V* se transforman como a} = S/a;.

Un tensor (1) se transforma como

14 = Risk1

En forma matricial, esto corresponde a Tij = (RTS)j es decir, 7" = RT'S, con R = S~

70

_ Q- jo_ | Qk 1l
R=S57" osea, F/ = RISFF}.

Un ejemplo
son pues las matrices que representan operadores lineales F' : V' — V. FEstos pueden expresarse como
F = Fleje’, de forma que F(ey) = Flej(e',e;) = Flej, siendo FY = [F(e;)) = ([F]¢)] la matriz que lo
representa en la base e. Recordemos que esta matriz se transforma precisamente como F' = RF'S con



Un tensor (9) se transforma como

T}, = SFSiTy

En forma matricial, esto equivale a Tj; = (S*T'S);;, es decir, T" = S*T'S. Un ejemplo son pues las matrices
que representan formas cuadraticas (funciones de V' x V' — K), de elementos A;; = A(e;, ej), las que se
transforman como A’ = S*AS, es decir, A;j = SfAleé. En forma andloga se ve el caso de un tensor (%)
(funciones de V* x V* en K).

27.5 Producto Tensorial de Espacios Vectoriales. Recordemos aqui que el producto tensorial
V' ® W de dos espacios vectoriales V', W sobre el mismo cuerpo K, de dimensiones n y m respectivamente,
es el espacio generado por los productos {e;®é;},i=1,...,n,j=1,...,m, donde {e1,...,e,} es una base
de V y {é1,...,én} una base de W. Se verifica, Vv eV, weWya€ K,

a(v@w) = (av) ®w =v® (aw)
(V1 4+ ) QW= QW +v2@wW, v (W +ws) =vRw + v ws
O@w=v®0=0
SiueVeW =

n m
U = chijei®éj, Cij € K
i=1 j=1
Destaquemos que esto incluye vectores producto u = v®w, con v € V y w € W, como asi también vectores
que son combinaciones lineales de productos pero que no pueden ser escritos como un unico producto. La
dimensién de V- x W es n x m (y no n + m, como sucede con V' x W).

En mecénica cuantica, el espacio de estados de un sistema compuesto por dos subistemas distinguibles es
justamente el producto tensorial de los espacios de estados de cada subsistema, siendo estos tltimos espacios
de Hilbert (K = C). Para e; ® é; se emplea la notacién |i) ® |5) o directamente [i)|5) o |ij).

Los estados producto |u) = |v) ® |w) se denominan estados separables, mientras que los estados que no
pueden ser escritos como producto se denominan correlacionados o entrelazados.

27.6 Producto y Suma de tensores

Sea T un tensor (3) y U un tensor (gi) sobre el mismo espacio. Su producto es un tensor (j ig ") dado por

(U st gedn s dun
U1y 1.dp  lpgledp gy

La suma estd definida para tensores del mismo rango (§): (T + U)lelj; = Tl]llziq R Ufllqu
27.7 Producto tensorial de operadores. Si F : V — V y G : W — W son operadores lineales en
espacios V, W, entonces F QG : VW — V ® W es un operador lineal en el espacio producto tensorial
V ® W, definido por

(FRG)(vew)=F(v)® Gw)
Si F(v;) = A, G(w;) = \w;, entonces

(F X G)(Ul & wj) = )\ZF)\JGUz & wj

por lo que si F'y G son diagonalizables, (F' ® G) también lo es, con n x m autovalores )\fAJG, 1=1,...,n,

j=1,...,m. Ademis, Det(F ® G) = Det(F)™Det(G)". Notemos finalmente que (F ® G)* = F*¥ @ G*,
valido para k € N y también k € Z si F' y GG son invertibles.

SiF = F;eiek, G=Grgé, = FeG= F;Gf(ei ® é)(e! @ &), por lo que (F ® G);]f = F,f/,G{ Esto
corresponde pues al producto tensorial de las matrices que representan a F' y G, denominado también
producto Kronecker: Ordenando la base en la forma b = (e; ® €1,e1 ®€a, ..., €, ®€y,), la matriz de nm x nm
que representa a ' ® G en esta base es FlG): ... FlG):

[F®Gl,=[Fle®[Gl: = : :

Gl ... F7lGle

En notacién de Mecdnica Cuantica, e; — |i), ¢/ — (j| y F — > Bl Gl G = >k, Grlk)(|, con
FoG= Zi,j,kJ Fiijl|ij><k”~



27.8 Contraccion de tensores

La contraccién de un tensor (), con p > 1, ¢ > 1, queda definida por una suma de la forma

k..g
T]l q
...... k...ip

(donde la suma es sobre el indice repetido k), la cual se transforma como un tensor ( _1) pues S, Rk = (5’
Por ejemplo, si

J
U; zk

)

entonces
/J_/kJ_‘lk’j’kj_‘lj’ ' 3 17d
U T,k, Sf/Sk/Rk Rj Til —S§,5kRj S’R Zk —SZR U

)

1. /
donde hemos utilizado St, RY" = 6L. Vemos pues que se transforma como un tensor (1).

Asi, dado un tensor T,z{ (tensor (3)) son posibles las 4 contracciones

Th ik ki

ik
ki ik ik Tk’L

que originan 4 tensores (%) (en general distintos). Por otro lado, las dos posibles contracciones dobles que
dan lugar a un escalar (tensor (3)) son

kj
Tk] ,

Jk
Ty ;
Por ejemplo, dado el tensor Tij , la tinica contraccién posible es el escalar T; Este representa la traza de
la matriz T

T =T}

Esta es, como hemos visto, invariante frente a cambios de base.
Dado el tensor producto Tflk = F/GF, el escalar 7}]: = FJJ G¥ representa, matricialmente, el producto

de trazas: (TrF)(TrG) = F!G¥, mientras que el escalar T,‘gf = F,ﬁ G;? representa la traza del producto:
Tr(FG) = F]G*.

Ademas, la contraccién T kak = F; Ig Gf es un tensor (1), que representa el producto matricial FG.

Un tensor es simétrico respecto a dos indices del mismo tipo si T4/ = T-Ji vy es antisimétrico si
Tobeeds = et (Definicién similar respecto de indices 1nfer10res) Esta propledad es independiente de
la base: Por ejemplo, si Tk{ T,gl’,

/ZJ i’ pJ’ i i pi’ ok @i it _ ptg’d
Ty = R; R Sk/S = R; Rj Sk/Sj,Tk,l =Ty

Un tensor es completamente simétrico (antisimétrico) si es simétrico (antisimétrico) respecto de todo par
de indices del mismo tipo.
27.9 Determinante: Consideremos una forma multilineal completamente antisimétrica de V" — K.
En tal caso, si v; = :Ugej,
F(vi,...,vp) =2 .. ainFy,

donde F;, ;. = F(ei,...,e€;,). Se tiene F_; e —F. j..i.. para cualquier par de indices ¢, j. Es claro
entonces que F_; i = 0sii=j, es decir, si dos (o mas) 1nd1ces coinciden, y que si los indices son todos
distintos, Fj, . 4, = (—1)"1inFy o . donde n;, ;. es el nimero de permutaciones necesarias para llevar

(i1,...,1,) al orden normal (1,2,...,n). Podemos pues escribir
Fllv Y Aezlv

donde A = Fio . V €., es el simbolo completamente antisimétrico que satisface €12 ., = 1 (simbolo
de Levi-Civita). Por lo tanto,

F(vi,...,vn) = /\mi1 xi{‘ezlzn = ADet[X]

donde ) )
Det[X] =z} ... 20y i,



es el determinante de la matriz de elementos x; (la cual es una funcién multilineal completamente anti-
simétrica de las columnas de la matriz, que vale 1 para la matriz identidad). Por ejemplo, para n = 2,
Det[X] = 2l ahe;; = wixdern + 23alear = x{a3 — 232, mientras que para n = 3,

Y — 1,23 1,.3,.2 2..3,.1 2..1,.3 3,.1,.2 3,.2,.1
Det[X] = TYTHTZ€;j, = T1THT3€123 + T{THTZ€132 + T{THT3€231 + T{T3T3€213 + T ToT3€312 + TTT5T3€321

- pl,2,3 " 1,32, 231 ,2.1.3, 3.1.2  3.2.1
= T1TRTZ — TIXTTZ + TITHT3 — TITT3 + T{TT3 — TITT3. N N
Notemos también que zizle;; = zizd — 23zl = zlad — 2la? = x}m?e”, donde €7 = ¢€;;, y en general,
— 1 Jn. . _ 1,71 Jn, . leein — pl N1
Det[X] =LY T €y = Ty e T € € = @y g €
donde €' =¢€;, 4 .
Observemos que frente a un cambio de base general, Fj, _; = F(e;,...,e;,) transforma como

/ Qi1 7 ] o i1 in . o _
Suba y baja de indices y tensores cartesianos. En un espacio euclideo, es posible bajar o subir indices
de un tensor mediante el tensor métricog;; = (e;, e;), y su inversa g/ = (e’, e’), que son tensores simétricos
de tipo (9) y (3) respectivamente:

Jlsesda . . ot Ja) — ) I Jadge .
Tt = T, e, €. ef) =T(ei, ... e, 9" ey, ..., g"ae;,)
s . o o
— JaJ , e Y — gi1d Jadop. .,
= g g T (e, e, €5, e5q) = g7V gl Ty i end

Por ejemplo, si Tz-j es un tensor (1), T7¢ = gkiTIg es un tensor (3) y Tj; = gjxTF es un tensor (3). Ten-
sores cartesianos: En un espacio euclideo V', si nos restringimos a transformaciones isométricas entre bases
ortonormales, entonces g;; = (e;,€;) = 0yj, g7 =069y e = g4 ej = ¢;. En tal caso no se puede distinguir
entre indices covariantes y contravariantes y se tiene T =T, Tj =T = Tij, T,fj = Tjjki, ete.

Notemos precisamente que para transformaciones entre bases ortonormales (isometrias) R = S -l =gt
es decir, Ré» = S7. En tal caso, T = RIT' =, S}T *, verificdndose que 77 se transforma igual que 7.

Pseudotensores cartesianos: Si frente a un cambio de base isométrico en un espacio euclideo se tiene

P

T}, .y = Det(8)S}} ... ST, i

P

se dice que T' es un pseudotensor cartesiano de rango p. Se comporta como un tensor de rango p frente

a cambios de base que satisfacen Det[S] = +1 (rotaciones) pero exhibe un cambio de signo adicional si
Det[S] = —1 (reflexiones).
Por ejemplo, frente a isométrias, el tensor completamente antisimétrico Fj, i, = F(e1,...,e,) e€s

un pseudoescalar, mientras que (a x b), = a'b/e;j es un pseudovector (a’i/b’j’ei/j/k = R%lelaibj €irjrk =
R;I’RgZ'Rf’S,Qaibﬂ'ei,j/k, = Det(R)SLa'be;;; = Det(R)SL(a x b);).

28 Campos tensoriales, simbolos de Christoffel y derivada covariante

Consideremos un cambio general de coordenadas x'!(z!,...,2") en V = R". Tenemos
) o 9l .
di" = R'dx’, Ry =—— = 0;2"
J J OxJ
La matriz inversa es ,
(3
gi = 97 o
I 9l J

y satisface
i il i
SiRy, = R.S;, = 6},

Tanto S como R dependen ahora de las coordenadas. Podemos considerar en c¢/punto la base definida por
e; = Sf e;

siendo aqui e = (eq, ..., ey,) una base de V independiente de las coordenadas, y ¢/ = (e, ..., el,) dependiente
de las coordenadas.



Si e es la base canénica, el tensor métrico original es g;; = (e;,e;) = d;; mientras que en la nueva base,
gz’-j = (e}, e;-) = S’f’Sj-gkl = Sijl-ékl, es decir, ¢ = STS en notacién matricial. Se obtiene entonces

2 [ TOC R SV 2 SO R SN VA S Y
ds® = dwidz’ = dajda™ = da"dz” g,
Un campo vectorial v dependiente de las coordenadas puede pues escribirse como
i ny,_ . __ I8 J1 my _/ 1o pi,j
v=0'(z, .. 2" )e; =0 (27, 2)e;, v = R

Generalizando, si D C V, un campo tensorial real (}) es una funcion 7: D -V ®@... VeV * ®...@ V"

q veces p veces

T T]h 1JQ($1"“’xn)ejl®...®€jq®fi1®fip

11y-++5p

Frente a un cambio general de coordenadas, se obtiene

T = T'Jl’ ’fq (..., 2™, ®...® e;é ® fir @ flir

/[’1» J1

con

. . -/ .
13 15esdg o 1 my __ ot ip 1 Jgrdlseda .1 n
Tlp 7%@ N )—Si/l...Si;le...quillh @)

Por ejemplo, un campo vectorial es un campo tensorial (é)

Consideremos ahora la derivada de un campo tensorial (),

(9 v= 8’( fel) = (8§v'i)e; + v/i((?;»e’i)
El segundo término da cuenta de la dependencia de la base de las coordenadas. Dado que €, = S{“ek, se
tiene die; = (9;S})e; = (9;S}) R, y por lo tanto
8;-6; = I’fje;

donde I’ Z = (8;-5%)]%{“ = —5’58’ Rk son los simbolos de Christoffel, que dan cuenta de la variacién de los
elementos de la base. Como Si = dja' = T'F; = T'%,, pues 8,5} = 8,0jx! = 80}z = 0],

Se obtiene entonces ‘

A = [(8}2}’}“) + U”I’fj]ez,

La expresion

tk — 1k rk
vy =T

donde U”j = 8’ k se denomina derivada covariante de las componentes contravariantes, y satisface las
reglas correctas de transformacién. Tenemos pues

dov = v’k f1an

En el caso de que la base sea independiente de las coordenadas, Ffj = 0 y la derivada covariante se reduce
i i
a la usual (v'; =0';). . '
Por ejemplo, la divergencia de un campo vectorial v = v'e; = v"’e,; puede entonces expresarse en la forma
(demostrar como ejercicio)
[P AN A/ S~ I 1 rnJ
o' =v'; =" = (0") +v I‘Z..

Z

Para componentes covariantes, tenemos v = v;e’ = vie”, con € = , v €¥ independiente de las coorde-

nadas. Por lo tanto,

dv = (Ohv))e" +v"(0)e")
Pero 8;»6” = (8;-R§)el = S,lf(@}Rf)e’k = —F};j por lo que

O = 1(0fu}) — T} 1



La derivada covariante de componentes covariantes debe pues definirse como
A A 4 ot}
Vkj = Uk~ Vilk

para que

foo ol 1k
Ojv = vy ;e

En forma anéloga se definen las derivadas covariantes de tensores arbitrarios de rango ( )
Dado que ¢}, = SlSk Jim, tenemos, para g, independiente de las coordenadas, O glk (0’ Sl) W Gim +
Sf(@;Sm)glm — (8’SZ)RTSS i Gsm + (0’Sm)R’” S5SLgs = ”grk + ijglr, por lo que

m=r=

! 0 !l R -
Giky; = Gik; — 9l — Gul'; =0

De esta forma, si v] = g},.v' 'k se verifica que vl = gzkv . La dltima ecuacién permite también escribir los

simbolos de Chrlstoffel directamente en términos de derlvadas del tensor métrico:

1.
=9"" (gmk, + Gmik — Gklm)

Ty, =
kl 9

Ejemplo: Para V = R? y coordenadas polares, definidas por
r=rcos, y=rsind

se obtiene dx = dr cos0 — rsin0df, dy = drsin @ + r cos 6df, de forma que
e 1 .
g_ 0989 rsin 6  R=1 TC?SQ rsin 6 4= 1 O2
sinf  rcosf r \ —sinf cosé 0 r

con dr = dx cosf + dysinf, df = (—dxsin + dy cos ) /r,
er = ez cosl + e, sinb, eg = r(—ezsinf + e, cosb), y e, e, la base canénica. Obtenemos entonces

ds? = da? + dy? = dr® + r?do?

En este caso, los unicos simbolos de Christoffel no nulos son Fre = zr =1/r, T}, =
La divergencia de un campo vectorial

v=10"e, + 0%y =v"e, + vWey

es entonces
Dpv” 4 0yv¥ = 00" + g + Ty = 9" + 9gv? 40" 1

El gradiente de un campo escalar ¢ puede escribirse en la forma (9'¢)e; = (0''¢)e!, donde 9" = g’V 9.

Por lo tanto,
8¢ 8¢ agb 1 a¢
0x" + 8y T rt 200

Finalmente, el Laplaciano de un campo escalar ¢ (la divergencia del gradiente de ¢) puede expresarse
como
82¢ 1 0% 10¢

i oo /j v, -7
00’0 = 00" + T o= S5+ 5o + o
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