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Practica 0 — Repaso y algo mas

Campos escalares y vectoriales, calculo diferencial e integral, delta de Dirac.
EDOs.

Problema 1. Grafique las siguientes curvas, y calcule sus vectores velocidad en funcién del pardmetro ¢:

1. o(t) =%/t con 0 <t < 1. 3. o(t) = (cos(t) — D)x + (sin(t) +2)y, 0 < t < 7/2

4. o(t) = cos(t)x + (sin(t) — 2)y + (3t)z , 0 < t < 10
2. o(t)=rog+ Art conrg = (1,1,1), Ar=(1,-1,-1) y ®) ®) (sint) =2)y + (31)
0<t<l.

5. o(t) =sin(t)%x — 3ty con 0 < t < 4.

Problema 2. Grafique las siguientes superficies, y encuentre los correspondientes elementos de drea:
1. A(u 3. A(z,¢) = cos(¢)x + (sin(p) — 1)y + 2z, 0 < ¢ < m,
2. A

;) = (cos(¢) sin(0) — 1)x + (sin(¢) sin(0) + 1)y + —l1<z<L
%cos(@)i, 0<O0<m/2, —T<¢p<m.

W =1-uwx+(1-v)y0<uv<l.

Problema 3. D¢ una parametrizacién para las siguientes curvas:

1. Un segmento de recta que sale del punto (1,0,0) y llega hasta el punto (1,2,1)
2. Un segmento de circunferencia que sale del punto (1,0,0), pasa por el punto (1/v/2,1/4/2,0) y llega al punto (0, 1,0).
Problema 4. D¢ una parametrizacion para las siguientes superficies, y sus correspondientes elementos de drea:

1. El paralelogramo generado por los vectores (0,0,0), (1,0,1) y (1,1,0).
2. La esfera de radio 2 centrada en el punto (1,0,0).

3. Un cilindro de largo 2, centrado en el origen, coaxial con el eje z, y de radio 1.

Problema 5. Dé una parametrizacion para los siguientes voliimenes, y sus correspondientes elementos de volumen:

1. Un cubo de lado 1, centrado en el origen, y con sus caras perpendiculares a los ejes cartesianos.

2. La esfera de radio 1, centrada en el origen.

3. Un cilindro de largo 2, centrado en el origen, coaxial con el eje z, y de radio 1.

Problema 6. Sear =aX+yy+ 22y ro = xoX + yo¥ + 202. Determine el gradiente de las funciones f(r) = |r —ro| y
g(r) = |r—ro| 7"



Problema 7. Calcule la divergencia y el rotor de los siguientes campos vectoriales

F(r)= 5. F(r) = yx —xy
F(r) =
6. F(r) = y>x + 22y + 22)y + 2yz2
3. F(r) =
F(r) = |r|2+a2 7. F(r) = Egcos(k - r) con Eg y k vectores constantes.

Problema 8. Demuestre que a) La divergencia del rotor de una funcién suave es siempre nula. b) El rotor del gradiente
de una funcién suave es siempre nulo.

Problema 9. D¢ las expresiones generales para Vi(7), V - A(7), V x A(7) y V24(7) en coordenadas
a) Cilindricas.
b) Esféricas.

c¢) Ortogonales generales ortogonales.

Problema 10. Demuestre las siguientes identidades, donde ¢(7) es un campo escalar (¢ : R? — R) y A(7) un campo
vectorial (A : R? — R3). Sugerencia: utilizar la notacién de Einstein, donde la suma sobre indices repetidos est4 implicita.

a) V x (VxA)=V(V-A) - V24

Problema 11. Demuestre las siguientes identidades para los campos vectoriales A : R3 — R? y B : R3 — R3.

-, —

)+ (B-V)A— (A-V)B

<

a) V x (Ax B)=A(V-B) - B(
b) V-(AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)

)B+ A x (VxB)+B x

-,

(V x A)

<]l

¢) V(A-B)=(B-V)A+ (A-

Problema 12. Integrales de linea Calcule las integrales de linea asociadas al campo F(r) = yX + 22y a lo largo de
las siguientes curvas:

1. Moviendose en linea recta desde el punto a = (2,—2,0) al punto b = (2,2,0).
2. Moviendose en linea recta desde el punto a al punto ¢ = (1,0,0), y de ahi nuevamente en linea recta al punto b.
3. Recorriendo un arco de circunferencia centrado en el origen, que va del punto a al punto b.

4. Moviendose en linea recta desde el punto a al punto ¢ = (1,0,0), y de ahf nuevamente en linea recta al punto b, y
finalmente, volviendo en linea recta hasta el punto a.

Repita los calculos para cl campo F(r) = 2zy?x + 2y2?y
Problema 13. Integrales de superficie Calcule las integrales de flujo asociadas al campo F(r) = 2zzx + (z + 2)y +

y(22 — 3)z sobre la superficie de un cubo de lado 2, con un vértice en el origen 0 = (0,0,0) y sus aristas paralelas a los
ejes coordenados, excluyendo la cara que contiene al punto (1,1,0).



Problema 14. Integrales de volumen Calcule las siguientes integrales de volumen sobre el cubo unitario V = {r =
X +yy +22/0 < z,y,2 < 1}

L [ f(x)dV con f(r) = xyz?
2. [, f(r)dV con f(r) =22

Problema 15. Teorema fundamental Compruebe el teorema fundamental para gradientes usando ¢(z,y,2) =
22 + 4oy + 2y2z3 para calcular la integral de linea de la funcién T(x,y, z) = Vé(x,y, z) desde el punto a = (0,0,0) al
punto b = (1,1,1) y los caminos:

a) (0,0,0) — (1,0,0) — (1,1,0) — (1,1,1) de a tramos rectos.

b) por el camino parabdlico z = 22, y = x.

Problema 16. Soluciones Ec. Diferenciales lineales 1. Encuentre la solucién general de la Ec. diferencial

df(t)

o A =

y grafique el caso en que f(0) =1y A =2.

Problema 17. Soluciones Ec. Diferenciales lineales 2. FEncuentre la solucién general de la Ec. diferencial

df(t)
dt

y grafique el caso en que f(—o0) =0,a=1y A =2.

+Af(E) =

Problema 18. Soluciones Ec. Diferenciales lineales 3. Encuentre la solucién general de la Ec. diferencial

f(t)  df(t)
gz Thgr A=

y grafique el caso en que f(0) =1, % =0sia)n=1, A=4r%b) A =4r2 =n?/dyc) A =4rn? =n?/8.

Problema 19. Delta de Dirac Considere la Delta de Dirac, una distribucién (o funcién generalizada) tal que para
cualquier funcién continua f(z)

flxg) sia<zp<b
0 sizg<aVb<uaz

y su extensién a tres dimensiones §° (7 — %) = d(x — x0)d(y — y0)6(z — 2g). Calcule las siguientes integrales de volumen
a) [&(r—a)(r?+r-a+a?)dr (con a un vector fijo y a = |a|) sobre todo el espacio.

b) [63(r —d)(r* +r’*r-d + d*)d’r (con d = (5,3,2)) sobre la esfera de radio 6 centrada en el origen.

c) [83(r—d)r-(d—r)d®r (con d = (5,3,2)) sobre la esfera de radio 6 centrada en ¢ = (2,2,2).



Problema 20. El espacio de funciones en un intervalo [a,b] es un espacio vectorial de dimensién infinita. UNa base
para dicho espacio es necesariamente un conjunto infinito de funciones linealmente independientes B = {f,(z)/n € Z}.

Dicha base es ortonormal si satisface que

1 sin=m

b
/ ) la)ds = =4 5

No es suficiente sin embargo que las infinitas funciones sean linealmente independientes para constituir una base del

espacio de funciones. Para ello deben satisfacer ademés la condicién de completitud

9
> @) fula’) = bz — )
n=-—00
a) Use la completitud y la ortogonalidad de las funciones de la base para mostrar que una funcién cualquiera ® () puede
desarrollarse como
00 b
O(z)= Y cofulx)  con = [ fi(x)P(x)dx
a

n=—oo

b) Considere B = {f,(x) = €™ /n € Z} con x € [0,1]. Muestre que en ese intervalo las funciones de B son ortonor-
males.

c) Considere la funcién ®(x) = x, halle los coeficientes ¢,, de su desarrollo en el intervalo [0, 1]:

M
(I)M(l')z Z Cn€Z2me.
n=—M

Con la ayuda de algin graficador, trace las gréficas de ®,/(z) para los casos M = 1,2,10 y 100.



