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Zur Theorie  des  F e r r o m a g n e t i s m u s .  
Von W. Heisenberg in Leipzig. 

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 20. Mat 1928.) 

Die Weissschen Molekularkr~tfte werden zurtickgefiihrt auf ein quantenmechanisehes 
Austauschph~tnomen; und z.war handelt es sich um diejenigen Austausehvorg/inge, 
die in letzter Zeit yon Hei t le r  und London mit Effolg zur Deutung der homSo- 

polaren Valenzkr/ifte herangezogen worden sind. 

E i n l e i t u n g .  Die ferromagnetischen Erseheinungen slnd in formal 
befriedigender Weise dureh die bekannte W eisssche Theorie* gedeutet 

worden. Diese Theorie basiert auf der Annahme, dal] jedes Atom im 

Kristall eine richtende Kraft  durch die iibrigen Atome des Gitters er- 
fahrt, die proportional der Anzahl der bereits geriehteten Atome sein 

soll. Der Ursprung dieses atomaren Feldes war dagegen vtillig un- 

bekannt, und einer Deutung der Weissschen Krafte auf Grund der klassi- 

schen Theorie standen ~olgende Sehwierigkeiten im Wege: M a g n e t i s e h e  
Weehselwirkungskr~fte zwischen den Atomen sind stets um einige 
Grtil]enordnungen kleiner als die aus den ferromagnetischen Experlmenten 
folgenden atomaren Felder. E l e k t r i s c h e  Wechselwirkungen fiihren 
zwar zur richtigen Gr(il3enordnung; dagegen wfirde man eher erwarten, 
dab die elektrisehenWechselwirkungen zweier Atome dem Q u a d r a t  des 

Cosinus ihres gegenseitigen Neigungswinkels als dem Cosinus proportional 
w~ren, entgegen den Voraussetzungen der Weissschen Theorie. Andere 
Schwierigkeiten wurden noch ausfiihrlich yon L e n z * *  diskutiert, 
und es gelang Is ing***,  zu zeigen, dab aueh die Annahme richtender, 
hinreichend grol]er Krafte zwisehen je zwei Nachbaratomen ether Kette 
n i c h t  geniigt, tun Ferromagnetismus zu erzeugen. 

In ein neues Stadium ist der ferromagnetische Fragenkomplex ge- 
treten dureh die U h l e n b e c k - G o u d s m i t s e h e  Theorie des Spinelektrons. 
lnsbesondere folgt aus dem bekannten Faktor g---~ 2 beim E i n s t e i n -  

de Haas -Ef fek t  (der ia eben bet ferromagnetischen Substanzen gemessen 
wurde), dal] sieh in einem ferromagnetischen Kristall nur die magnetisehen 
Eigenmomente der Elektronen, gar nieht die Atome orientieren. Damit 
fi~llt wieder die MSg]ichkeit fort, die W e isssehen Kri~fte als elektrisehe 

Wechselwirk:ungen, abhangig yon der relativen Spinriehtung der Elektronen, 

* P. weiss,  Journ. de phys. (4) 6, 661, 1907 und Phys. ZS. 9, 358, 1908. 
** W. Lenz, Phys. ZS. 21, 613, 1920. 

*** E. Is ing,  ZS. f. Phys. 81, 253, 1925. 
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zu deuten, da wir wissen, da~ solche Kri~fte nicht existieren. Ferner 
hat P a u l i *  zeigen k51men, da~ bei Vernachlassigung der Weehsel- 
wirkung der Elektronen in einem Metall bei Anwendung der P a u l i -  

F e r m i - D i r a c  schen Siatistik stets Para- oder Diamagnetismus resultiert. 

w 1. M o d e l l m a 6 i g e  G r u n d t a g e n  der  Theo r i e .  Der Grund- 
gedanke der hier versuchten Theorie ist dieser: Die empirischen Er- 

gebnisse stellen uns beim Ferromagne~ismus vor,eine ganz ~hnliche Sach- 

lage, wie wir sic frfiher einmal beim Spektrum des Heliumatoms getroffen 
haben. Aus den Termen des Heliumatoms schien damals zu folgen, dal] 

zwischen den Spinrichtungen zweier Elektronen eine starke Wechsel- 

wirkungsenergie herrscbte, die zu der Aufspaltung des Termsehemas in 
Singulett- und Triplettsysteme fiihrte. Damals konnte diese Schwierigkeit 

gel(ist werden dureh den Naehweis, da6 die scheinbare groBe Wechsel- 
wirkung indirekt hervorgebraeht wurde durch ein Resonanz- oder Aus- 
tausehphanomen, das fi~r alle quantenmechanischen Systeme gleieher 
Partikeln charakterlstiseh ist. Es liegt also nahe, auch zur  E r k l a r u n g  

der  f e r r o m a g n e t i s e h e n  E r s e h e i n u n g e n  d leses  A u s t a u s c h p h a -  
nomen  h e r a n z u z i e h e n .  Wir werden zu zeigen versuehen~ dab die 
C o ul  o m b schen Wech selwirkungen zusammen mit dem P a u 1 i schen Prinzip 
ausreichen, um die gleiehen Wirkungen hervorzubringen wle das yon 

W e i s s  postulierte molekulare Feld. Erst in der letzten Zelt sind die 

mathematisehen Methoden zur Behandlung eines so kompllzierten Problems 
entwiekelt worden in den wiehtigen Untersuchungen yon Wigner** ,  
Hund***, H e i t l e r  und London**** 

Bevor ieh zur eigentliehen Reehnung fibergehe, m(iehte ieh eine 
kurze Ubersicht geben fiber die Approximationsmethoden, die bei der 

Behandlung der Elektronenbewegung in Metallen zur Allwendung kommen 
kSnnen. 

Me thode  I. Nach Pau ] i  (1. c.) und S o m m e r l e l d r  werden die 
Elektronen in ers~er Ni~herung als v(fllig frei vorausgesetzt, in zweiter 
Niiberung werden etwa die Wechselwirkungen mit den Gitterpunkten als 

* W. Pauli ,  ZS. f. Phys. 41, 81, 1927. 
** E. Wigner, ebenda 40, 883, 1927; 43, 624, 1927. 

*** F. Hund, ebenda 43, 788, 1927. 
**** W. Hei t le r  und F. London, ebenda 44, 455, 1927, im folgenden mit 1 

zitiert; W. Hei t ler ,  ebenda 46, 47, 1927 (mit ,II" zitiert); ebenda 4:7, 835, 1928 
(mit ,,III" zitiert); F. London, ebenda 46, 455, 1928. 

t A. Sommerfeld, ebenda 47, 1, 1928; vgl. auch W. V. Houston, ebenda 
47, 33, 1928 and C. Eckar t ,  ebenda 47, 38, 1928. 
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StSrung hinzugeftigt (Houston*).  Die Wechselwlrkung der Etektronen 

nn~ereinander wird vsllig vernaehlgssigt. 

Methode  IX. Als erste Ngherung wird die Bewegung eines Elektrons 

in einem (in drei Richtungen) periodischen Krafffeld (das keineswegs 

klein zu sein braueht) berechnet. In n~ehster Ngherung werden etwa die 

StSrungen beriicksiehtigt, die yon Abweichungen yon der Periodizitat 

ira Gitter herriihren. Die Behandlung der Weehselwlrkung tier Elek- 

tronen untereinander begegnet bier den gleiehen Schwierigkeiten wie bei 

Methode I. 

~[ethode III .  In der ersten Ngherung denkt man sieh den Gitter- 

abstand sehr groi] und nimmt an, dab noeh iedes Elektron zu seinem Atora 

gehSrt. In ngehster Ngherung beriieksiehtigt raan den von H e i t l e r  und 

L o n d o n (l. e. I.) zuerst behandelten Austauseh yon Elektronen, die sich ira 

ungestSrten System an v e r s c h i e d e n e n  Orten rait g l e i e h e r  Energie 

bewegen. Zustgnde, bei denen sieh mehr  Elektronen als ira ungestSrten 

Systera bel e inem Atom befinden, werden in dieser Ngherung n i c h t  
mi tb  e rii ek s i eh t i g t .  

Der Untersehied dieser drei Methoden wird klarer, wenn wir ihn 

an einem anderen Beispiel, an de ravonHei t l e r  und London(1.  e.I) aus- 

fiihrlich behandelten Wasserstoffmolektil erl~utern. In Methode I wtirden 

wieder die Elektronen zungehst als frei behandelt, was hier nattirlich 

keine geeignete Ausgangsl~sung zur Bereehnung des l~olekiils ergabe. 

In Methode I I  wiirde man ausgehen yon dan LSsungen des Zweizentren- 

problems (vgl. ttnnd**). Ein Terra, bei dera ira Grenzfall unendliehen 

Kernabstands Elektron 1 um den Kern a eine 1 S-Bahn, Elektron 2 ura 

den Kern b eine 1 S-Bahn beschreibt, wiirde aufspalten in vier Terme 

(1 bis 4), etwa charakterisiert dureh das Schema: 

[ Kern Kern b a 

1 1 2 
2 2 1 
3 1,2 - -  
& - -  1,2 

Die Weehselwirkung der beiden Elektronen wiirde erst in hSheren 
N~herungen mitbertieksichtigt. - -  Die Methode I I I  wird direkt identisch 

* W. V. Houston, ZS. L Phys. 48, 449, 1928. 
** F. Itund, ebenda 40, 742, 1927. 
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mit der yon H e i t l e r  und L o n d o n  benutzten Methode. Nur Term 1 
und 2 werden zu elnem nngestSrten System zusammengefal]t. Von Term 
3 und 4 wird angenommen, dal] sie zu erheblieh hSher liegenden Energie- 
werten fahren. Die Termmannlgfaltigkeit des ungestSrten Systems ist 
also bei Methode I]I  geringer als bei Methode I oder II. 

Es gibt wohl a priori keine Argumente, irgend eines der drei An- 
n~herungsverfahren vor den anderen zu bevorzugen. ]~Iethode I wird am 
ehesten anwendbar sein bei Metallen sehr g r ol] e r Leitf~higkeit, Methode I I I  
bei Metallen g e r i n g e r  Leitfghigkeit. Methode I[  steht in der Mitre 

zwisehen diesen beiden Grenzfgllen. 

Fiir die f0lgenden Bereehnungen babe ich die Methode III  zugrunde 
gelegt, da nur sie eine quantitative Behandlung der Elektronenweehsel- 

wirkung gestattet. 

w 2. Die V e r t e i l u n g  d e r T e r m w e r t e .  Die folgendea Rechnungen 
bilden eine einfaehe Verallgemeinerung der t t e i t l e r - L o n d o n s e h e n  
Untersuehungen (1. c. I) auf den Fall yon 2n in Wechselwirkung stehenden 
Elektronen (die Anzahl der Elektronen ist aus rein formalen Granden 
als gerade angenommen). Im ungestSrten System befinden sieh also 
2nElektronen in 2n v e r s c h i e d e n e n  (zwar n i e h t  energetisch, wohl 

aber 8rtlich versehiedenen) Quantenzellen. 

0her  die Quantenzahlen der Elektronen in ihren Atomen machen 
wir zunaehst nur die Annahme, dal] sie ftir alle Atome gleich sind. 
Andere station~re Zustgnde des ungestSrten Systems werden nieht mit 
beriieksichtigt, es wlrd angenommen, dal] sie zu sehr vlel hSheren Energie- 

werten fiihren warden. 

Es hande]t sich dann um die Bestimmung der Energiewerte der 
stationaren Zust~nde des Gesamtsystems, die zum oben besehriebenen 
Zustand gehSren, wenn als StSrung die Coulombsehe Weehselwirkung 
der Ladungen elnes Atoms mit den Ladungen irgend eines anderenAtoms 
betrachtet wlrd. Es wird uns wegen der sonst anftretenden grol~en 
rechnerischen Komplikationen nut m~glleh sein, die StSrungsreehnung 
bis zur ersten Approximation zu verfolgen. Ob diese erste Annfi.herung 
f~ir die in der Natur vorkommenden F~lle wlrklieh ausreieht, mu~ damn- 
gestellt bleiben. Ftir die Eigenfunktionen des ungestSrten Systems 
nehmen wir etwa Produkte der SehrSd inger schen  Eigenfunktionen des 
Wasserstoffatoms, oder besser der dem betref[enden Atomrest ent- 
sprechenden Eigen[unktionen, ganz wie in der zitierten Arbeit yon 
H e i t l e r  und London ;  - -  es ist wohl aberfliissig, hier diese Ansgtze 
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ausfi~hrlich zu wiederholen. Diese Eigen[unktionen sind zwar nicht or~ho- 
gonal, aber die Abweichung yon der iiblichen Behandlung, die hierdureh 

er~orderlieh wtirde, iiu~ert slch erst in den Gliedern zweiter 0rdnung, wir 
kSnne~ also hier konsequent die im Falle orthogonaler Eigenfunktionen 
iibllche Behandlungsweise anwenden. Infoige der gegenseitigen StSrung 
k~innen die Elektronen eines Atoms mit denen irgend eines auderen in 
Aus~ausch treten. Solange yon den StSrungsgliedern zweiter Ordnung 
abgesehen wird, kommen nur einfache Transpositionen zwischen zwei be- 
naehbarten Atomen vor. Nimmt man als einfachsten,Fall an, dal] im 
ungest(irten System jedes Atom ein Valenzelektron besessen hat, so 
reduzieren sich die ,,Aust.auschglieder" der St(irungsenergie auf die von 

H e i t l e r  und L o n d o n  angegebenen Ausdriieke 

~f  . ,/2e',__ 2e'  e' e' e' e ' )  dvkdvt. (1) 

Hier bedeuten k u n d l  die Nummern zweier Elektronen, u and 2 die 
Nummern derjenigen Atomreste, zu denen k and I i m  ungestSrten System 
gehSrten. Als weitere wlchtige Konstan~e geht in die StSrungsrechnung 
ein die rein ,,statische" Wechselwirkung : 

f , (~h2n". 2 J E  = d v l d v ~  . .  d v , ~ n ( ~ , ~ ) ~ ( ~ ) ~ )  ~ . . .  ~w2nJ 

I~ e' e' e'} 
E �9 (k.t rk~ z,~ rT.a k,~. ~ (2) 

k > t  z > ) .  k z~ 

Die magnetischen Wechselwirkungen lassen wir wegen ihrer Kleinheit 
ganz unberticksichtigt. Trotzdem werden sich verm(ige  der  A u s t a u s c h -  
p r o z e s s e  die Spinmomente si~mtlicher Elektronen tells parallel, tells 
antiparallel stellen. ~immt man die grundlegende Annahme des Pau l i -  
p r i n z i p s  hlnzu, dal] die Eigenfunktlonen des Gesamtsys~ems anti- 
symmetrisch in samtlichen Elektronen sein sollen, so geh~rt zu iedem 
Termwert des gest(irten Systems ein ganz bestimmtes magnetisches Ge- 

l, 
samtmoment, charakterisiert durch das Drehmoment s ~  des Systems. 

Im ganzen gibt es (abgesehea veto Pauliprinzip und Spin) (2n)!Terme 
des ges~(irten Systems. E ine  s t a t i s t i s c h e  B e h a n d l u n g  des F e r r o -  
m a g n e t i s m u s  w i r d  m~g l i eh ,  wenn  si~mtliche E n e r g i e w e r t e  be- 
r e c h n e t  s ind,  die  zn e inem v o r g e g e b e n e n  W e r t e  yon  s geh(iren. 
Diese A u[gabe ist allerdings nicht in dieser Form l(isbar, da 2 n eine sehr 
groi~e Zahl ist. Wir kSnnen nut hoffen, einen allgemeinen Einblick in 
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die Verteilung der Eigenwerte bei vorgegebenem s zu bekommen. Wir 
werden im folgenden die A n z a h l  der Te)me, den Energiesehwerpunkt, 
also den M i t t e l w e r t  der Energie bei vorgegebenems und das m i t t l e r e  
S e h w a n k u n g s q u a d r a t  der Energie um diesen Mittelwert ausreehnen. 
Dann maehen wir die allerdings etwas willkiirliehe Annahme, da/3 die 
Energiewerte in erster N~therung in einer Gau/]sehen Fehlerkurve um 
den Mittelwert verteilt sind, wobei die Breite der Fehlerkurve aus dem 
Sehwankungsquadrat zu berechnen ist. 

Naeh den Untersuchungen yon W i g n e r ,  H u n d  und t t e i t l e r  (1. e.) 
gehSrt bei Annahme des Pau]iprinzips zu iedem Wert s des Gesamtspin- 
moments ein Termsystem (,6"), eharakterisiert dutch eine bestimmte 
Partitio yon 2n  in Summanden: 

2 n =  2 + 2 +  . . .  + 2 + 1 +  . . .  + 1  (3) 

( n  - -  s ) - m a l  2 s - rea l  

Die Partitio des ,,reziproken" Systems heiflt dann einfaeh 

2n ~ (n --  s) + (n + s). (4) 

Fiir den Mittelwert der Energie im System a, den ,Energieschwer- 
punkt", hat H e i t l e r  (1. c. II) die Formel angegeben: 

1 
----- Z~ J~" (5) 

Hierin bedeutet Z~ den Gruppeneharakter, der zur Permutation P 
gehSrt, fo~--- Z,~ die A n z a h l  der Terme des Systems. Die Energie des 
ungestSrten Systems ist als additive Konstante weggelassen. - -  Wir be- 

reehnen weiter das mittlere Sehwankungsquadrat z//~ 2 der Energie um 
den Wert E,s: Die Energlewerte ergeben sieh alsWurzel einer Gleiehung 
yore fo-ten Grade, die man erhMt, wenn man die Determinante 

P 

P 

N b g J ~  

b5 J~... N bl~rJP 
P P 

~$2JP-x . . .  
P 

P 

= o (~)  

setzt. Die Summe der Wurzeln dieser Gleiehung ~ Xn ist gegeben 

dureh ae~ ~oeffi~ie~en vo~ xr-~, also ~ b,~J~ X ~ Z~ J~", was zur 
i, P P 
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Gleichung (5) fiihrt. Die Summe ~ x= x~ ist gegeben durch den Ko- 
n > m  

effizienten-yon x f -2  in (6), und es gil t  daher 

n ~ r a  i ~ k  P,P~ i ~ k  p, pt 

" ~ b i i b k e J e . l e , - - ~  ~ b , ~ b k l J e J e ,  (7) 
= 2 i ,k  e , e  r l , k  .P~P r 

Im letzten Ausdruck i s t  fiber alle Werte  i, k unabhangig zu summieren. 

~)t o o Nun bedeutet ~ b~ bki das i-re Diagonalglied der Produktmatr ix  b e b e '  
b 

Da die 3latrizen b eine Darstellung der Gruppe bilden, so ist 

b e .  b e' = b P. P'. 

Beachtet man noeh, dal~ Z e = ~ b/~, so folgt 
i 

1 :~] x~ x~ = ~ ~ ;  (Z e Z e - -  Z P. ~') o~e Je,- (S) 
u > m  

Setzen wir  x~ : No + A En (der Index ~ gehSrt hier eigentlich 
auch noch zu xn, ANn;  wir lassen ihn der fibersichtliehen Schreibweise 

halber weg), so wird 

~x~x,~ = ~ ( E ~ + A N ~ ) ( ~ , + A E ~ )  ( . , m  = 1 , . . . f~ )  
n > m  n ~ m  

_ f~,(f,,-- 1)No2-4- ~ JNnzt-Em; 
2 n ~ m  

wegen ~ A  E~ ---- 0 gilt  

(~) 

fr 

" ~ A  E2n = - -  2 ~_, zl Enz l  Em. (10) 
~ = I  n ~ m  

Aus (5), (8), (9), (10) und der Gleichung f .  = ~ folgt sehlielilich 

fo  

,~=: - -  fo~_.~,.zo~o - -%oZo)JvJp ,  (11) 

und 
1 P' P e '  j , ---f2 (zoz~ --zoz~) eJP. A E~ __ ~ ,  v P. (12) 

Um diese Formeln anwenden zu kSnnen, mtissen wit  noeh die Gruppen- 
eharaktere fiir die Permutat ionen der versehiedenen Klassen ausrechnen. 
Da alle J• verschwinden mit Ausnahme der Falle P = E und P yon 
tier Klasse (12) (Transposition), so kommen fiir Z P. p' nur folgende Typen 
in Betraeht : 

Z ~ '  Z (1 2), ~U ' 

Zeitschrif t  f~r I~hyMk. Bd. 49. 41 
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Diese Gruppenchara~tere k~nnen naoh einer yon t t e i t l e r  (1. c. HI)  

beschriebenen Methode S c h u r s  berechnet werden. Es erglbt sich zu- 

n~chst fiir die reziproken Termsysteme*: 

(2n)! (2s ~- 1) 
E 

~,~-~,'~+~ (n ~s ) ! (n+s  + 1)!'  

Z(~2 ) __ ( 2 n - - 2 ) r  2 ( 2 s ~ -  1) 
~-~, n+,  - -  ( n ~  s)[ (n + s -~ 1)! (s~ --[-s + n  ~ -  2 n ) ,  

Z(~)  ~ (2 n - -  3) ! 2 (n ~ l) {6s3..~9s~_~_s(2n~lOn_~_3 ) 
. - , , . + 8  - -  ( n - - s ) !  (n + s +  1)! 

+ ~ ( n -  5)}, (13)  

Z(12)(~, ) = 4 ( 2 n - - 4 ) !  {2sS +5s ,  t_4s3(n~ 5 n + 4  ) 
+ s 2 (6n  2 -  3 0 n  + 19) 

§ 2 s (n 4 - -  6 n ~ -t- 15 n ~" 

- -  14~ ~- 3) + n ~ -  6 n  8 

~- 14n  2 -  9n}-  

Die Charaktere der tatsiichlich vorkommenden Termsysteme unter- 

seheiden sich yon den hier benutzten Charakteren ihrer reziproken nut 
dutch das Vorzeichen, Und zwar ist der Charakter des reziproken 

gleich dem des Systems selbst, wenn die Per* 
Systems entgegengesetzt gleich 

mutation P aus einer geraden Anzahl yon Transpositionen hervorgeht. 
ungeraden 

Bis hierher gilt alles ganz allgemein, ohne Beziehung zu den spe- 

ziellen Annahmen, die wir etwa iiber das Kristallgitter oder den Atombau 

der ferromagnetischen Substanz machen. 

Wir miissen unsere Annahmen nun welter spezialisieren, um rechnen 
zu kSnnen. Zun~chst tolgt aus der Formel (1) und aus den Rechnungen 
yon H e i t l e r  und L o n d o n ,  dal~ J(12) mit wachsendem Abstand exponen- 
tiell abnlmmt. Ein A~om in einem Gitter wlrd also in der ttauptsache 

nur mit seinen ,Naehbarn" in Austauseh treten k~nnen; der Austausch 
c e" mit irgend einem Atom, das weiter enffernt liegt als die ,,Na hbaratom , 

wird dagegen zu vernachlassigen sein. Die Anzahl der ,,Nachbarn" 
eines Atoms ist z.B. in einem 5lolekiilgitter zweiatomiger Molekifle 1, 
in der linearen Ket~e 2, in einem quadratischen Flachengitter 4, im 

* Die yon Hei t le r  [l. c. III, Gleichung (32)] angegebenen Werte f[ir /a 
und ~1~) sind durch Druckfehler entstellt. 



Zur Theorie des Ferromagnetismus. 627 

einfach kubischen Gitter 6, im kubisch-raumzentrierten Gitter S, im 
kubiseh-flachenzentrierten Gitter 12. 

Wetter machen wir die Annahme, daft alle nicht versehwindenden 
Austauschglieder Jp  g l e i ch  sein sollen (wit nennen diesen Wert Jo)" 
Dies mull der Fall sela, wenn die Atomreste unmagnetiseh, d. h. zentral- 
symmetriseh sind. Wir berechnen also ietzt :Eo und ,d E~ fiir ein Git~.er, 
in dem iedes Atom z Nachbarn hat. Dabei werden wir nur die h~ichste 
Potenz in n und s beriicksichtigen und niedrigere Glieder streichen; dies 
bedeutet, dab wit von den Effekten an den Grenzflachen des Kristalls 
absehen. 

Die Anzahl der Transpositionen, die zum Werte Jo fiihren (d. h. die 

Anzahl yon Atompaaren kleinsten Abstandes), ist z. 2 n 2 - - z . n .  Also 

folgt aus (5) und (13) 
8 3 -~ n 2 

E . = - - ~ .  2 - - ~ -  ]o + J~. (14) 

Zur Berechmmg des Wertes yon J E~ brauchen wir zanachst den 
Weft  des Ausdrucks 

1 
Ae. e' = ~ (Z E Z e" e' __ ZPZ~') (15) 

fiir die verschiedenen mSglichen Kombinationen yon P und P'. Es ergibt 
sich (bis auf niedrigere Potenzen yon n and s): 

1. .P ~-~- P '  
( n  ~ - -  s ~) (3  ~ + s ~) 

A(12) (12) ~ 4 n  ~ , 

2. /~ und P '  haben e in  Element gemeinsam 

( n  ~ - -  s ~) s ~ ( 1 6 )  
A O  2) (13) - -  4 n 4 ' 

3. /o und P '  haben ke in  Element gemeinsam 

- -  ( n  ~ - -  s ~) s ~ 
A(12) (3 4) ~ 2 n 5 

Wenn ein Atom z Nachbarn hat, so kommt der Typus 1 z. n-real 
Z2 ~2 

vor, der Typus 2 z (~ - -1 )n - r ea l ,  der Typus 3 ~ - m a l .  

Es tolgt schliei]lich flit z1E2 nach Gleiehung (12) 

(z Z2 n2 ) 
~/E~ ~ Jo ~ n.  A0~)(i~ ) ~- 2 z ( z - -  1)nA(~)(a3) + 2 - - ~ -  A(12) (a~) 

41" 
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und (n ~ - -  s 2) (3 n 2 - -  s 2) 
J / ~ 2  = Jo2~ 4 n  3 (17) 

Die mittlere Abweichung der Energie yore Mittelwert (14) 

ist also yon der GrSl]enordnung z /E~  -,~ J0 ~n" - -  ~ bedeutet in den 

vorhergehenden Formeln stets das Termsys~em, das zur Partitio (3) und 

daher zum Gesamtspinmoment s gehSrt. 

w  S t a t i s t i k ;  Ansch lu l~  an  die  W e i s s s c h e n  F o r m e l n .  Fiir 

die folgenden Uberlegungen wird die schon oben erwihnte, allerdings 

etwas willkiirliche Annahme zugrunde gelegt, daft die Verteilung der 

Energiewer~e um den Mittelwert niherungsweise die Form einer G a ul]- 

schen Fehlerkurve habe. Da die Gesamtzah] der Tsrme, die zum Spin- 

moment s gehiiren, fz betr~gt*~ so nehmen wir also an, dal] 
J E 2  

f~ .e 2"tm~ d J E  Terms 

zwischen J~z n t- z / E  und E a ~- z / E  ~- d J E liegen. 

Nach den bisherigen Rechnungen bleibt die Richtung des Gesamt- 

spinmomen~s s im Krlstall  ganz unbestimmt, wenn, wie wlr aus dem Er- 

gebnis des E in  s t e i n - d e H a a s- Etfektes schliel]en diirten, die Bahnmomen~e 

der Elelr~ronen im Kristall sich kompensieren. Se~zen wir nun den 

Krista]l in sin itul]eres Magnetfeld der Stlirke H, so trit~ zur inneren 

Energie, d i e  yon s abhangt, noch eine iul}ere Energie, die yon der Pro- 

iektion m yon s auf alas iui]ere Feld abhang~. INach bekannten F0rmeln 

gilt  ~iir dlese Zusatzenergie (g ~--- 2 fiir den Spin!) 

e h .E'~ ~c2~H.m(s~m~--s) (18) 

(9 ~ Elektronenmasse). 

�9 Es entsteht ~etzt die Aufgabe , Iiir eine gegebene Temperatur und 

einen gegebenen Wert  yon H den wahrscheinlichsten Wef t  yon m aus- 

zurechnen. W i r  tiihren als Abkiirzungen sin: 

1 e 2 ~  ~ ---- k - ~ ' ~ - - ~  H .  , 

z Jo (19) 

f l - - - - - k T  

* Ohne Pauliprinzip wfirde wegen der fo-fachen Entartung die Gesamtzahl 
der Terms in allen Systemen, die zur Partitio gehSren, gleich f~ seth. Die Ent- 
artung wird aber durch das Pau]iprinzip aufgehoben. 
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D~nn bi ldet  man die Zustandssumme (bls auf einen unwesenttichen, 

yon a unabhangigen Fak to r ) :  
s 2 . d E  .dE 2 +'2 i ~d'dE __f~ . Sc~m + [~2n kT 2"dE'2o 

, = o  m = - 8  - o :  1/2 = d E 2  

__ f~e '~  + ~Vn + 2 k2 T ~" 

Schliel31ich folgt nach (17) (wieder unter Weglassung unwicht iger  Fak-  

toren) : 
+ 8  ~ m + ~  82 82 (~?t2 - -  82) 

S ~ -  ~ f . e  ~_f12 sn~ (20) 
8 ~ 0  m ~ - - 8  

s2 - -  ~2 82 (~n2- -S2)  

Bezeichnet man den Ausdruck e " ~  ~ s~3z mit  g (s) und bertick- 

sichtigt, dal] fo ~--- s / - -  ' so wird nach Umkehrung 

der Summationsreihenfolge : 

+ n  n 

m = - n  8=lml  L \ n + s  n + s @  1 ' 

und durch eine Umformung analog zur par t ie l len In tegra t ion :  

S = S ~ + S ~ =  ~ e~g(.~) + 
m ~ - - n  

+ ~ ]  e ' ~ ' ~ ( g ( s + l ) - - g ( s )  
~=o ~ = - ~  n + s + l  ' 

89 ~ ~ _ e  ( + 1 ) - - e - - a s  2~t  . 
8=o e ~ - 1  (g (s + l) - -  g (s) n @ s @ l  

Da g (s) eine gerade Funkt ion  yon s ist, kann man in der hier durchweg 

benutzten N~herung in S 2 das Glied mit  e - ~  streichen nnd dafiir die 

Summe von s ~ - - n  bis s ~ - ~ - n  erstrecken. Man sieht dann, dab 

bis auf Faktoren  der GrCigenordnung 1 auch S~ die Form yon S 1 an- 

nimmt (wenn man den Summationsbuchstaben s in S 2 dutch m ersetzt). 

Es folg~ schliel]lich 

s = f . ~ - ~ g ( ~ )  (21) 

wo F eine Funkt ion  der GrSl3en a und fl von der Grt~13enordnung 1 ist 

(wenn a und fl yon dieser GrSl]enordnung sind). 
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Fiir die weitere Reehnung wird angenommen, dat~ in S der Aus- 

druek unter dem Summenzeichen ein steiles Maximum an der Stelle 

m ~ m o (mo ~ Mittelwert von m) aufweist, was sparer verifiziert 
werden soil  Wir setzen m ----- m o ~ (m - -  too) und entwickeln im 
Exponenten yon g (m) naeh Potenzen yon ( m -  too). Es erglbt sieh: 

m.2 mo ~2 
g ( m ) ~ e  ~ "  ~ ~ ~ 

Also wird S wieder bls au~ unweseatliehe Faktoren, die yon u nieht 
abhangen : 

S = E  :~] e 

- F 2 + r  + �9 (22 ) 
- -  2 

Aus S erhalten wir in bekannter Weise den wahrseheinliehsten Wert m o 
nach der Gleichung 

_ _  ~ mo~ 

~ + / ~ - - ~ '  m ~  ~ 2 n / z  (22) 
m o ~ l o g S ~ n ~  2 n z  

Das v o n d e r  Differentiation des log iF herriihrende Glied ist gegen n zu 

vernachlassigen, ttierin liegt auch die nachtragliche Reehtfertigung 
da~iir, dal] wit im Exponenten in der Zustandssumme nur die hiichsten 

Potenzen in n und s beriieksichtigt haben, also F a k t o r e n  der Griiflen- 

ordnung 1 vernachliissigten. 
Formel (22) ist im wesentliehen identiseh mit der bekannten W e i s s -  

sehen Formel fiir den Ferromagnetismus. Dal] in (22) Z:g x an Stelle yon 
~ o t ~ x - -  i /x  (wie bei Weiss )  steht, riihrt davon her, dal] fiir ein Spin- 
moment nur zwei Stellungen in einem aul]eren Felde m~iglieh sind. Setzt man 

- -  - -  y; a + fl n -  - - +  - -  2x, (23) 
n n z 2 n 8 z 

so gelten die Gleiehungen: 

( fl ') f l 'yS,  j (24) 
II.  2 x = a 4z y [J -- z ~- 2-zz 

Diese Formeln unterscheiden sich yon den Weissschen Formeln noch 
durch das kubisehe G!ied in (24 II). Die L(isungen yon (24) kon- 
struiert man am einfachsten wieder graphisch. Fig. 1 ist mit den 
Werten a ~ 0,2; f l - -~ 2; z ~--- 8 gezeichnet. 
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Far  kleine oder negative Werte der Konstante fl ergibt sich Para- 

magnetismus. Ferromagnetismus tr i t t  eln, wenn die Tangente der Kurve I I  

fi~r y = 0 einen kleineren Winkel mit der x-Achse einschlieSt als 
die Tangente you I ;  hierbei ist vom Einflu/~ des kubisehen Gliedes 
zun~chst abgesehen. Die Bedingung fiJr Ferromagnetismus lautet also 

Diese Bedingung ist nur fiir hohe Werte von z erffillbar. Der Maximal- 

weft der linken Seite yon (25) ist flmax : ~ 1 -  , und 

es fo!gt: 
=> s. (26) 

F e r r o m a g n e t i s m u s  i s t  h i e r n a e h  n u r  fiir die G i t t e r t y p e n  
mSg l i eh ,  be i  denen  ein A t o m  m i n d e s t e n s  ach t  ~ a e h b a r n  hat .  
Fiir Fe, Co, Ni ist dies der Fall, die Gitter shad alle kubiseh, tells raum- 
zentriert (z ~ 8), ~eils fl~ehen- 

zentriert (z ~ 12). - -  Bei Mit- 
beriieksiehtigung des Gliedes 

dritten Grades in 24 I I  kann 
es etwa eben noeh ffir z = 7 

vorkommen, dab Kurve I I  zwar 

(liar a ~ 0) am Nullpunkt 
stefler ansteigt als I, dal] aber 

wei~er oben doeh noeh zwei 
Schnittpunkte yon I und I I  

Fig. i. 

auftreten. Da z ~ 7 ohnehin nieht vorkommt, wird man dieser M~glich- 
keit keine physikalische Bedeutung beimessen. 

Wean fl fiber den Weft  z/2 w~ehst (Anwachsen yon fl entspricht 
abnehmender Temperatur), so nimmt naeh Gleiehung (25) die ,St~rke 

des molekularen Feldes" wieder ab, fiir /~ > ~- 1 + gibt es 

nur mehr Paramagnetismus. Wit  glauben nieht, dab dieses Resultat 
physikalische Bedeutung hat. Mathematisch kommt es n~mlich durch 
die angenommene Gaul3sehe Yerteilung der Energiewerte zustande, die 
zur Folge hat, dal~ aueh fiir kleine Werte von s Termwerte vorkommen, 
die (bei positivem Jo) ebenso tier liegen oder tiefer wie die Energie, 
welche zu s -~. n gehfrt. In Wirklichkeit gibt es sicher k e i n e n 
Energiewert, der tiefer liegt (wenn J0 positiv) als der f i i rs  ~ n. Die 
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Abweichungen der wirkliehen Energieverteilungskurve von der an- 
geng!nmenen machen sich natiirlich bei abnehmenden Temperaturen mehr 
und mehr bemerkbar. 

5Ian wird die bier versuchte vorlaufige Theorie dadurch verbessern 
mfissen, dag man die h~heren Schwankungsmittelwerte z l E  8, J E  t usw. 
ausrechne~ und entsprechend verbesserte Verteilungskurven der Term- 
werte konstruiert. In dieser verbesserten Theorie werden auf der linken 
Seite von Gleichung (25) entsprechend hShere Potenzen yon fl auftreten; 
die llnke Seite yon (25) is~ also eigentlich eine transzendente Funktion 
yon fl; der Wert, den wir hier fiir die linke Seite yon (25) gewonnen 
haben, wird etwa einer beim zweiten Gliede abgebrochenen Entwickhng 

dieser Funktion nach Potenzen von ~ = ~176 eutsprechen (unsere Glieder z kT 
f l - -  kSnnen wohl nur um geringe Betr~ge yon den ersten zwei 

Z 

Gliedern der wahren Potenzreihe iener Funktion verschieden sein). Aus 

dieser 1)berlegung tolgt aber, dal] fiir h~here W e r t e  yon ~ ,  sagen wir 
Z 

yon - -  ~.~ ~- an, eine Untersuchung der h~heren. Schwankungsgr~l]en 

J E  n zum Stuclium des Ferromagnetismus unerl~l]lich ist. Eine solche 
genauere Untersuchung der Verteilungskurve wird auch wahrscheinlich 
den Grenzwert (26) yon z noeh verschieben. Abet qualitativ wird sich 
an unseren Ergebnissen wohl nicht viel ~ndern. 

Wenn fl erheblich kleiner ist als der duieh (25) gegebene Grenz- 
weft, so liefert die Gleichung (24), wie schon erwahnt, Paramagnetismus. 

( Die Reehnung ergibt fiir kleine Werge yon a : ~;g x ,~ x - -  -ff . . .  : 

Das erste Glied dieser Reihe gibt das C u r i e sche  Gesetz mit einer 
Nodifikation, ahnlieh wie in der We i s s schen Theorie : 

1 T 

mo pr~ +VI 8)_O(I__VI__ 8 )  
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Hieri6 ist die kritische Temperatur 

Bevor ich zur Diskussion des numerischen Wertes yon Jo iiber- 
gehe, will ich die ~riiher aufgestellte Behauptung rechffertigen, da~ die 

Glieder der Zustandssumme (21) ein sehr steiles Maximum an der Stelle 

m : m o aufweisen. Ich berechne zu diesem Zwecke das mittlere 
Schwankungsquadrat z /m ~ von m um m o. Es ist 

m ~ - -  m ~ _ mo~ 
und 

m - - ~  _1 a2S 

S Oa ~ 
Aus (22 a) : 

O S e_x)2n_ l e_x) ti, ~ - OF e-~) 2 

O~S n ( 2 n - -  1) e_~)2~_2 n e-~) 2~ 
5) ~ - -  2 (ez + (e �9 - -  e-z)2 F + ~- (e x q- k; 

O F  e_,)~,~_ ~ 02/e e-~) 2'~ + 2 n -0 -~  (e~ + (e~ - -  e -Z)  + ~ (e~ + . 

Daraus in erster N~herung : 

(1 --7g~2x) + 2 n ~ g x .  ~ logF. 
~t 

Es wird also 

z /m ~ - - - ~  1 - - ~ x ~ - 4 ~ g x  l o g F  �9 

Die wahrscheinliche Abweichung des Moments m vom erwarteten 

Wer~ m o ist also nur yon der GrSl]enordnung )/n, die im Exponenten 
yon g (m) in Glelchung (22) vernacMasslgten Glieder sind yon der Griil~en- 

J m ~ 
ordnung - - ,  also GrSi]enordnung 1 -  in Ubereinstimmung mit dem 

n 

durchweg erstreb~en Grad der Ann~herung. Die vernachl~ssigten Glleder 
sind yon der 0rdnung der Grenzflacheneffek~e. 

w 4. Gr~iSe und V o r z e i c h e n  des , , m o l e k u l a r e n  F e l d e s " .  Die 
Konstante fl mu$ yon de.r GrSl~enordnung 1 sein, damit Ferromag~etismus 
m~iglich ist; also mu$ Jo ~'~ k T  sein, wo T bei Fe, Co, Ni Werte der 
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1 
Ordnung 10 8 Grad annlmmt. Es folgt Jo "~ 10-13 erg -.~ T ~  der Energie 

des Wasserstoffgrundzustandes. Dies ist eben die Ordnung der Energie- 
betr~ge, die fiir Austausehglieder der Form (1) zu erwarten ist, wenn die 
Atome nahe nebeneinander liegen. Wenn der Atomabstand gr6Ber wird, 
nehmen die Austauschglieder exponentiell ab. Dies ist der Grund dattir, 
dab Eisen-oder Niekelsalzliisungen niemals ferromagnetiseh sind. 

Sehr viel sehwierlger ist die Frage naeh dem Vorzeichen yon Jo zu 
beantworten. H e i t l e r  und L o n d o n  machen in ihrer Theorie der homiio- 
polaren Bindung die Annahme, dab Jo ganz allgemein negativ sei, was 
Ferromagnetismus ausschlieBen wtirde. Fiir den Spezialfall, dab sich die 
Elektronen ungest(irt im 1 S-Zustand befinden, folgt niimlieh aus all ' 
gemeinen S~tzen, da~ die Energiewerte so liegen miissen, wie es negativen 
Jo-Werten entsprieht. Eine Solche SchluBweise ist indessen nur auf den 
1 S-Zustand der Elektronen anwendbar, und man kann zeigen, da~ tiir 
hohe Hauptquantenzahlen Jo im allgemeinen positiv wird. Es handelt 
slch um den Ausdruck: 

1 1  ~ ~ , ~ , ( 2 e ~ _ { _ 2 e  ~ e' e' e' e ' )  
4 =  ~" Vk~bk Z ~ \ r ~  rx~ r,  k ' r,~ rz~ ~ dvkdzl(1) 

x und it waren die Indizes der Atomkerne, k und I die der Elektronen. 
Die ~p seien zunaehst Wasserstoffeigeniunktionen, es wlrd sieh sparer 
zeigen, dab die Uberlegungen fiir andere Zentraltelder in der Nahe der 
Kerne genau so gut gelten. Zunaehst kann man bestimmt sagen, dab Jo 

fiir sehr kleine Werte yon rx~ positiv wird, da dann das Glied 1__ alle 
rx~ 

anderen iiberwiegt. Dieses Resultat braueht abet keine physikalisehe 
Bedeutung zu haben, da fiir sehr kleine Werte yon rx~ eben die ganze 
Art tier Annaherung illusoriseh wird (vgl. eben den Fall des 1 S Terms !). 
Es kommt also auf den Weft yon Jo fiir grol~e r~x an. Wenn Jo dolt 
posit ivist ,  wird man annehmen diirfen, dai3 es im allgemeinen fiir alle 
Werte r,.~ positlv bleibt. Wit untersuehen also welter, wie eine Ladungs- 
verteilung der Dichte ~b~ ~p~ bei groflen Abstiinden r~x aussieht, zunachst 
etwa tiir h(ihere S-Terme. Die Schr~idingeriunktionen enthalten als das 
wichtigste Glied eine e-Funktion, und ~b~k~ enthiilt daher den Faktor 

rkx  -~ rk~ 

e ao n (a o Bohrseher Wasserstoffradius; n Hauptquantenzahl; - -  eine 
Verweehslung mit der Elektronenanzahl 2 ~ ist wohl nieht zu befiirchten). 
Sieht man yon den iibrigen Faktoren ab, so ist also die Diehte konsta~t 
auf konfokalen Rotationsellipsoiden um die beiden Kerne. Bei waehsendem 
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Abstand der Kerne artet das Ladungsellipsoid aus in einen Zylinder um 

die Verbindungslinie der Kerne (dies trifft zu bei jedem Werte der 

Hauptquantenzahl). Die e-Funktion erseheint wei~erhin multipliziert mlt 
einem Polynom in rk~ bzw. rkz yore ( n -  1)-ten Grade. Die Nullstellen 
dieses Bolynoms liegen alle in der N~he der Kerne, in gri~l]erem Abstand 
yon ihnen geniigt es, das Polynom dutch die hSchste Potenz r n -  1 zu ersetzen. 

Aueh der Verlauf der Zentralkraft in Abstinden der Ordnung a o yore 
Kern is~ ganz unwesenflich, wenn nur rr.z hinreichend growl ist. - -  Die 

Diehteverteihng der Ladung fiber die L i n g e  des oben besehriebenen 
Zylinders ist also nicht gleichf(irmig, sondern naherungsweise proportional 
r ~  -i r ~  -1. Fiir kleine Werte yon n ist diese Verteilung noch ziemlieh 

gleichfSrmig, es lil]t sich leicht einsehen, dal] dann in Jo die negativen 
Glieder erheblieh fiberwiegen. Mi~ wachsendem n dagegen erhilt  die 

Dichteverteihng ein immer steileres Maximum in der Mitre zwlschen 

beiden Kernen. In der Grenze sehr groi]er Werte yon n s~reb~ daher 
1 

der Mittelwert der Glieder vom Typus - -  genommen fiber die oben an- 
r k r .  ~ 

2 
gegebene Dichteverteilung, dem Werte - -  zu: 

ry.~ 

1 1 1 1 2 

rkz  rkz ri~. r l l  r z i  

Das Glied mit 1 ,  das ,,Selbstpotential" der Dichteverteihng, steigt da- 
r~  

gegen mlt wachsendem n fiber alle Grenzen. Ffir hinreiehend hohe Raupt- 

quantenzahlen is~ also Jo sicher positiv. Man kann leieht zeigen, daJ] 
an diesem Resultat sich nichts andert, wenn man die Reehnung fiir P, D . . .  
~)der irgendwelche andere hShere Zustinde durchffihr.t. Der Grenz- 

wert n, bei dem Jo zum ersten Male positiv werden kann, is~ sehwer exakt 
zu bestimmen. Eine Uberschlagsrechnung ergab n ~ 3. Dieser Grenzwert 
wird eventuell noch vom Werte der fibrigen Quantenzahlen mit abhingen. 
Die Tatsache, da~ z. B. das Sauerstoffmolekfil empiriseh ein magnetisehes 

1 h 
Moment 2 . ~  im Grundzustand besitzt, seheint zu zeigen, da~ schon 

ffir n ~ 2 Jo positiv sein kann. Andererseits diirfte aus den vielfach 
beobachteten negativen kritischen Temperaturen (z. B. bei ~,-Eisen) folgen, 
da~ auch fiif hShere Hauptquantenzahlen Jo manehmal negativ wird. 

S c h l u l ] b e m e r k u n g e n .  Die hier beschriebenen Rechnungen ~iihrten 
zu zwei Bedingungen ftir das Auftreten von Ferromagnetismus: 
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1. Das Kristallgitter mull yon solcher Art sein, da] jedes Atom 
mindestens 8 Nachbarn hat. 

2. Die Hauptquantenzahl der ftir den Magnetismus verantwortliehen 
Elektronen mull n ~ 3 sein. 

Beide Bedingungen zusammen reiehen noch lange nicht aus, um Fe, 
Co, Ni vor allen anderen Stoffen auszuzeiehnen; aber Fe, Co, Ni geniigen 
den Bedingungen. Es war ia aueh zu erwarten, dal3 die bier entworfene 
Theorie einstweilen nut ein qualitatives Schema bieten kann, in das die 
~erromagnetisehen Ph~nomene spi~ter vielleieht eingeordnet werden. Die 
Theorie bedaff elner Erweiterung fiir den Fall mehrerer Austauseh- 
elektronen pro Atom; ein eingehenderes Studium der J(kl)-Werte sowie der 
u tier Termwerte wird efforderlieh sein. Aut diese Fragen 
wie auf einen eingehenderen Vergleieh tier Theorie mit den experimentellen 
Resultaten hoffe ich sparer eingehen zu kSnnen. 

L e i p z i g ,  Institut fiir theoretische Physik der Universitat. 


