9. Autovalores y Autovectores

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F': V — V un operador lineal. Un escalar A € K es un
autovalor de F' si existe v € V', con v # 0, tal que

Fv) =M (v #0)

En tal caso v es un autovector de F' correspondiente al autovalor A. Sinénimo de autovalor es valor propio
(en inglés “eigenvalue”, donde “eigen” proviene del alemén y significa propio) y sinénimo de autovector es
vector propio (“eigenvector” en inglés).

La accion de F' sobre un autovector es pues la multiplicacién por un escalar. Por ejemplo, si V = R", esto
implica que v # 0 es autovector de F' si y s6lo si w = F(v) tiene la misma direccién que v (aunque no
necesariamente el mismo sentido) o es nulo. Como veremos, el conocimiento del conjunto de los autovalores
y autovectores de un operador permite conocer su estructura en detalle.

El concepto de autovalor y autovector de un operador lineal tiene una importancia fundamental en Fisica,
especialmente en Mecanica Cuantica. Mencionemos que en la misma los observables fisicos corresponden a
operadores lineales (de caracteristicas determinadas) en un cierto espacio (el de los vectores que representan
los estados del sistema) y las cantidades medibles son precisamente los autovalores de dichos operadores.
E inmediatamente después de una medicion, el sistema cuantico queda en un estado que es autovector del
operador correspondiente al autovalor medido.

El concepto de autovalor y autovector es también fundamental para el tratamiento de sistemas descriptos
por ecuaciones diferenciales lineales acopladas, tales como osciladores armoénicos acoplados, ya sean clasicos
o cuanticos, donde permite entender el concepto de desacoplamiento y modo normal. Otras aplicaciones
incluyen, como veremos, la determinacion de los ejes principales de inercia en un cuerpo rigido y la resolucion
de sucesiones definidas mediante relaciones recursivas lineales, tales como la famosa sucesién de Fibonacci.

Veamos algunas consecuencias inmediatas de tal definicion:

10.1) El conjunto de autovectores de F' correspondientes a un determinado autovalor A, junto con el vector
nulo 0, forma un subespacio de V' denominado espacio propio o autoespacio (“eigenspace” en inglés) de F
correspondiente al autovalor A\, que denotaremos como Vg(A) o simplemente, V().

En efecto, si v # 0 es autovector de F' corresp. al autovalor A\, y a € K, F(av) = aF (v) = alv = AMaw) ¥
«, por lo que av es también autovector de F' corresp. a A si a # 0

Y si v; y ve son autovectores corresp. al mismo autovalor A\, F(v; + vy) = F(v1) + F(v2) = Avp + Avg =
A(v1 + v2), por lo que v; 4 vy es también autovector corresp. al autovalor A (si v1 + ve # 0).

La dimensién de Vg(A) es como minimo uno (ya que al menos existe un autovector no nulo).

9.2) El espacio propio Vr(A), con A autovalor de F, es el nicleo del operador F' — \I:

Vi(\) = N[F — Al

donde I denota el operador identidad en V' (I(v) =v Vv e V).
En efecto, si F(v) = v = 0=F(v) —Av=(F —X)(v), ysi (F—X)(v)=0= F(v) = \v.
Por lo tanto A € K es autovalor de F si y sélo si

N[F — M # {0}
En particular, A = 0 es autovalor de F siy sélo si N(F) # {0}, es decir, si y sélo si F' no es monomorfisomo.
En tal caso Vp(0) = N(F).
9.3) Si V es de dimensién finita n, A € K es autovalor si y sélo si

Det[F — AI] = 0

En efecto, si A es autovalor, N[F — \I] # {0}, por lo que F' — AI no es monomorfismo. La matriz que
representa a F'— A\l debe ser entonces singular en cualquier base, y por lo tanto, su determinante nulo. Por
otro lado, si Det[F'— AI| = 0, F — AI no es monomorfismo, y por lo tanto existe v # 0 tal que (F'—\I)(v) = 0.
Recordemos que si e es una base de V,

Det[F — M| = |[F]. — AL,|



donde [F]. = [F¢ es la matriz que representa a F' en dicha base, I, = [I]. es la matriz identidad de n x n
y |A| = Det A denota el determinante de la matriz A. Det[F' — AI] es independiente de la base elegida e:

HF]@’ - )\In| = ‘Sil[F]eS_ )\In| = |Sil([F]e - )\In)S| = ‘SilH[F]e - )\InHS‘ = ’[F]e - )\In|

va que [Ile = [I]e = I, y |S7!| = 1/|S|. Los autovalores de F en un espacio de dimensién finita n se
obtienen entonces como las raices pertenecientes al cuerpo K del polinomio

P(\) = Det[F — ]

denominado polinomio caracteristico, que es de grado n (pues [F' — A\]. es de n x n). La ecuacién P(A\) =0
se denomina ecuacion caraceristica y posee, por lo tanto, a lo sumo n raices distintas, que en general pueden
ser complejas. Serdn autovalores si pertenecen al cuerpo K. Si K = C = toda raiz de P()\) es autovalor.

9.4) Teorema: Los autovectores de F correspondientes a autovalores distintos son LI

Demostraremos el teorema por induccién. Para n = 1, v; autovector es LI pues es no nulo (mejor com-
prension se logra comenzando con n = 2: Si v # 0y vy # 0 son autovectores correspondientes a autovalores
distintos = son LI pues de lo contrario va = aw;, y corresponderia por 9.1 al mismo autovalor que vy).
Supongamos ahora que v1,...,v,_1 son autovectores LI, con autovalores Ai,...,Ax_1, y que v # 0 es
autovector con autovalor A\, siendo A distinto a todos los anteriores. Si

O=aivi +... 4+ ap_1Vp_1 + Qrvg
entonces
0=F(0)=a1F(v1)+ ... +ap_1F(vg_1) + o F(vg) = cndiv1 + ... 1 \e—10—1 + Qe A\g Uk
Restando ahora la primera ecuacién mult. por Mg,

0= ()\1 — )\k)alvl +...+ ()\k—l — )\k)ak_lvk_l

que implica a3 = ... = ag_1 = 0 por ser vy,...vp_1 L1 y Ay # A\; parai = 1,...,k — 1. Por lo tanto,
también a4 = 0 y entonces vy, ..., v, son L.I.

Nétese que la demostracién es igualmente vélida si los Aj,...,A\x_1 no son todos distintos (pero si dis-
tintos a A\;) siempre que los vy,...,vr_1 sean LI

Por lo tanto, ningin elemento vy # 0 de V(\g) puede ser generado por autovectores correspondientes a
autovalores distintos de Aj.

9.5) Si A # A= VF()\l) N VF()\Q) = {O}

Es consecuencia inmediata del dltimo parrafo. Siv € Vip(A2) y v € Vp(A1), entonces F(v) = Ajv = Agv, por
lo que (A1 — A2)v = 0 y por lo tanto v = 0. Esto implica que Ve(A\1) + Vr(A2) = Vr(A1) & Ve(\2).

Del mismo modo, la interseccién de Vp(Ag) con la suma Vp(A1) + ...+ Vp(Ap—1) es {0} si A\ es distinto
a todos los autovalores anteriores. Si asi no fuese existirfa un vector v € Vp(\;) con v # 0 que puede
ser escrito como combinacion lineal de autovectores correspondientes a autovalores distintos, pero esto es
imposible por el teorema 9.4 anterior.

Podemos entonces escribir la suma de espacios propios como suma directa Vp(A1) @ ... & Vi(Ag).

9.6) Un operador F' en un espacio V de dimensién finita se dice diagonalizable si existe una base for-
mada por autovectores de F.

En tal caso, denotando la base como e’ = (e}, ..., e},), con F(e;) = N\ief, i = 1,..., n, la matriz que representa
a F' en dicha base es diagonal:

A 0 ... 0
[Flo = | [F(e))]e el | = 0 N "
0O 0 ... X\,

Reciprocamente, si [F]. es diagonal = F(e]) = \;e} y ¢’ es necesariamente una base de autovectores. Si F
es diagonalizable y e es una base arbitraria de V', tenemos

[Fle = ST![FleS



con [Fle diagonal y S = [I]¢ la matriz de cambio de base, por lo que existe una matriz no singular S tal
que ST[F].S es diagonal. La columna i de S es el vector de componentes [e}]. del autovector e} corresp. al
autovalor A; en la base original e. Esta es la forma de construir la matriz diagonalizante S.

Consecuencia Importante de 9.4: Si P(X\) posee n raices distintas \; € K, = F es diagonalizable.
En efecto, en tal caso existiran n autovectores LI (uno por cada autovalor) que seran por tanto base de V.
La dimensién de cada espacio propio Vg(\;) es en este caso 1, que es igual a la multiplicidad de cada raiz.

9.7) Teorema: F es diagonalizable si y sélo si i) todos las raices de P(X\) pertenecen al cuerpo y ii) la
dimension del espacio propio Vp(\;) correspondiente a la raiz \; es igual a la multiplicidad m; de dicha raiz.
La dimensién del espacio propio d; =dimVp();) es el méximo ntimero de autovectores LI que pueden obte-
nerse para un mismo autovalor \;, y se denomina también multiplicidad geométrica de ;.

Demostracién: Supongamos F' diagonalizable. En una base €’ en la que [F|. es diagonal, tenemos

PO =M —=N...(d =N

La multiplicidad m; de una raiz A; sera pues igual al nimero de veces que \; se repite en la diagonal. Pero
este niimero es igual al niimero de vectores de la base €’ que tienen a )\; como autovalor, que es precisamente
la dimensién del espacio propio. Nétese también que d; es el nimero de filas nulas de [F|o — A L,.

Por otro lado, si la dimensién de cada espacio propio es igual a la multiplicidad m; de la raiz A;, la suma
directa de todos los espacios propios correspondientes a autovalores distintos, Vi(A1) @ ... & Vr(A;) tendra
dimensién di + ...+ dp = mq + ...+ mp = n (ya que la suma de todas las multiplicidades es igual al grado
del polinomio), por lo que serd igual al espacio V. Existe entonces una base formada por autovectores de F'.

9.8) En general, la dimensién del espacio propio Vr();) puede ser igual o menor que la multiplicidad de la
raiz A;: dim Vp(\;) < m;.

En efecto, eligiendo una base e donde los primeros d; =dimVg(\;) elementos formen una base de Vy(\;),
las primeras d; columnas de [F]. tendrdn elementos no nulos sélo en la diagonal y por lo tanto P(\) =
Det[[F]. — A,] = (A — A)%Q(N), con Q()) un polinomio de grado n — d;, por lo que m; serd como minimo
Si d; < m;, F no es diagonalizable (atin tomando como cuerpo C).

Ejemplo 1 (Casos Triviales): Si I : V' — V es el operador identidad = I(v) = v V v € V por lo que
su unico autovalor es 1. El espacio propio correspondiente es V' (Vp(1) = V).
Si V es de dimensién finita n, puede llegarse a la misma conclusion notando que

P(N) = Det[I — M| = |I, — M| = |(1 = N I,,| = (1 — A)"

A =1 es pués la tnica raiz de P()), y posee multiplicidad n, que es igual a la dimensién del espacio propio
(el mismo V). I es por lo tanto diagonalizable (caso trivial).

Si0:V — V es el operador nulo = 0(v) = 0 = Ov V v € V por lo que su dnico autovalor es 0, y el
espacio propio correspondiente es V' (Vg(0) = V).

Si V es de dimensién n = [0]. = 0 (la matriz nula) en cualquier base y por lo tanto P(A) = Det[0 — AI,,] =
| — M| = (=)™, por lo que 0 es la tnica raiz, con multiplicidad n. 0 es también trivialm. diagonalizable.

Ejemplo 2: Sea F' : R? — R? la reflexién respecto del eje 2. Si e = (e1,e2) es la base canénica, con
e1 = (1,0), e = (0,1), sabemos que F(e1) = ey, F(e2) = —ey. Por lo tanto e; es autovector de F' con
autovalor 1 y es autovector de F' con autovalor —1. No pueden existir otros autovalores pues la dimensién
de V es 2. Vp(1) es entonces el espacio generado por eq, es decir, el conjunto de vectores (z,0), con z € R,
sobre los que F actia como identidad, y Vp(—1) el generado por es, es decir, el conjunto de vectores (0,y),
con y € R, para los que la accién de F' es la inversién de sentido.

Podemos obtener el mismo resultado a partir de la representacién matricial

m=(5 %)

que ya es diagonal, por lo que los autovalores son 1 y —1: Tenemos P(\) = |[F]|. — A2 = (1 — A\)(—=1 = \),
siendo entonces las raices 1.



Ejemplo 3: Sea F : R? — R? la reflexién respecto de la recta de ecuacién y = z, dada por (recordar
ejemplo dado) F(z,y) = (y,x). Si e = (e},€}), con ¢} = (1,1), ¢}, = (—1,1), tenemos F(e}) = ¢,
F(e,) = —¢éb, por lo que los autovalores son nuevamente 1 y —1, con Vg(1) el espacio generado por €] y
Vi (—1) el espacio generado por €}. Se obtiene entonces

(01 (10 o (14
F= (o) =g &) =sms. s=(1 )
El pol. caracteristico es P(\) = |[Fle — M| = A2 — 1= (1 — A\)(=1 — \) = |[[F]o — A2| y sus raices +1.

Ejemplo 4: Operador de Proyeccién: Si P> = P = los tnicos autovalores posibles de P son 0 y 1,
con Vp(0) = N(P) si N(P) # {0} y Vp(1) = I(P) si I(P) # {0}.

Dem.: Hemos visto que si P2 = P = P es un proyector sobre I(P) en la direccién de N(P), con
I(P)@& NP) =V yPw)=vsivelIP)yPlv)=0=0vsive N(P). Porlo tanto, los autoval-
ores son: 1 (si I(P) # {0}, es decir, si P # 0) y 0 (si N(P) # {0}, es decir, si P # Iy). P es pues
dagonalizable, siendo una base de autovectores la formada por la unién de una base de la imagen I(P) y
una del nicleo N(P). P es pues siempre diagonalizable.

Estas propiedades pueden también demostrarse directamente: Si P(v) = v, con v # 0 = P%(v) =
P(P(v)) = P(\) = AP(v) = \v, pero también P?(v) = P(v) = Av, por lo que A? = ), es decir A(A—1) = 0.
Esto implica A =00 A =1. Si 3 v # 0 tal que P(v) =0 = 0 es autovalor y Vp(0) = N(P). Si F v # 0 tal
que P(v) = v = 1 es autovalor y Vp(1) = I(P). En efecto, siv #0y P(v) =v=wv € I(P),ysive I(P)
= v=P)y P)=P(P{)) = P?(1') = Pv') = v, por lo que v € Vp(1).

Ejemplo 6: Potencias de operadores lineales. Si v es autovector de F' con autovalor A = v es también
autovector de F* con autovalor A* para cualquier & > 0 natural, y también para cualquier k < 0 entero si
F es invertible (o sea, automorfismo), en cuyo caso A # 0 (pues necesariamente N (F') = {0}; ver 9.4).
Dem.: Si k =2, F%(v) = F(F(v)) = F(\v) = AF(v) = A?v. La demostracién para k > 2 es andloga y puede
hacerse ficilmente por induccién: FF(v) = F(FF-1(v)) = F(\*"1v) = ANF1F(v) = M.
Sik=—1,FF=F"leslainversade F yv=F"'F(v) = F7'(Av) = AF~!(v), por lo que F~1(v) = A~ 1o,
El resultado para F~* = (F~1)* y k > 1 es entonces obvio: F*(v) = \fv V k € Z (véase también 9.4)

Ejemplo 7: Si A es un autovalor de F' = a\ + ¢ es autovalor del operador aF + ¢l, con o, € K e I
el op. identidad: En efecto, si F'(v) = Av, v # 0 = (aF + cl)(v) = aF(v) + cv = (X + c)v.

Ejemplo 8: Sea D? : V — V el operador derivada segunda en el espacio V de funciones f : [0,a] — R, a > 0,
que son derivables a cualquier orden y satisfacen f(0) = f(a) =0 (V es de dimensién infinita).
La ecuacién D?(f) = Af conduce a la ecuacién diferencial f” = \f, cuya solucién es f(x) = c; cos(sz) +

casin(sz) con A = —s?. La condicién de contorno f(0) = f(1) = 0 implica ¢; = 0 y sin(sa) = 0, o sea,
s = nm/a, con n > 0 natural. Por lo tanto, los autovalores son A, = —n?m?/a? y los autovectores (llamados
en este caso autofunciones) f,,(x) = ¢, sin(nmz/a), con n =1,2,...y ¢, # 0 arbitrario.

Ejemplo 9: La ecuaciéon de Schrodinger estacionaria de la mecénica cuantica es

H|T) = E|)

donde H es un operador lineal, |¥) un vector no nulo que representa el estado del sistema y E la energia
del estado. Es pues una ecuacién de autovalores: La energia E representa un autovalor de H y el vector |¥)
el autovector correspondiente de H. Para una particula en una dimension, H toma la forma

H = — 7D —|— ‘/

donde D es el operador derivada anterior, i = h/(27), con h la constante de Planck, m la masa de la
particula y V' (z) el potencial, con |¥) — ¢(x), siendo ¢(x) la “funcién de onda” (en realidad, ¢ (x) = (x| V),
y la forma anterior de H es su representacion efectiva en la base de autoestados |z) del operador posicién:
(x|H|¥) = (—%D2 + V(2))Y(x)). H es el operador energia pues el impulso estd representado por el
operador p = —ihD, por lo que el primer término de H es el operador energia cinética P?/(2m).

Si V(z) = 0 para x € [0,a] y V(z) = oo para x > a o x < 0, la Ec. de Schrédinger se reduce al problema

del ej. 8: Tenemos H = —%DQ para x € [0,a], con ¢¥(z) = 0 para > a o z < 0, debiendo ser continua.
hQ 2,2
27:2(17;

Los autovalores son por lo tanto E,, = y los autovectores ¥, (x) = ¢, sin(nmz/a).



10. Autovalores y Autovectores de Matrices

Todas las definiciones y propiedades anteriores se aplican igualmente al calculo de autovalores y autovectores
de matrices cuadradas, que pueden ser siempre consideradas como la representacién de un cierto operador
lineal (en un espacio vectorial de dimensién n) en una cierta base. Consideraremos en lo sucesivo K = C.
Dada una matriz A de n x n, A es autovalor de A sii

|A—=AL,|=0
donde |...| denota el determinante. El polinomio
ail — A ais ... A1in
PA) = [A—AL| = az1 azp — A ... G2n (10.1)
anl ana et Qpp — A

se denomina polinomio caracteristico de la matriz A y es de grado n en A, por lo que posee a lo sumo n
raices distintas.
€1
Un vector columna X = | ... | den x 1 es autovector de A correspondiente al autovalor A si X #0y
In

AX =X
El conjunto de autovectores X corresp. a A puede obtenerse resolviendo el sistema homogéneo
(A= X[,)X =0

10.1) Las matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos autova-
lores. Recordemos que A es semejante o similar a B si A = S~'BS, con S de n x n no singular.
En efecto P4(\) = |A — AI,| = [S7!BS — \I,,| = |S~1(B — \I,)S| = |B — \,,| = Pg()\)

Los autovectores no son en general los mismos: Si AX = AX y A = S™'BS, el correspondiente autovector
de B es SX, como el lector podré facilmente demostrar. Esto puede verse también directamente a partir
del cambio de base asociado.

10.2) A y A! (¢ denota traspuesta) poseen el mismo polinomio caracterfstico y por lo tanto los mismos
autovalores (pero no necesariamente los mismos autovectores). Como |B| = |B!| V B de n x n,

Pa(A\) = |A" = \I,| = (A — ML) = |A — M,| = Pa(N)

10.3) Si A es real = P()) es real y por lo tanto sus raices complejas aparecerdn en pares conjugados:

Si A es una raiz compleja, 0 = [P(N\)]* = P(\¥).

Ademss, si X es autovector de A con autovalor A y A es real, entonces X* es autovector de A con autovalor
A*: Como AX = \X = (AX)* = AX* = \"X*.

10.4) A es una matriz singular si y s6lo si A posee al menos un autovalor nulo.
Si A es singular = |A| = 0 y por lo tanto, |A — 0[,| = 0, por lo que 0 es autovalor. Andlogamente, si
|A—01I,] =0 = |A] =0y por lo tanto, A es singular. Esto puede también deducirse directamente de 10.5

Un operador F' : V — V en un espacio de dimensién finita tendrd pues un autovalor nulo si y sélo si
no es un automorfismo. Notemos también que si Det[F] = 0, el nicleo N(F) no es otra cosa que el espacio
propio correspondiente el autovalor 0: N(F') = {v|F(v) = 0} = {v|F(v) = 0.v} = Vg(0)

10.5) El determinante de una matriz es igual al producto de todos sus autovalores (reales y complejos,
y elevados a sus respectivas multiplicidades):

Al = Atz Ay



En efecto, si A1,..., A\, son las raices de P()\), podemos escribir (utilizando la factorizacién en términos de
raices y notando que el término de grado n es (—1)"\")

POY=[A- A =M-N02—=N ... —A)  (10.2)

Por lo tanto, |A| = P(0) = A1 A2 ... A
Esto implica que en un espacio de dimensién finita el determinante de un operador lineal F' es el producto
de todos sus autovalores.

10.6) La traza de una matriz es igual a la suma de todos sus autovalores (reales y complejos, y repeti-
dos tantas veces como indica su multiplicidad):

TrA = Zn: Qi = Zn: )\z'
i=1 i=1

A partir de la expresién (9.2) para P()\), vemos que el término de grado n—1en X es (—A)" "1 (A1 +...+\p),
mientras que a partir de (9.1) vemos que el mismo es (—\)""!(a11 + ...+ apny,). Como ambos son idénticos,
se obtiene el resultado deseado.

Esto implica que la traza de un operador F' es la suma de todos sus autovalores.

10.7 Diagonalizaciéon de Matrices

Una matriz A es diagonalizable si existe S no singular tal que

M 0O ... 0
S~tAS = A', con A diagonal: A’ = 0 A ... 0
0 0 ... X\

es decir, si es semejante a una matriz diagonal.
En tal caso los elementos diagonales son necesariamente los autovalores de A, ya que

A=A = [A = AL = (A = N2 = A) .. (A — A)

y la columna i de S es autovector correspondiente al autovalor \;, pues AS = SA’:

e T1i
S = X1 Xn , con AXi:)\in‘,i:1,...,n, Xi:
Tni
Andlogamente, si existen n vectores columna X; LI tales que AX; = \X;, ¢ = 1,...,n entonces A es

diagonalizable, con S la matriz de columnas X; (que serd invertible pues los X; son LI y por lo tanto |S| # 0)

La dimensién del espacio propio correspondiente al autovalor \; es la dimensién del espacio nulo de |A—\;I,|:
di = dlmV()\Z) = dim N[A - )\an] =n — R(A - )\iIn)

donde R denota el rango.

Notemos que si P(\) posee n raices distintas = A es diagonalizable, pues en tal caso existirdn n vectores
columna X; LI tales que AX; = A\, X;.

Si A es diagonalizable, resulta evidente que |A| = |[A/| = A1 ... Ay y que TrA = TrA' = M\ +...+ )\, yaque el
determinante y la traza de matrices semejantes son idénticas (|S~tAS| = |A|, TrS™1AS = TrASS—! = TrA).

(1)

que corresponde a la representacién en la base candnica de la reflexion respecto de la recta y = z. Los
autovalores se obtienen de la ecuacion

Ejemplo 1: Consideremos la matriz

-2 1

|A—)\12:’ R

’:1—%:0



Por lo tanto, A = +1. El autovector X; correspondiente a A\; = 1 se obtiene resolviendo el sistema homogéneo

(A — A\12)X; =0, es decir,
-1 1 x\ (0
1 -1 y ) 0

que conduce a r = y. Los autovectores son entonces de la forma x(}), con x # 0 y V(1) es el espacio

1
generado por (7). Este corresponde al espacio generado por €] en el ej. 3 anterior ([¢j]. = (1)).
Notemos que la matriz anterior tiene rango 1, por lo que dimV (1) =2 —-1=1.

El autovector correspondiente a Ao = —1 se obtiene resolviendo el sistema (A — AgI2) X9 = 0, es decir,

11 z\ (0

11 y ) L0
que conduce a z = —y. Los autovectores son entonces de la forma z(!;), con z # 0, y V(—1) es el espacio
generado por (1;). Este corresponde al espacio generado por € en el j. 3 anterior ([eh]. = (1;)).

Una matriz de autovectores es entonces

(11 o 1/1 1
S—(1_1> con S —2<1_1>
e 111 0 1 1 1\ (1 0\ (A& 0
S AS_2<1 —1)(1 0)(1 —1)‘(0 —1>_<0 )\2>

Notemos que se cumple [A] = =1 =My TTA=0= A1 + \o.

y se verifica

Ejemplo 2: Consideremos

La ec. caracteristica es
1—X 1

‘A_M?|:' 0 1-2A

‘:(1—)\)2:0

por lo que el nico autovalor es A = 1 con multiplicidad m = 2. No obstante, la matriz

A—112:<8 é)

posee rango 1, por lo que dim V(1) =2 —1 =1 < 2. Por lo tanto, esta matriz no es diagonalizable, ya que
no existe una base de autovectores de la misma. La ecuacién

0 1 z\ (0
00 v )~ \Lo
conduce a y = 0, por lo que los autovectores son de la forma z({) y V(1) es el espacio generado por (J).

No existe otro autovector LI de (}). De todos modos, se cumple |[A] =1 = 1.1y TrA =2 =1+ 1. Nétese
que A es no singular (|A| =1 # 0). La condicién de no diagonalizable nada tiene que ver con la singularidad.

p=(21)

es diagonalizable ¥V ¢ # 0, ya que en tal caso la ecuaciéon

Cabe destacar, no obstante, que la matriz

IB-AL|=(1-X?*-c=0

posee siempre 2 raices distintas: A =1+ /z.

Esta conclusién es general: Si A no es diagonalizable podemos siempre encontrar una matriz B arbitraria-
mente proxima a A (es decir, cuyos elementos difieran de los de A en menos de €, con € > 0 arbitrario) tal
que B es diagonalizable.



111
Ejemplo 3: Sea A= 0 2 1 |. Tenemos
0 0 1
1—A 1 1
|A— A3| = 0 2—A 1 =1-=N2-N(1-2)X)

0 0 1—-A

por lo que las raices de P(\) son A\; =1y A2 = 2, con multiplicidades 2 y 1 respectivamente. Si A = Ay,
011
|A—1I3/=1 0 1 1
0 00

posee rango 1, por lo que dim V(1) = dim N(A—1I3) = 3—1 = 2, igual a la multiplicidad de A;. La matriz
es por lo tanto diagonalizable ya que necesariamente dim V' (2) = 1. El sistema (A — 1/3)X = 0 conduce a

y+ 2z =0, es decir, y = —z, con z y z arbitrarios, por lo que los autovectores para A\; = 1 son de la forma
T 1 0
—z | =xz| 0 | +2z| =1 |. Para Ay =2,
z 0 1
-1 1 1
|A —2I3] = 0 0 1
0 0 -1
posee rango 2. El sistema (A — 2I3)X = 0 conduce a x = y, con z = 0, por lo que los autovectores son de
1
la forma z | 1 |. Una matriz de autovectores es por lo tanto

1 0 1 1 -1 -1
S=(0 -1 1|, com S'=|0 0 -1
0 1 0 0 1 1
Se verifica entonces
1 00
A=81tA5=0 10
00 2

Noétese que el orden de los autovalores en A’ corresponde al orden de los autovectores (columnas) en S.

Ejemplo 4: (Para hacer en la prictica) Sea F : R? — R? el operador de rotacién de dngulo @ (antiho-
rario), con [Fle = (5~ g ;085129), siendo e la base candénica. Es obvio que F' no puede tener autovalores reales,
ya que no existe v # 0 tal que F'(v) = Av. No es por lo tanto diagonalizable para K = R.

Sin embargo, [F]. tiene autovalores complejos A = e = cosf & isinf y es por lo tanto diagonalizable si se
lo considera como F : C?> — C2, con K = C. Determine el lector los autovectores y compruebe que existe S

tal que S™[F].S es diagonal!

Ejemplo 5: Consideremos el operador de proyeccién ortogonal P sobre el plano = +y = 0 en R? (o
sea, proyeccién sobre este plano en la direccién del eje z). Si € = (e, ¢€h,e}), con €] = (e1 + e2)/V2,
eh = (—e1 +e2)/V2, €5 = e3, con e = (e1,e2,e3) la base candnica, entonces P(e})) = 0, P(eh) = éb,

0 0
P(ef) = €5 y por lo tanto, [Pl = [ 0 1
00

En la base canédnica, obtenemos en cambio

0
0 |. Esta es pues una base de autovectores de P.
1

0 1 0
0], cnS=[1 1 0 /N2
2 0 0 V2

[\



y S~ = St En esta base [P, no es diagonal, aunque sigue cumpliendo que [P]? = [P].. Se deja como ejer-

cicio verificar explicitamente que los autovalores de la matriz [P]. son 0 y 1, y que una base de autovectores
es precisamente e’ (aunque por su puesto no es la dnica), de modo que S es una matriz diagonalizante de
[P]e, que verifica S~![P].S = [P, con [P]. diagonal.

a—d
Ejemplo 6: Autovalores de una matrix general de 2x2. Si A = < a b ) =atdr, | ( 2 b_d >7
c d 2 C —GT

obtenemos facilmente, a partir de |A — A\l3| = 0, que los autovalores son

d —d 1 Tr[A
Ai:“; +4/(& )2+bc:2mA]i\/( r2[ L2 _ Dega]
donde Tr[A] = a + d es la traza de A y Det[A] = ad — bc su determinante. La ultima expresién puede
. . A+ A = Tr[4]
obtenerse directamente de resolver el sistema { A = Det[A]

Los dos autovalores quedan pues completamente determinados por la traza y el determinante.

Ejemplo 7: Correccién de primer orden en los autovalores.

Consideremos una matriz B = A+ 0A de n x n, siendo A diagonalizable y 0 A = M una perturbacién (e
es un parametro suficientemente pequeno y M una matriz de n x n arbitraria).

Sea S = (X1,...,X,) una matriz de autovectores de A, tal que S™1AS = A’ con A’ diagonal (Al = Nidij,
con AX; = \;X;). Definiendo §A’ = S71(6A)S = ¢S~ MS (perturbacién en la base en que A es diagonal)
y notando que |B — M| = |S~!BS — \I|, obtenemos

Consideremos primero el caso en que los autovalores A; de A son todos distintos. Para A = A\; + d\; con d);
una correccién de orden ¢ al autovalor \;, obtenemos entonces

1B — (A + 0| = (645 — 5x) [ [\ — o) + O(e?)
i

donde el primer término es el de mayor orden (O(g)), y los restantes de orden O(¢?) o mayor. Por lo tanto,
la ec. |B — M| = 0 conduce a

OXi = 0A); + O(e?), con 0A}; = (ST'0AS); =) Si' MjpSi;
4.k

es decir, los 0); son los términos diagonales de A en la base en que A es diagonal. Como ) i S&lSji =1,
si la columna i de S (el autovector X;) se multiplica por a, la fila de i de S~! se multiplica por 1/a, para
mantener la igualdad anterior. Por lo tanto, la correccién A}, es, como debe ser, independiente de la base
elegida del espacio propio, es decir de la eleccién del autovector X; # 0 en el espacio propio.

En el caso general, si el espacio propio asociado a un autovalor \; tiene dimensién d; (se dice entonces
que tiene degeneracién d;), la correccién a A; son los autovalores de §A en el espacio propio asociado a
Ai, pues |[A — X| = [(0A"); — o\, H/\j;ﬁki()‘j — )™ 4 O(e%*1), con 6 A la matriz §A’ restringida al
espacio propio asociado a A; y m; la multiplicidad (algebraica) del autovalor ;. Se deben pues obtener los
autovalores de 0 A, (matriz de d; x d;). El nivel degenerado \; se desdobla normalmente en varios niveles.
Se dice entonces que se rompe la degeneracion.

Es importante que A sea diagonalizable. De lo contrario, el ej. 2 anterior muestra que en el caso no-
diagonalizable, la correccién puede ser por ej. de orden /.



10.8 Evaluacién de Potencias y Series de Matrices

La diagonalizacién es muy conveniente para evaluar potencias y series de matrices (de n x n) u operadores.
En primer lugar, si

A=SAS™! (10.3)
(A semejante a A’) se cumple, para k natural,

AF = gA%* g

yaque A2 = (SA'S71)(SA'S™1) = SA?S~! y en general (por induccién) A¥ = AAF1 = SA'S~1GAR—1G-1 =
SA’®S—1. Andlogamente, para funciones definidas por series de potencias f(u) = Y o apu® convergentes
VueC,

o0 o0 o0
FA) = apAb =" apSATS = S[> " apA%)S ! = Sf(A)ST!
k=0 k=0 k=0
Notemos que f(A) estd bien definido pues |(4*);;| < (mn)*/n, donde m el mayor elemento de la matriz
(|Asj] < m ¥ i,j) y nla dimensién. Esto implica que la serie matricial converge absolutamente si la serie
converge absolutamente V u (|(f(A))i;| < f(mn)/n). En particular,
(A1)

exp|At] = o S exp[A't]S™!
k=0

Finalmente, si A es invertible (en cuyo caso A’ es también invertible, como el lector debe reconocer inmedia-
tamente) se cumple A~! = SA’715~! y en general

AR = sA kg

Si A es diagonalizable, ST'AS = A’ con A’ diagonal. Por lo tanto A = SA’S~!. Podemos entonces utilizar
las expresiones anteriores con A’ diagonal y S una matriz de autovectores, en cuyo caso la evaluacién resulta
inmediata pues

MO0 .00 Moo
w—| 0 A .00 L) = 0 X ... 0
0 0 ... M\ 0 0 ... A\

para k natural. Esto implica

f() 0 0
N 0 f(h) 0
FA) =Y an(A)F =
k=0
0 0 f(An)
En particular,
eMt 0 0
Aot
exp|A't] = 0 e 0
0 0 et

Ademas, si A es invertible, sus autovalores son todos no nulos y es facil ver que

AP o0
(A = 0 AN' ... 0
0 0 At
y por lo tanto
AP0 0
ayko| O A" 0
0 0 Mk



Por ejemplo, en el caso del ej. 1 anterior se obtiene

S A VI I TR T R B el

y en el ej. 3 anterior,

™ 0 0 1 2"—-1 2" -1
A=8{ 0 1™ 0 |S't=[o0 2 2n-1
0o o0 2" 0 0 1
00 of o2t _ ot o2 _ ot
exp[At] =S| 0 e 0 |S'=| 0 et et — et
0 0 % 0 0 el

Ejemplo: Sucesion de Fibonacci. Esta definida por la relacion recursiva lineal
apt1 = Ap +ap-1, n=>1

con ag =0, a1 =1.
La expresién explicita de a, puede obtenerse facilmente planteando el problema en forma matricial. Re-
solveremos en realidad el problema para valores iniciales generales ag, a;. Tenemos, para n > 1,

()=o) ()

Por lo tanto, para n > 1 y definiendo A = < 1 (1) )’

an+1 _ An al
Qnp ao

La evaluacién de A™ puede efectuarse mediante su diagonalizacién. Los autovalores de A son los niimeros

aureos
_1+45
2

At

que satisfacen A> = X\ + 1, con autovectores vy o< ()‘li) Podemos entonces escribir A = SA’S~! con
S = (f*i") y A = (8‘&?) Por lo tanto, A" = S(A’)"S~! y se obtiene finalmente (se dejan las cuentas para
el lector)

an = [(AL = AX)a; — (AA- — A" AL )ao) /V5
En el caso usual de Fibonacci, ag =0, a1 = 1y a, = (A} — A")/y/5. Como Ay = 1.618, A\_ = —0.618, el
término dominante para n grande es el proporcional a A’}.

Un tratamiento equivalente consiste en expresar el vector inicial (3}) como combinacién lineal de los
autovectores de A: A"(3l) = An[c+(i\+) + c,(i* )] = c+)\1(i‘+) + c,)\’j(i‘*), de donde a, = Nicy + A'c_.
Como (c¢F) = S71(41), se obtiene ¢4 = a1 — A_ag, c— = —a1 + Ajap, obteniéndose el resultado anterior.

El mismo método se puede aplicar para toda sucesién definida por una relacién recursiva fija lineal:

Ap4+1 = OQp + X1Gp—1 + ... + QfGp_k

para n > k, con ag, ..., a; dados, que conduce a
n—k+1
a ap &1 ... Of a ayp &1 ... O a
Z*l 1 0 ... 0 . 1 0 0 . F
g = o 1 0 =10 1 0 kot
On—k+1 0 ... 1 0 n—k 0 ... 1 0 a0

La sucesién geométrica elemental a,, = agag corresponde al caso k = 0 (an+1 = apay, sin > 0).

11



10.9 Desacoplamiento de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Como otra aplicacién, consideremos por ejemplo el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
primer orden

dX
— = AX
dt

con X den x1y A den xn, con elementos constantes (o sea, independientes del tiempo). Suponiendo
A diagonalizable, tenemos A = SA’S™! con A’ diagonal y S la matriz de autovectores. Por lo tanto
dX/dt = SA'S7'X, lo que implica

dX'/dt = AX', X' =S7'X,

Como A’ es diagonal, el sistema en las variables X' estd desacoplado, y es de facil resolucién. Tenemos, para
las componentes 2, de X', las ecuaciones desacopladas

dol/dt = Nz, i=1,...,n

donde \; son los autovalores de A, cuya solucién es x} = c;eit. Finalmente, se obtiene
n
X(t)=SX'(t) =) _ eVie",
i=1

donde V; denota los autovectores de A (las columnas de S). Esto constituye la solucién general del sistema
de primer orden, conteniendo n constantes arbitrarias ¢; que pueden determinarse a partir de las condiciones
iniciales x;(0).

El procedimiento usualmente utilizado en Fisica e Ingenieria para llegar a esta solucién es plantear una
solucién del tipo X (t) = VeM con V constante. La ec. dX/dt = AX implica entonces A\V = AV, por lo
que V debe ser autovector de A con autovalor A. La solucién general se obtiene luego como combinacién
lineal arbitraria de estas soluciones particulares. Este procedimiento es en realidad correcto para encontrar
la solucién general sélo en el caso de matrices A diagonalizables.

Notese también que el mismo método puede utilizarse para resolver sistemas andlogos de segundo orden

d*X
= AX
Sélo es necesario reemplazar c;eMit por c:re‘/rit +c eVt en la solucién general anterior.
Ejemplo 1: Consideremos el sistema de tres ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden,

de/dt =x+y+z2, dy/dt=2y+z, dz/dt==z2

donde z,y, z son funciones de t, el cual puede escribirse en forma matricial como

d T 1 11 T
0 0 1 z

o sea, dv/dt = Av, siendo A la matriz del ej. 3 anterior y v = (x,v, z)!. Por lo tanto, utilizando las matrices
Sy S~1 de dicho ejemplo,

d T 1 0 0 T
Tl v]= S{o1o0|st|y
z 0 0 2 z
y mult. a izq. por S, se llega a
d x! 100 x! x x T—y—2z
pr Yy |=1010 y |, con y | =5ty | = —z
2! 00 2 2! 2! z y+z

el cual es un sistema de tres ecuaciones dif. lineales desacopladas:

do'/dt =o', dy/dt =+, d2'/dt =22

12



que es equivalente al original. La solucién del sistema desacoplado es muy facil de obtener:

o =ciel, Y = el 2 = cze?
Finalmente
T ! o+ 1 0 1 cret + cge?t
y | =S|l v | = v+2 |=cel| 0 | +ee| -1 | +ce®| 1 | = —coet +c3e?
z 2 y 0 1 0 coel

Ejemplo 2: Sistema de dos resortes acoplados (recordar dibujo). Ecuacién de movimiento:

iQ T . _i k1 + ko —ko T

2\ z2 ) m —ko k1 + ke x2
Resuelto en clase. Detalles a cargo del lector. Sélo recordamos que las frecuencias propias w; = v/A; (con \;
los autovalores de la matriz (’ilkzkiljriz)/m son wy = \/ (k1 + 2ka)/m, we = \/k1/m, con V; oc (1), Vo oc (}).

11. Matrices hermiticas y reales simétricas

Un caso especial muy importante para la fisica es aquel de matrices de n x n hermiticas (o hermitianas o
autoadjuntas), que son las que satisfacen AT = A, donde AT = A" denota la matriz traspuesta y conjugada
(matriz adjunta):

ail; a2 ... Qinp
A:AT N A= a‘1‘2 azo ... Q9n
aiy, a3, ... Qnpn
con a; real para i = 1,...,n. Si todos los elementos de A son reales = A' = A’ y la condicién de A

hermitica equivale a A simétrica (Al = A).

11.1) Teorema: Si A de n x n es una matriz hermitica sus autovalores A; son todos reales y los autovectores
X, correspondientes a autovalores distintos son ortogonales respecto del producto escalar usual para vectores
complejos: Si AXi = )\iXiy AXJ' = )\ij = Xij =0si )\i 7& )\j, donde

f o
_ * * ok . * .

iL'nj

Demostracion: Sea X; de n x 1 autovector de A con autovalor \; (por lo tanto X; # 0). Multiplicando la
igualdad AX; = \;X; a izquierda por XJ = X* se obtiene

XTAX; = L X[ X, (11.1)
con
L1
XXy = (b at) | o | =ahan 42 = eul 4 22 >0
Tni

Trasponiendo y conjugando la igualdad (11.1) se obtiene, notando que (AB)" = BT AT,
xiatx; = xxlx;,  (11.2)
Pero como AT = A, esto implica, comparando con (11.1), que )\iXiTXZ- = )\fXJXi, o sea,
0=(\—A)X/X;

Como X}Xi >0 = A\ = A], es decir, \; real.
Del mismo modo, si AX; = \;X;, AX; = \; X, multiplicando a izquierda la primer ecuaciéon por X j y la
segunda por XZT se obtiene

XTAX; = NX1X;, X[AX; = \X[X;

13



Trasponiendo y conjugando la pimera de estas ecuaciones se obtiene X j ATX i =AX ,LT X, es decir, X j AX; =
/\iX;er pues AT = Ay )\ = A7 (ya demostrado). Por lo tanto, )\iX;Xj = )\inTXj, 0 sea,

0= (A — X)X/ X;

por lo que XiTXj =081 A\ # Aj.

Puede demostrarse (lo haremos més adelante) que toda matriz hermitica A es diagonalizable, y que
siempre existen n autovectores X; LI y ademdas ortogonales que satisfacen AX; = \; X;, con X;L X; =0si
i # j (atdn cuando A; = Aj).

En tal caso, eligiendo autovectores normalizados tales que Xl-T X;=1parai=1,...,n, se obtiene
ty _s )1 1=7J
Xin—dz-j—{ 0 it

Por lo tanto la matriz de autovectores S = (X ... X,,) satisface
Sts =1,

pues (S79);; = XZTXj = §;;. La inversa de S es pues directamente la matriz adjunta: S~ = ST.
En resumen, si A = AT, 3 S tal que S~ = STy STAS = A, con A’ diagonal y real: A;; = \;d;;

Matrices antihermiticas: Si AT = —A, se dice que A es antihermitica. En tal caso, B = —iA resulta
hermitica (pues B = iAT = —iA = B), lo que implica, como A = iB, que A serd también diagonalizable,
con autovectores ortogonales si corresponden a autovalores distintos, pero con autovalores imaginarios en
lugar de reales: Si BX; = M X; = AX; = (i\)X;.

Matrices reales simétricas: Para el caso particular de matrices reales, los resultados anteriores im-
plican que los autovalores de matrices reales simétricas (AT = A' = A) son todos reales. Los autovec-
tores pueden pués elegirse reales, y por lo tanto, seran ortogonales respecto del producto escalar usual: Si
AXZ = )\le y AX] = )\jX]’ =

XiXj = xuxij + .o+ Tping = 051 N # )

En tal caso, eligiendo autovectores normalizados (tales que X!X; = 1) la inversa de la matriz S =
(X1,...,X,) sera directamente la traspuesta:

S'S =1, (A= A'real, X;real parai=1,...,n)

En resumen, si A = A’ con A real, 3 S real tal que S™! = S’ y S'AS = A’, con A’ diagonal y real:
A;j = \i0;;. Més aun, puede elegirse siempre S tal que detS = +1 (Si S—1 = 8t = detS = £1) en cuyo
caso S corresponde a una rotacién, como veremos mas adelante

Matrices reales antisimétricas: Si A es real y A" = —A, nuevamente B = —iA resulta hermitica

(B = iA* = —iA = B) y por lo tanto, A = iB sera diagonalizable en el cuerpo de los complejos, con
autovalores imaginarios y autovectores ortogonales si corresponden a autovalores distintos.

A=(0 1)

A es una matriz real simétrica si v es real. Tenemos

Ejemplo 1: Sea

|A = A\ = (1 = \)% — 22

por lo que los autovalores son A = 1+ v, reales. Para Ay = 1+ v, puede verse facilmente que el autovector es
de la forma X = x1(}), mientras que para Ay = 1 — v, es de la forma Xy = xg(_ll). Por lo tanto, podemos
elegir 71 = o = 1/V/2, para que X{X; = XX, = 1. Se verifica ademds X{X, = 1(1,1)(7') = 0. Por lo

tanto
_ 1 1 -1 -1 t_i 1 1
s=y(h 1) os s

14



con

Ejemplo 2: Sea
1w
A= ( —iv 1 )
con v real. A es una matriz hermitica (AT = A). Tenemos
|A — | = (1 —)\)? — (iv)(—iv) = (1 — \?) — v?

por lo que los autovalores son nuevamente A = 1 &+ v, reales. Para A\ = 1 4+ v, puede verse facilmente
que el autovector es de la forma X; = z;(%), mientras que para Ay = 1 — v, es de la forma Xy = xg(_ll)
Por lo tanto, podemos elegir z1 = 2o = 1//2, para que XIXl = Xng = 1. Se verifica ademas XITXQ =
2(=i,1)(7") = (=1 +1)/2 = 0. Por lo tanto

R gt Lt
s=5(0 7)== (0 0)

1+v 0
T _
SAS—( 0 1—v>

con

Ejemplo 3: Consideremos la ecuacién
ax® + 2bxy + cy* = d

con coeficientes y variables reales. Podemos escribirla en forma matricial como

t _ _ (= t_ _[(ab
XAX—daX_(y)vX_(x’y)7A_<b C)

La matriz A es real y simétrica, siendo por lo tanto siempre diagonalizable. Existe entonces una matriz
ortogonal de autovectores S (S™1 = S), con Det S = 1, tal que STtAS = S'AS = A’, con A’ diagonal:
A= (SJ&?), siendo A+ los autovalores de A (las raices de (a — \)(b— \) —b? = 0). En tal caso, si X = SX’,
tenemos

XIAX = X"'STASX' = X"A'X = 2?4+ X y? =d

Si d > 0, vemos entonces que la gréfica de la ecuacién en las variables x’, 1y’ serd una elipse si A+ son ambos
mayores que 0, y una hipérbola si Ay A_ < 0, con ejes principales z’,y’ en ambos casos. Como la trans-
formacién corresponde a una rotacién (eligiendo el orden de autovectores tal que DetS = +1), la ecuacién
original corresponderd si |A| # 0 a una elipse o hipérbola con ejes principales rotados (como consecuencia
del término cruzado 2bxy). El dngulo de inclinacién 6 entre los ejes ' y x puede obtenerse a partir de la
matriz S escribiéndola en la forma S = [I]¢ = (€58 529) Para més detalles ver ejemplo resuelto en clase
o en practica.

Ejemplo 4: Tensor de Inercia. El tensor de inercia de un cuerpo rigido respecto de un origen O es

2 2

ro— T, —TuYy —TuZy
2 2 t t
Ip = g my —YTy To— Y, —YuZu = g my, (X, XI5 — X, X))
v —ZyTy —ZvYvy 7"3 - Z12/ v

donde X! = (2,,yu,2,) v 72 = X! X, = 22 + y2 + 22. Ip queda pues representado por una matriz real

v

simétrica. Frente a una rotacién del sistema de coordenadas, X,, = SX/, con DetS = 1, S'S = I3, se obtiene

Io =Y m,(X',S'SX]Is — SX|X",5") = S[> " m, (X', XI5 — X, X",)]S" = SI[,S'

o sea, I, = StInS con I}, el tensor de inercia en el sistema rotado. Como I es real simétrica, existird
una matriz ortogonal de rotacién S (matriz de autovectores normalizados y ordenados tal que S'S = I3 y
|S| = 1) tal que I}, sea diagonal. Esta matriz determinard los 3 ejes principales de inercia, y los autovalores
de Ip seran los momentos principales de inercia. Si el vector velocidad angular € coincide con alguna de
estas direcciones, el vector momento angular (dado en general por Lo = Ip§2) serd proporcional a (2.
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Ejemplo 5: Sistema general de n resortes acoplados. El movimiento de tal conjunto esta descripto
por un sistema de ecuaciones de segundo orden del tipo (recordar discusién de clase)

n

= — ii L5 1= o,

dt2 ENE ) )
=1

donde z; es la posicién de la particula ¢ (medida desde la posicién de equilibrio), m; > 0 su masa y k;; = kji.
Podemos reescribir tal sistema en forma matricial como

d’X
M—=-KX
dt?
donde M es una matriz diagonal de elementos m; (M;; = m;d;;), X = (z1,...,2,)" y K la matriz de ele-

mentos k;j. Definiendo la matriz diagonal M 1/2 e elementos /m; (M 1/ Z)Z-j = /m;d;j) podemos reescribir
tal sistema como M1/2M1/2d;% = —KX, y por lo tanto, multiplicando a izquierda por M~1/2 = (M1/2)~1
(matriz diagonal de elementos (M~1/2);; = \/%i&j), como

d?Y . -
—m = —KY, donde K = M \PERM? Yy = MY?Xx
(de forma que y; = /m;z;). La ventaja esta forma matricial es que la matriz K es real sim{etrica ~(f( t— K )
y por lo tanto siempre diagonalizable. Existe entonces una matriz ortogonal S tal que S'K S =K ’ con K !
diagonal, de elementos ng = \idi;, siendo \; los autovalores de K. Por lo tanto, escribiendo K = SK’ St
el sistema original resulta equivalente a
d2y’
dt?
Esto representa, dado que K’ es diagonal, un sistema de n resortes desacoplados:
d?y!
dt?
La solucién general de ¢/u de estas ecuaciones es, para A; # 0, y4(t) = Ae™it + Be™it = C cos(w;t+¢), donde
w; = VA; son las frecuencias propias de vibracién del sistema. Las variables y{ = Z?:l Sji/M;x;

= —K'Y', donde Y'=S'Y

:—)\iyg, i:1,...,n

(o sea, y; = (S'Y);) se denominan modos normales de vibracién. Notemos que las frecuencias propias
son las raices de los autovalores de la matriz M~Y/2KM~1/2 | los cuales, en virtud de la propiedad 12.1
siguiente, coinciden con los de la matriz M ~'K. Por lo tanto, la conocida férmula w = \/k/m para la fre-
cuencia angular de un oscilador arménico se generaliza a w; = /(M ~1K);, donde (M ~'K); denota aqui el
iésimo autovalor de la matriz M 1 K. Puede demostrarse que si la matriz K es definida positiva (definicién
que veremos luego y que corresponde a un sistema estable) entonces todos los autovalores de K son positivos.

Ejemplo 6: Problema generalizado de autovalores: La ecuacion
AX = ABX

donde A y B son matrices de n x n, B es no singular y X # 0 es un vector columna, define un problema
generalizado de autovalores. Es obviamente equivalente al problema estdndar B~'AX = \X, es decir, a
la obtencién de los autovalores y autovectores de la matriz B~'A. Los autovalores pueden pues obtenerse
como |B71A — M| = 0, equivalente a
|A—AB| =0

y los espacios propios pueden obtenerse como Nu(B~1A — AI), equivalente a Nu(A4 — AB).

Si At = Ay B = B, B™'A no es general hermitica ((B~'A)" = AB™!). Si B es definida positiva
(es decir, todos sus autovalores )\f son positivos), es posible reescribir el problema generalizado como un

problema de autovalores hermitico y estandar, mediante el mismo método utilizado en el €j. 5:
Si AX = A\BX = B 1/24B1/2BY2X = ABY2X por lo que el problema se reduce al problema estdndar

AX =X
con A = B"Y/2AB1/2 una matriz hermitica (A" = A) y X = BY2X. Aqui, si B = SgB'SL, con B’
diagonal (B';; = AP6;;, AP > 0), B/?2 = SBB'l/QS)LB, con (B’l/z)ij = /ABs;;, siendo B~1/2 su inversa.
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Por lo tanto, los autovalores A seran reales, y pueden obtenerse de |/~l—)\I | =0, equivalente a |[A—AB| = 0,
mientras que los autovectores X correspondientes a autovalores distintos serdn ortogonales: Xj f(j =0 si
Ai # jA;. Esto implica que los autovectores X del problema original seran ortogonales para un producto
escalar modificado dependiente de B: XJX]- = XJBXJ- =0si N # Ny X; = BY2X;. Veremos en las
préximas secciones la definicién de producto escalar con més detalle. Al ser A diagonalizable y BY/2 no
singular, tanto el conjunto {Xy,...,X,} como {X1,...,X,} formaran una base de C".

Més aun, dado que A es hermitica, existird una matriz no singular de autovectores normalizados y
ortogonales S = (X1,...,X,) tal que S1S =Ty STAS = A’ con A’ diagonal: fl;j = \;0;;. Esto implica que
S =B"128 = (X1,...,X,) satisface simultdneamente

StAs =A', STBS=T1

con A = A’ diagonal: Agj = \;0;5. Los autovalores generalizados A; pueden obtenerse directamente como las
raices de |A — AB| = 0, mientras que los correspondientes autovectores X; (columnas de S) de la ecuacién
(A — X\B)X; = 0. La existencia de tal S queda pues garantizada en el caso AT = Ay Bf = B, con B
definida positiva (AZ > 0V ).

12. Otras propiedades importantes

12.1) Sean F': V — V, G : V — V dos operadores sobre el mismo espacio V' de dimensién finita. Entonces
los autovalores de F'G son los mismos que los de GF', ain cuando FG # GF

Demostracion: En efecto, si FG(v) = A con v # 0 = GF(G(v)) = G(FG(v)) = G(A) = AG(v). Si
G(v) # 0 = )\ es también autovalor de GF' con autovector G(v). Si G(v) = 0 = necesariamente A\ = 0 (pues
FG(v) = F(G(v)) = F(0) = 0) y por lo tanto 0 = Det[F'G| = Det[GF]. Esto implica que 0 es también
autovalor de GF. Andlogamente se muestra que todo autovalor de GF' es autovalor de F'G.

Esta propiedad es entonces también vélida para matrices. Si A, B son dos matrices de n x n = los autova-
lores de AB son los mismos que los de BA, aun si AB # BA.

12.2) Si [F,G] = FG— GF = 0y v # 0 es autovector de F' con autovalor A = G(v) € Vp()\), es de-
cir, G(v) es también autovector de F' con el mismo autovalor si G(v) # 0.

Demostracion: F(G(v)) = FG(v) = GF(v) = G(Av) = AG(v), por lo que G(v) € Vr(A).

Ademds, si V es de dimension finita n y los autovalores de F' son todos distintos = todo autovector de F' es
también autovector de G, pues en tal caso Vp(\) es de dimensién 1 para todo autovalor A y por lo tanto,
necesariamente G(v) = av.

Todos los operadores que conmutan con F' quedan en este caso directamente representados por matrices
diagonales en la base en que [F]. es diagonal, y son por lo tanto diagonalizables.

En general, si F' y G son ambos diagonalizables y [F,G] = 0 = existe una base comiin donde F' y G son
simultdaneamente diagonales. Solo hay que diagonalizar F', y luego diagonalizar G dentro de cada espacio
propio de F'.
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13. Subespacios Invariantes

Sea F': V — V un operador lineal y sea W C V un subespacio de V. W es un subespacio invariante bajo
la accién de F' (se dice también invariante bajo F o por F) si F(W) C W, es decir, si Vv € W, F(v) € W.

Ejemplos triviales son W = V y W = {0}, que son subespacios invariantes para todo operador lineal
F:V =V (pues F(V)CVy F(0) =0).

También el niicleo N(F) y la imagen I(F') son siempre invariantes por F (F(N(F)) = {0} C N(F), y si
vel(F), F(v) € I(F)).

Resulta asimismo trivial reconocer que si F' = al, con I el operador identidad = cualquier subespacio
W C V es invariante por F', ya que siv € W, F(v) =av € W.

Como otro ejemplo comin consideremos el proyector P sobre Sy en la direcciéon de So, con S1 B Sy, =V.
Es obvio que S es invariante por P pues si v; € S1 = P(vi) = v; € S1 (P(S1) = S1 = I(P)). Més ain,
cualquier subespacio de S; es también invariante por P.

13.1) Si A es autovalor de F' = el espacio propio V() es un subespacio invariante por F: Si v € V(A)
= F(v) =X v e V(A).

13.2) La suma de espacios propios V(A1) @ V(\2) de un mismo operador F' es también invariante por F.
Siv e V(A)BV(A2), v = v+, con F(v;) = A\jv;, i = 1,2y por lo tanto F(v) = Avi+Aavs € V(A1)BV (A2).
Anélogamente, la suma de espacios propios V(A1) @ ... ® V(\x) es invariante por F.

13.3) Si [F,G] = 0 y W es un subespacio invariante por F, G(W) es también invariante por F.

En efecto, siv € W, w = F(v) € Wy por lo tanto, F(G(v)) = FG(v) = GF(v) = G(F(v)) = G(w) € G(W).
13.4) Si se escribe a V' como suma directa de subespacios invariantes,

V=5 ®&85@...0S8, existe una base (aquella formada por la unién de las bases de cada subespacio
invariante) en la que la matriz que representa a [F|. estara bloqueada en la forma

A1 0 ... 0
e I,
0 0 ... A
donde A; es una matriz de dimensién d; x d;, con d; = dimS;, i =1,... ky Zle d; = n.

En efecto, si (e;1, . . ., €iq;) es una base de S;, F'(e;j) € S, por lo que F(e;;) = Zld;l(Ai)ljeil paraj=1,...,d;.
Andlogamente, si existe una base en la que [F. tiene la forma de bloques anterior = V = S1 &S @...® S,
con S; invariante por F' para ¢ = 1,...,k. Basta con considerar S; como el subespacio generado por los
vectores de la base correspondientes a cada bloque.

Los autovalores de F' pueden pues obtenerse directamente diagonalizando cada bloque A;: Como detF =
[[; detA; (demostracion dada en clase), el polinomio caracteristico resulta |F' — M| = Hle |A; — Mg,|, por
lo que sus racies serdn las raices de cada término, es decir, los autovalores de cada bloque A;. Y los
autovectores correspondientes perteneceran al subespacio invariante asociado a A; (detalles dados en clase).
El conocimiento de subespacios invariantes posibilita pues grandes simplificaciones cuando se tiene que
diagonalizar matrices de grandes dimensiones.
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14. Forma Canoénica de Jordan

Surge ahora la pregunta sobre cudl es la forma mas simple en que pueden escribirse los operadores (o
matrices) no diagonalizables. El siguiente teorema nos da la respuesta:
Teorema: Sea F' : V. — V un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita n sobre C.

Entonces existe una base e = (€11, €12,...,€1d;,---,€kl, €k2; - - - , €kd, ), COLL Zle d; = n, en la que
Flea) = e i1 1
F(eij) = )\ieij—i—ei,j_l, J =2,...,d; ’ ’ ’
o sea, F(e11) = Meir, Fleia) = Mewa +ei1, ..., F(eiq,) = Meia, + €1,4,—1 y similar para ¢ > 1. El caso

diagonalizable corresponde a d; = 1 V k, en cuyo caso k = n. Los parametros \; no son necesariamente
distintos y son los autovalores de F', como demostraremos a continuacion.
La matriz [Fe = [F]¢ en esta base toma entonces la forma de bloques

A 0 ... 0
0 A, ... O
[Flo=A= 2
0O 0 ... Ag
donde A; son matrices de d; x d; de la forma
A1 0 ... 0 010 ... 0
0O N 1 ... 0 0 0 1 0
A; = = AiIdi + Jdi , Jdi =
0o 0 0 ... 1 0 0O 1
0 0 O A 0 00 0
con Iy, la matriz identidad de d; x d;.
Cada subespacio S; = (e;1, €2, - - ., €iq;) es claramente invariante por F', ya que F(e;;) € S(\;).
Es claro también que los escalares \;, : = 1,...,k, son los autovalores de F', pues

P(\) = Det[F — M| = |A1 — Mg, | ... |[Ap — Mg, | = (A1 — NP0 — N)%

posee como Unicas raices a A, ..., Ag.

Cada submatriz A; posee un tinico autovalor \; de multiplicidad d; (|4; — Mg, | = (A; —\)%), pero el espa-
cio propio correspondiente es de dimension 1: dim N[A; —\;I4,] = dim N[Jg,] = 1 pues Rango(Jy,) = d; — 1.
Por lo tanto, la submatriz A; no es diagonalizable si d; > 1. Cada subespacio S; contiene entonces un unico
subespacio propio de dimensién 1, que es el generado por e;1, y el nimero total de autovectores LI de F' es
k <mn (uno por cada ;).

Notemos que (F' — \jI)e;; = e;j—1 para j > 1, con (F — \;I)e;1 = 0, por lo que aplicando m veces el op.
(F' — A\iI) sobre e;; resulta
€ij—m mMm<]J
(F—)\iI)meij — { 1]0 m m Z]
Los operadores no diagonalizables en espacios finitos se caracterizan pues por la existencia de vectores e;;
no nulos tales que (F — \;I)e;; = 0 pero (F — A\ I)e;; # 0si j > 1. Si F es diagonalizable tales vectores no
existen. Notemos que conociendo e;q,, los restantes vectores e;; pueden obtenerse como

eij = (F — N5 ey, = (F—NDejjr, j=1,...,di—1

La ecuacién previa implica también que (F — )\il)di(eij) =0, j=1,...,d;. Por lo tanto, la matriz
Ja; = Ai — N\ilg, es nilpotente:
(Jdi)di =0

donde 0 denota la mariz nula de d; x d;. Por ejemplo,

01 0 0 010 00 1 000
b:<00>,ﬁ:<00>,h: 001, J2=(0o0o0], =000
000 000 000



La evaluacién de potencias del operador puede entonces realizarse sin mayor dificultad, ya que

A7 0 ... 0
am_ | 0 A0
0 0 .. A

donde, teniendo en cuenta que Iz, conmuta con Jg;,,

-1
AT = NIy, + Jg)™ = N g +mA" g + ”“”;!)AT—QJ; +.o I
para i = 1,..., k. Esta expansién contiene a lo sumo d; términos ya que (Jg,)" = 0 si r > d;.
En general, si p(t) es un polinomio de grado m,
/ p(m)()‘l) m
p(t) =pAa)1 + P (A)(t = Ai) + ..+ ==t = Ai)

se obtiene
pli=(\)

(d; — 1)

Ademas, la forma de Jordan es muy conveniente para la evaluacién de exponenciales:

p(Ai) = pNi)Ia, + ' (No)Ja, + ... + Jjjfl

, o pdl
exp|Ait] = exp[Ailg,t + Jg,t] = exp[Aily,t] explJq t] = ehit <Idi + Jgt+ ...+ Jj; l(dl)')
1 - .
Por lo tanto, B(t) = exp[A;t] serd una matriz triangular con elementos By = NI =F/(j — k) sik < jy
Bkj =0sik>j.
Para obtener la representacién de Jordan se puede, una vez obtenidos los k autovalores \; y autovectores
ei1, © = 1,...,k, resolver las ecuaciones inhomogéneas F'(e;;) = Ne;jj + € j—1 j = 2,...,d;, es decir,

trabajando en forma matricial en la base e,
AXp = NXp, AXjj=ANXy+Xij1, j=2,...,d;, i=1,...k

que no poseen solucién tnica. Otra forma mas eficiente es partir de e;q,, es decir, encontrar un vector Xjq,

que satisfaga
(A= XD Xiq, =0, (A= NI Xq, #0

Los vectores restantes del bloque pueden obtenerse como
XZJ:(A_)\lI)d/L_]deZ, ]:1”dz_1
Ejemplo:
1 11
A= 0 2 1
00 2

Tenemos |A — A3 = (1 — A)(2 — \)2, por lo que las raices son A\; = 1, con multiplicidad 1, y Ay = 2, con
multiplicidad 2. Como

-1 1

A—2I3 = 0 0

0 0 0

1
1
posee rango 2, N[A — 2I3] posee dimensién 1, por lo que A no es diagonalizable.

Para Ao = 2 el sistema homogéneo (A — A\I3)X = 0 posee la solucién general x = y, z = 0, de modo que el
autovector es de la forma x(1,1,0)!. Eligiendo X7 = (1,1,0)!, el vector X;5 puede obtenerse resolviendo

~1 11 x 1
0 01 y | =11
0 00 2 0
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que da como resultado z = 1, = y. Podemos elegir entonces X12 = (0,0,1)!. Finalmente, A — 13 =

011
0 1 1 |, porloque (A—1I3)X3; =0 conduce a X3 = (1,0,0)"!. Obtenemos entonces
0 01
1 0 1 0 1 0
S=11001]|, cmSt=(0 0 1
010 1 -1 0

y finalmente la forma de Jordan

2 1
A=ST1TAS=| 0 2
00

_ o O

Puede comenzarse también determinando X715 a partir de las condiciones (A—213)X12 # 0, (A—213)?> X152 = 0,
y obtener luego X;; como (A — 21I3) X2 (hecho asi en clase).
Se obtiene también

<plt 2 1 I o et te? 0
expldt = “P¥ o 2 = o e o
0 exp(t) 0 0 ¢
21 2 o (11 2
ya que explt 0 9 | = exp[t(2]2 + Jo2)] = exp[2tls] exp|ts] = e** (I3 + tJ2) =€ o 1 ) pues Js =0.

Resolucion general de sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. La solucién del sistema

dX
— = AX
dt

con A constante pero no diagonalizable, puede obtenerse a partir de la forma candnica de Jordan. Tenemos,
para X(0) = Xgy A= SA’S™,

k d; m—1 .

R I

X = expldfl X = SexplAC =3 M 3 cin I Vimnoy
i=1 m=1 §=0

donde Vj ;,,—j denota las columnas de S [S = (Vi1,Vi2, ..., Vigys .- Vi, .-+, Vid, ), de forma que S exp[A't] =
(€>\1t‘/117 6’\1t(V12 + ﬂ/ll)a 6>\1t(%3 +tVia + t;!‘/ll)a .- )] yC= S_1X0 = (6117 €125+ -5 Cldys - - ')t un vector de
constantes determinadas por el vector inicial Xg = X (0). Por ejemplo,

X = eMeVi + ca(Va + Vit) + c3(Va + Vat + Vat2/20) + .. ]

en el caso de un solo bloque, con V; = (A — AI )4=3Vy y d la dimensién del bloque.

15. Polinomios Anuladores y Teorema de Cayley-Hamilton

Sea F': V — V un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita n.
Si p(A) =ag+aA+ ...+ apA™ es un polinomio de grado m, podemos asociar a p(A) el operador lineal

p(F) =apl + a1 F + ...+ apnF™
La matriz que representa al operador p(F') en una base e es

p(F)]e = aollle +a1[Fle+ ...+ an[F"]e = aolp +a1[Fle + ...+ an[F])
= p([Fle)

donde hemos asociado FO = I y [F]? = I,,. Ademas, si escribimos p(\) en términos de sus m raices \;

p(>‘) = am()‘ - )\1)()‘ - )‘2) s ()‘ - )‘m)
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entonces
p(F) = am(F — )\1[)(F — )\2]) R (F — )\mI)

ya que las potencias F'* de F' conmutan todas entre si V j > 0.

Un polinomio p se dice que es anulador de F' si p(F) =0 (o sea, si p(F') es el operador nulo). Dado que
la dimension del espacio de operadores lineales H = {F : V — V, F lineal} en un espacio vectorial V' de
dimensién finita n es n?, es claro que el conjunto (I = FY F, F? ... ,F”Q) es LD (pues son n+ 1). y que
por lo tanto, existen siempre n? + 1 constantes co, . . ., ¢, no todas nulas tales que col +c1F +. .. an”2 =0.
Esto muestra en forma bésica que siempre existe un polinomio anulador de F'.

No obstante, el siguiente teorema (denominado teorema de Cayley-Hamilton) muestra que el mismo
polinomio caracteristico asociado a F, que es de grado n, es siempre un polinomio anulador de F'.

Teorema: Si p(A) = Det[F — A\I] es el polinomio caracteristico de F' = p(F) = 0.
Como el polinomio caracteristico es de grado n (p(A\) = ap + a1 A + ... + ap A" con a, = (—=1)" # 0), el
teorema implica que es siempre posible expresar F™ en términos de potencias de grado < n — 1: Como
p(F)=0=

F"=—(ap+a1F +... an_lF"_l)/an
Por lo tanto, cualquier potencia F* con k > n puede expresarse en términos de potencias de grado < n — 1.

Demostraremos el teorema a partir de la forma canénica de Jordan. No obstante, en el caso en que F
es diagonalizable, el teorema es obvio, ya que en tal caso existe una base e en la que [F]. es diagonal,

A 0 .00
F], = 0 X ... O
00 .. A
donde A;, i =1,...,n son los autovalores de F, y
p(A1) 0 ... 0
) =p((Fe=| 0 P 0 s
0 0 p(An)
para cualquier polinomio p. Pero si p es el polinomio caracteristico, p(\;) = 0 para i = 1,...,n y por lo

tanto [p(F)]e = p([Fle) = 0 (matriz nula). Esto implica a su vez p(F') = 0 (operador nulo).
En el caso general, utilizando la base en la que [F, tiene la forma canénica de Jordan, tenemos, para
cualquier polinomio p,

p(Ar) 0 e 0
P =p(Fl = | O Pl
0 0 p(Ag)
donde A;, i =1,...,k son matrices de d; x d; que satisfacen (A; — )\iIdi)di = 0 (matriz nula).

Recordemos ahora que el polinomio caracteristico de F' estd dado por
P\ = |[Fle = M| = [A1 — Mg | .. JAg — Mg, | = M — )P (g — N
Por lo tanto,
p(Az) == (Al[di - Ai)dl NN (Azldl - Az)dl e (Akldl - Al)dk =0
pues (A Iy, — A;)% = 0. Esto implica [p(F)]. = 0 y entonces p(F) = 0. Se cumple pues, para cualquier base
¢, p([Fler) = [p(F)]er = [0]e = 0.

El teorema vale por consiguiente para matrices A generales de n x n. Si p(A\) = |A — Al,| es el poli-
nomio caracteristico asociado a A (de grado n) = p(A) = 0 (la matriz nula de n x n).

Para matrices A diagonalizables el resultado es evidente, ya que en tal caso A = SA’S™!, con A’ diagonal,
y por lo tanto p(A) = p(SA’S~1) = Sp(A")S~!, pero p(A’) tiene la forma 15.1 y es por lo tanto la matriz nula.
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Escribiendo
p(F) = cpF" +cyn 1 F" '+ ..+ 1 F + ol
en el caso del polinomio caracteristico tenemos ¢, = (—1)" # 0y ¢o = Det[F]. Por lo tanto, como p(F) = 0,

podemos escribir
Fo— —(Cn_an_l +...aaF +cyl)/cp

de modo que F" (y por lo tanto cualquier potencia F'*, con k > n natural) puede escribirse en términos de
los operadores F™"~! ... F I. Més atn, si F es invertible, ¢y # 0 y multiplicando la expresién anterior por
F~! se obtiene

Fl= —(Cnf:mi1 + Cn_an72 + ... le)/CO

de modo que también F~! (y por tanto cualquier potencia F~*, k > 0 natural) puede escribirse en términos
de Fn=t .. F,I.

Cabe destacar que el polinomio caracteristico no es necesariamente el polinomio anulador de grado minimo.
Silo es en el caso de autovalores todos distintos o, en general, en el caso de bloques de Jordan con autovalores
todos distintos.

Si F es diagonalizable, el polinomio anulador de grado minimo es simplemente P, (A) = [[,(A — A;), donde
la productoria es sobre autovalores distintos.

En el caso general, el polinomio anulador de grado minimo serd Pp,(\) = [[;(A— A;)%, donde la productoria
es nuevamente sobre autovalores distintos y d; es la dimensiéon del mayor bloque de Jordan asociado a ;.
P, (\) es pues de grado < n.

Ejemplo 1: Sea

El polinomio caracteristico es

-2 1

p(A):‘A_AI2’:‘ 1 Y

‘:/\2—1
Se cumple entonces
a2 (01 01y (10 _(10Y) (1 0Y)_ (00
p(4) =4 I2_<10 10 0o1) \o1 01)-\oo
Esto muestra simplemente que A% = I, y que por lo tanto, A¥ = I, si k es par y A¥ = A si k impar.

Ejemplo 2:

O N =
N~

El polinomio caracteristico es
PN = A=Al =(1-N)(2-X)2=-2+5\2 -8\ +4
El teorema implica entonces que
— A%+ 542 —8A+4I3=0
donde A%2 = A.A, A3 = A.A.A (producto matricial), como es facil verificar. Por lo tanto, A3 = 542 —8A+413
y A™' = (A2 —5A+8I)/4. Cualquier potencia A* con k entero puede expresarse en términos de I3, Ay A2,

Ej. 3: Matriz A de n x n de rango 1, con n > 2. Dado que A y A’ = S71AS poseen el mismo rango
y traza, tenemos, si A’ es la forma canénica de Jordan de A, r(A’) =1y Tr A’ = Tr A, por lo que A’ tiene
s6lo una fila no nula. Si Tr A # 0, la tinica posibilidad es que A sea diagonalizable y tenga un tinico autovalor
no nulo igual a Tr A, siendo los restantes nulos, mientras que si Tr A = 0, la tinica posibilidad para A’ es un
bloque de Jordan de dimensién 2 de la forma (J ), siendo todos los autovalores nulos y A no diagonalizable.
Toda matriz de rango 1 es necesariamente de la forma A = bc!, con b y ¢ vectores columna no nulos (de
n x 1), como el lector puede facilmente demostrar, con Tr A = c!b = c - b. Se deja como problema hallar los

autovectores asociados y el polinomio minimal en ambos casos.
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16. Demostracién

Daremos aqui un resumen de la demostracién de la forma canénica de Jordan. En primer lugar, sabemos
que todo operador lineal F' : V' — V| con V de dimensién finita n, posee un polinomio anulador P(z), tal
que P(F) = 0 (o sea, P(F)(v) =0V v € V). Existird entonces un polinomio anulador de grado minimo
P, (z) = apzr + a1z + ... + apnz™ (polinomio minimal), tal que P, (F) = agF + a1 F + ... + apn F™ = 0.

1) X es raiz de P, (F') siy s6lo si A es autovalor de F. Esto indica que las raices del polinomio minimal y
el polinomio caracteristico son las mismas. Sélo la multiplicidad puede ser diferente.

Dem.: Si A es autovalor de F' = 3 v # 0 tal que F(v) = Av, y en tal caso Py, (F)(v) = Pyn(\)v =0, por lo
que Pp,(A\) =0, es decir, A es raiz de P, (z).

Si A es raiz de Pp(z) = Pp(z) = Qm-1(x)(z — A). En tal caso Py (F)(v) = Qm-1(F)(F — X)(v) =0
YV v € V, por lo que necesariamente 3 v # 0 tal que (F — AI)(v) = 0, es decir, A es autovalor de F' y v
autovector asociado (si tal vector no existiese tendriamos Q,—1(F)(v) =0V v € V y el polinomio minimal
serfa Qp—1(F), de grado m — 1 < m, en contradiccién con la hipétesis).

2) Si Py (x) = Q1(z)Q2(x), con Q1(x) y Q2(x) polinomios sin raices comunes y P, (F) = Q1(F)Q2(F) =0
=V = N(Qi1(F)) & N(Q2(F)), donde N(Qi(F)) (: = 1,2) denota el nicleo de Q;(F'). Los subespacios
N(Q;(F)) son ademds invariantes por F.

Dem.: Al no tener raices comunes, existen polinomios Aj(x), As(x) t.q. 1 = A1 (2)Q1(z) + A2(x)Q2(x), o
sea,

I'=A1(F)Q1(F) + A2 (F)Q2(F)

Por lo tanto, Vv € V, v = A1 (F)Q1(F)(v )+ A2(F)Q2(F)(v) = vy + ve, con v; = A;(F)Q;(F). Pero
o1 € N(Q2(F)) pues Qo(F) Ay (F)Qu(F)(v) = A1 (F)Q1(F)Qa(F)(v) = 0, y andlogamente, v; € N(Q1 (F).
Esto muestra que V = N(Qz(F)) + N(Q1(F)).
Ademss, si v € N(Q1(F)) y v € N(Q2(F)) = v = A1(F)Q1(F)(v) + Q2(F)Q2(F)(v) = 0. Esto muestra
que V = N(Q:(F)) & N(Q2(F)).

Finalmente, si v € N(Q1(F)) = v = A2(F)Q2(F)(v) y en tal caso Q1(F)F(v) = A2(F)Q1(F)Q2(F)F(v) =
0, por lo que F(v) € N(Q1(F)). Analogamente sive N(QaF)) = F(v) € N(Q2F)), por lo que ambos
nucleos son invariantes por F.

3) Generalizando, si

Pp(x) = (x —A)B .. (= M) %
con \; # Aj sii # j (las raices distintas de Pp,(z)) y Pu(F) =0=V =V1®...®Vj, con V; = N(F—\I)%
El espacio completo V' puede pues subdividirse en k subespacios invariantes, nicleos de F Z-di, donde
F; = (F — M\I). Podemos pues construir una base de V formada por las bases de Vj.
4) Para construir una base de V;, notemos que debe existir un vector v # 0 tal que Fidi (v) = 0 pero
F’idi_l(v) # 0 (de lo contrario P,,(F) no seria el polinomio minimal). En tal caso, los d; vectores no nulos

61']' = Fidiij(v), j = 1, e ,di

(0 sea e;q, = v, e;j = Fi(e;jj+1), j=1,...,d; — 1) son LI. Dem.: Si

chidi_l(v) + CQFidi_Z(’U) + ...+ cdi_lﬁ’i(v) +cq,v=0

aplicando Fid"_l al segundo miembro obtenemos cdil*:'idi_l(v) = 0, por lo que ¢4, = 0. Luego, aplicando
sucesivamente FZ] ,con j =d; —1,...,0, vemos que ¢; = 0 para j = 1,...,d;. Notemos ademds que
F’i(eil) = Fl-di(v) =0, o sea, (F — \;I)e;1 =0, por lo que e;; es autovector de F' con autovalor \;. Tenemos
pues, en el subespacio S; generado por los d; vectores B; = (ei1, ..., €d;),
01 0 0 A1 0 ...00
) 0 0 1 0 } 0 N 1 0
[ i]Bi = ce. = Jdi, es decir, [F’L]Bl = [ i]Bi + >\IIdi = -
00 ... 0 1 0O 0 ... N\ 1
00 ... 0 O 0 0 ... 0 XN

Se obtiene asi un bloque de Jordan de dimensién d; (grado del término correspondiente (z — A;)% del
polinomio minimal).
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Puede existir otro vector v € N(Fid") tal que F%~1(v) # 0 pero F’idi (v) = 0 y que no pertenezca al espacio
generado por los vectores de B;. Este vector generaria otro bloque de Jordan de la misma dimensién con el
mismo autovalor \;. En general, pueden surgir vectores v € N (Fidi) que no pertenezcan a los subespacios
generados por el conjunto de vectores anteriores y que satisfagan Ff*l(v) = 0 pero F[ (v) =0, con r < d;,
que generaran otros bloques de Jordan de dimensién r < d; con el mismo autovalor. La dimension total de
N(F — M\I)% serd asf la multiplicidad m; > d; de A; en el polinomio caracteristico.

Si d; = 1 los bloques son de dimension 1 y los vectores correspondientes autovectores de F' con autovalor
Ai. Este es el caso donde F' es diagonalizable en el subespacio asociado a \;, es decir, donde la dimension de
N(F — \I) coincide con la multiplicidad de A; como raiz del polinomio caracteristico.

Por lo tanto, si F' es diagonalizable, el polinomio minimal es Py, () = (. — A1) ... (x — Ag).
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