27 Tensores (Resumen)

27. 1 Notacion tensorial

€

/ .
¢ una matriz

Mediante la convencién de Einstein para sumas, el cambio de base e = 37, Sj;e;, con S = [I]
de n X n no singular, se escribe
I Q.
e = 5;¢

donde Se; = 2?21 Sle; y n es la dimensién del espacio. El indice superior en S denota fila y el inferior
columna. En forma matricial, la relacién anterior equivale pues a

(€1,...,en) = (e1,...,en)S

Por otro lado, la transformacién z'* = "

~1_j . N i
i=195; @/ de las componentes de un vector v = >, z'e; =

>, a'el, se escribe en la forma
§ o B
o =Ria), R=S5"

donde R;-mj = Z?:l R;-xj . En forma matricial, la relacién previa equivale pues a

513/1 .731

x/n xn

lo que esté también de acuerdo con el supraindice como indice de fila. Notemos que
iQl _ Qipl _ i
RS, = SiRy, = 9,
que es la expresion tensorial de la relaciéon matricial RS = SR = I. El vector v se escribe entonces como
v=ua'e; = 2"€}

Como verificacién, reemplazando z" = R/, e} = Skey, se tiene x'lel = R;Sf:cjek = 5§?xjek = xle;.

En general, n componentes a; que se transforman como
I Ql,, .
a; = S a;
se denominan covariantes, mientras que n componentes b* que se transforman como
1 ptpg
b = RV
con R;»S/,JC =0}, (osea, R = S~1) se denominan contravariantes. En tal caso, el producto
/7 1 3
b a; = b'a;

(donde la suma sobre 7 estd implicita) permanece invariante frente a cambios de base.
Notemos finalmente que las relaciones inversas estdn dadas por

ai = Rld), b = Sit)

Transformacion de las derivadas parciales:
Dado el cambio de variables lineal z"* = R;2? y su relacién inversa 2/ = Sla' con S = R7', y R,S
independientes de las coordenadas, tenemos

oz’ . 02"

Jj_ 2 v _ 7
5= ox'V’ E; OxJ

En virtud de la regla de la cadena, se obtiene entonces

0 " 027 0

ox't - oz’ OxJ

Jj=

o sea, en notacion covariante,

ol = 579;

donde 0. = 0 0; = . Las derivadas respecto de componentes contravariantes se transforman pues de

— ox't
manera covariante.

0
OxJ



27.2 Transformacién de vectores del dual

Dada una base e = (e1,...,e,) de V, los elementos de la base dual f = (f!,..., f*) del espacio dual V* (el
conjunto de formas lineales de V' en K) quedan definidos por

(utilizamos la notacién fi(v) = (f,v). Esto implica la ley de transformacién contravariante
o pi g
"= Rif
de forma que

(f",¢}) = RLSL(f*, e1) = RLSLoF = RISk = 6

-

donde e :

S}ei. Un elemento arbitrario h € V* puede entonces ser escrito como
S A U
h = azf - aif
donde
a; = Sa;
R S N

Notemos que si v = z'e;, h = a; f*, ‘ '

I 1 __ (2
a; = (hvei)a r = (f ,’U)

Finalmente, mencionemos que si (eq,...,e,), (f%,..., f™) son bases arbitrarias de V' y V* respect., con
Ry = (f".e)
una matriz no singular, la base dual de V asociada a la base f’ de V* est4 dada por
e = Sg €j

con S = R71 ya que (f’*,¢l) = (f'*, ej)Sg = R;?Sg = 6F. Anslogamente, la base dual de V* asociada a la
base e de V' estd formada por

fz — S;f/j

va que (f%, ex) = S;(f’j,ek) = S;Ri =4t

Ejemplo: Sea V = R? y sean (f", f’?) las formas lineales definidas por

P ay) = 20—y, f2(0y) =321y

donde hemos escrito v = (z,y) = we; + yea, con (ey,e2) la base candénica de R2.

Hallar la base dual de V asociada a ft, f2.

Podemos escribir f = Rif* con R = (3') v (f' f?) la base dual asociada a (e1,es) (f'(z,y) = =,

fla,y) =y).
Es claro que (f*, f?) es base de V* pues |R| = 5 # 0. La base dual asociada de V est4 entonces dada por
ef=S8%ej,con S=R1=(}1)/5

1 1
el = g(el — 3es), €y = 5(61 + 2e1)

verificandose que f'1(e}) = f2(eh) =1, f1(ehy) = f?(e}) = 0.

27.3 Tensor métrico

Dado un espacio euclideo V' de dimensién finita, con el producto escalar denotado por (v,w), y dada una
base arbitraria e = (e, ...,e,) de V, el tensor métrico se define como

9ij = (€, €5)

Es una matriz simétrica (g;; = g¢;i) no singular (|g| # 0). En tal caso, la norma al cuadrado de un vector
v = 2'e; (es decir, la distancia al cuadrado del extremo del vector al origen) est4 dada por

||v||2 = (:ciei,xjej) = xi(ei,ej)a:j = xigijxj



Podemos escribir lo anterior también en la forma
2 _ i = .
|lv]|* = 2"z, x; = gijo
Frente a un cambio de base, el tensor métrico se transforma como
/ /AN k ol k ol
9ij = (6ivej) =5; Sj(ekael) = 5; 59k

que corresponde a un tensor de rango (2,0) (dos veces covariante), como se verd en breve.
Las componentes z; se transforman pues en forma covariante:

/ i kol pJ k l k

En espacios euclideos V de dimensién finita, podemos identificar con cada elemento h del dual V* uno y
s6lo un vector wy, € V tal que

(h,v) = (wp,v)

V v € V, donde el segundo paréntesis denota producto escalar: Si h = a;f* y wy, = a’e;, con (f°, ej) = 5;-,

(h” e]) =a; = (wh) 6]) = ai(ei) 6]) = azgl]
de modo que aigij = aj. Por lo tanto,
a'=g’a;

donde ¢% denota los elementos de la matriz inversa de la matriz de elementos 9ij:
" .
9" g = 05

En lo sucesivo denotaremos a wy, directamente como h. Por consiguiente, podemos escribir los elementos
de la base dual como combinacién lineal de los e;. En notacion tensorial,

f’i — gikek
con , A : ,
(f',e5) = g™ (ex, e5) = g% grj = 0
Notemos también que o ) . ,
(f' ) = g*(f' er) = ¢

por lo que ¢g’* es el tensor métrico en la base dual. Un vector v puede pues escribirse en las formas
v=21a'e; = x; [

donde z; = gija:j, ft = g*ey, ya que z;f* = gikgija:jek = 5§?:zjek = xjej. Para el producto escalar de dos
vectores v = z'e;, w = y/e; se tienen pues las expresiones

(v,w) = 2'gijy’ = a'y; = ziy’ = wig7y;

27.4 Tensores

Un tensor general de p indices covariantes y ¢ indices contravariantes (que denotaremos aqui como tensor (3))
en un espacio de dimensién n, es un conjunto de nP*4 niimeros 71?11_::%1 ? dependientes de una base ordenada

B = (e1,...,€,) de un espacio vectorial V, que se transforman frente a cambios de base €; = S’e; en la
forma L ) ,

/915-+J i ip > j1..-J
TVl =Sl SPR R TI

1.1, ) i, " g1 Jqg T 11.-0p

con R = S~!. Por ejemplo, para un tensor (1), T = Ré»S,i]}j, que involucra una suma sobre ¢ y j.

Una posible realizacién de un tensor (#) es una forma multilineal T : VP x (V*)? — K de p vectores de

V' y q vectores del espacio dual V* (una funcién es multilineal si es lineal en cada uno de sus argumentos:



!0 1 _ 1 / / 1
T(oqvr + )i, v, .. vp,wh, .o, wd) = aT(vi,v2,...,0p,w, ..., wd) + 4T (v],v2,...,0p,w, ..., w?), ¥y

similar para los restantes argumentos). En tal caso, si v; = zle; y w' = aj 17,
1 i ip 1 q j1 ]
T(vr,...,vpw ..., wl) =27 .o xyaj ...a; T(eiy, ... e, 71,0, f9)

Jq

Si los f% son los vectores de la base dual ((f¢,e;) = 5;-), los elementos
szllziq =T(eiy,-- iy, 7.0, f77)
se transforman como un tensor (3) frente a cambios de base: Si e} = Sf ej, entonces fli= R; fly

/31 ---Jq / 1 gty 15 i1 ip 91 j Ja ¢
Ti’l...i; = T(ei,l,...,e%,fjl,...,fJQ):T(Si,leil,...,Sil,jeip,lefjl,...,ququ)
X . - v . .
_ 11 tp pJ1 qrpJ1---Jq
= S} . SYR.RIT

1 ~lp

Otra posibilidad es considerar a Tl]llsz ? como las coordenadas de un vector T' perteneciente al producto
tensorial de espacios V®...@ V@V*®...® V* en una base B = {¢;, ®...®¢;, @ f* ®...® f'}, donde
q veces P \:gces

nuevamente (f%,e;) = 5;-:

T=T /e ®.. . 0c,0f1 0. .0f"

Sie; = Rze; y fi= S;f’j (tal que €, = Sijej, frh= R;fj, con R = S~1), tenemos

. . . T . . .
_ J1---Jq pJ1 Jq g1 tp I / UG p
T = El..'iple...quSi,l...S-,e-,®...®ej{1®f ®R...0f

ir
1313 1 ’ ri rip
= Ti,lm%eji(@...@ejé@f ®..0f

por lo que

13704 i ip I g 1 ---J
i
Trea ——S.,l...S.,pRll...R]-qT- e
21 iy J1

roi
1.0, Jq T i1.0p

Un tensor () es un escalar. Permanece invariante frente a cambios de base:

T =T

Un tensor (3) representa el conjunto de coordenadas contravariantes de un vector. Se transforman como

T" = R\TI

En forma matricial esto corresponde a T/ = RT, con T un vector columna.
Por ejemplo, las coordendas z* de un vector v = z'e; € V se transforman como z'* = R;-l‘] .

Un tensor (?) representa el conjunto de coordenadas covariantes de un vector. Se transforman como

T = S]T;

En forma matricial esto corresponde a T = T'S, con T un vector fila. '
Por ejemplo, las coordenadas a; de un vector h = a; f* € V* se transforman como a} = S/a;.
Un tensor (1) se transforma como ‘ '
70 = Bjsi}

En forma matricial, esto corresponde a Tij = (RTS)j es decir, T = RTS, con R = S~'. Un ejemplo

77
son pues las matrices que representan operadores lineales F' : V' — V. FEstos pueden expresarse como
F = Fle;f', de forma que F(e;) = F/ej(f',er) = File;, siendo F} = [F(e;)}! = ([F]¢)] la matriz que
lo representa en la base e. Recordemos que esta matriz se transforma precisamente como F" = RFS con
R= 571 osea, F/ = R]SFF].



Un tensor (9) se transforma como

T}, = SFSiTy

En forma matricial, esto equivale a T;; = (S*T'S);;, es decir, T" = S*T'S. Un ejemplo son pues las matrices
que representan formas cuadraticas (funciones de V' x V' — K), de elementos A;; = A(e;, ej), las que se
transforman como A’ = S*AS, es decir, A;j = SfAleé. En forma andloga se ve el caso de un tensor (%)
(funciones de V* x V* en K).

27.5 Producto Tensorial de Espacios Vectoriales. Recordemos aqui que el producto tensorial
V ® W de dos espacios vectoriales V', W sobre el mismo cuerpo K, de dimensiones n y m respectivamente,
es el espacio generado por los productos {e;®é;},i=1,...,n,j=1,...,m, donde {e1,...,e,} es una base
de V y {é1,...,én} una base de W. Se verifica, Vv eV, weWya€ K,

a(v@w) = (av) ®w =v® (aw)
(V1 + 1) QW= QW+ v2@wW, v (W) +ws) =vRwy + VR ws
O@w=v®0=0
SiueVeW =

n m
U = chijei®éj, Cij € K
i=1 j=1
Destaquemos que esto incluye vectores producto u = v®w, con v € V y w € W, como asi también vectores
que son combinaciones lineales de productos pero que no pueden ser escritos como un uUnico producto. La
dimensién de V- x W es n x m (y no n + m, como sucede con V' x W).

En mecénica cuantica, el espacio de estados de un sistema compuesto por dos subistemas distinguibles es
justamente el producto tensorial de los espacios de estados de cada subsistema, siendo estos tltimos espacios
de Hilbert (K = C). Para e; ® &; se emplea la notacién |i) ® |5) o directamente [i)|5) o |ij).

Los estados producto |u) = |[v) ® |w) se denominan estados separables, mientras que los estados que no
pueden ser escritos como producto se denominan correlacionados o entrelazados.

27.6 Producto y Suma de tensores

Sea T un tensor (3) y U un tensor (gi) sobre el mismo espacio. Su producto es un tensor (j ig ") dado por

(U st geda e dun
U1y 1.dp  lpglendp gy

La suma estd definida para tensores del mismo rango (§): (T + U)lelj; = Tl]llziq R Ufllqu
27.7 Producto tensorial de operadores. Si F : V — V y G : W — W son operadores lineales en
espacios V, W, entonces F QG : VW — V ® W es un operador lineal en el espacio producto tensorial
V ® W, definido por

(FRG)(vew)=F(v)® Gw)
Si F(v;) = A, G(w;) = \Yw;, entonces

(F @ G)(v; @ wj) = A ASv; @ w;

por lo que si F'y G son diagonalizables, (F' ® G) también lo es, con n x m autovalores )\fAJG, 1=1,...,n,

j=1,...,m. Ademis, Det(F ® G) = Det(F)™Det(G)". Notemos finalmente que (F ® G)* = F*¥ @ G*,
valido para k € Ny también k € Z si 'y G son invertibles. ) '

Si F = Fleift, G = Glepf', = F © G = FjGj(e; ® &)(f7 @ '), por lo que (F® G)ij = F.GY.
Esto corresponde pues al producto tensorial de las matrices que representan a F' y (G, denominado también
producto Kronecker: Ordenando la base en la forma b = (e; ® €1,e1 ®€a, ..., €, ®€y,), la matriz de nm x nm
que representa a ' ® G en esta base es FlG): ... FlG):

[F®Gl,=[Fle® [Gl: = : :

Gl ... FJlGle

En notacién de Mecdnica Cudntica, e; — |i), f/ — (j| y F — i Fil) Gl G = 3k, Gr|k)(I|, con
FoG= Zi,j,kJ Fiijl|ij><k”~



27.8 Contraccion de tensores

La contraccién de un tensor (), con p > 1, ¢ > 1, queda definida por una suma de la forma

k..g
T]l q
...... k...ip

(donde la suma es sobre el indice repetido k), la cual se transforma como un tensor ( _1) pues S Rk = (5’
Por ejemplo, si

J
U; zk

)

entonces
/J_/kJ_‘lk’j’kj_‘lj’ ' 3 17d
U T,k, Sf/Sk/Rk Rj Til —S§,5kRj S’R Zk —SZR U

)

1. /
donde hemos utilizado St, RY" = 6L. Vemos pues que se transforma como un tensor (1).

Asi, dado un tensor T,z{ (tensor (3)) son posibles las 4 contracciones

Th ik ki

ik
ki ik ik Tk’L

que originan 4 tensores (%) (en general distintos). Por otro lado, las dos posibles contracciones dobles que
dan lugar a un escalar (tensor (3)) son

kj
Tk] ,

ik
Ty ;

Por ejemplo, dado el tensor Tij , la tinica contraccién posible es el escalar T; Este representa la traza de
la matriz T

T =T}

Esta es, como hemos visto, invariante frente a cambios de base.
Dado el tensor producto Tflk = F/GF, el escalar 7}]: = FJJ G¥ representa, matricialmente, el producto

de trazas: (TrF)(TrG) = F!GF, mientras que el escalar T,‘gf = F,ﬁ G;? representa la traza del producto:
Tr(FG) = F]G*.
Ademas, la contraccién T kak = F; Ig Gf es un tensor (1), que representa el producto matricial FG.

Un tensor es simétrico respecto a dos indices del mismo tipo si T4/ = T-J vy es antisimétrico si
Tobeeds = et (Definicién similar respecto de indices 1nfer10res) Esta propledad es independiente de
la base: Por ejemplo, si Tk{ T,gl’,

/ZJ i’ pJ’ i i pi’ ok @i it _ ptg’d
Ty = R; R Sk/S = R; Rj Sk/Sj,Tk,l =Ty

Un tensor es completamente simétrico (antisimétrico) si es simétrico (antisimétrico) respecto de todo par
de indices del mismo tipo.
27.9 Determinante: Consideremos una forma multilineal completamente antisimétrica de V" — K.
En tal caso, si v; = :Ugej,
F(vi,...,vp) =2 .. ainFy,

donde F;, ;. = F(ei,,...,e€;,). Se tiene F_; e —F. j..i.. para cualquier par de indices ¢, j. Es claro
entonces que F_; i = 0sii=j, es decir, si dos (o mas) 1nd1ces coinciden, y que si los indices son todos
distintos, Fj, . ;, = (—1)"1inFy 9 . donde n;, ;. es el nimero de permutaciones necesarias para llevar

(i1,...,1y) al orden normal (1,2,...,n). Podemos pues escribir
Fllv Y Aezlv

donde A\ = Fio . V €., es el simbolo completamente antisimétrico que satisface €12 ., = 1 (simbolo
de Levi-Civita). Por lo tanto,

F(vi,...,vn) = /\mi1 xi{‘ezlzn = ADet[X]

donde ) )
Det[X] =z} ... 20 €iy 4,



es el determinante de la matriz de elementos x; (la cual es una funcién multilineal completamente anti-
simétrica de las columnas de la matriz, que vale 1 para la matriz identidad). Por ejemplo, para n = 2,
Det[X] = 2l ahe;; = wixdern + 23alear = x{a3 — 232, mientras que para n = 3,

Y — 1,23 1,.3..2 2..3,.1 2..1,.3 3,.1,.2 3,.2,.1
Det[X] = TYTHTZ€;j, = T1THT3€123 + T{THTZ€132 + T{THT3€231 + T{TT3€213 + T ToT3€312 + TTT5T3€321

- pl,2,3 " 1,32, 231 ,2.1.3, .3.1.2  3.2.1
= T1TRTZ — TIXTTZ + TITT3 — TITT3 + T{TT3 — TITT3. N N
Notemos también que zizle;; = zizd — 23zl = zlad — 2la? = x}m?e”, donde €7 = ¢€;;, y en general,
— 1 Jn. . _ 1,71 Jn . ileein — pl no i1
Det[X] =LY T €y = Ty e T €y € = @y g €
donde €' =¢€;, 4 .
Observemos que frente a un cambio de base general, Fj, _; = F(e;,...,e;,) transforma como

/ Qi1 7 ] o i1 in . o _
Subida y bajada de indices y tensores cartesianos. En un espacio euclideo, es posible bajar o subir
indices de un tensor mediante el tensor métricog;; = (e;,€;), y su inversa g = (f*, f7), que son tensores

simétricos de tipo () y (§) respectivamente:

Iyl _ ) 3 Ja) — ) . 101 Jady o .
7—;17,1; - T(eM?"'?eZpaf 7"'7fq)_T(€Z13"'7elpag 1€j13"'7gqqe]{1)

= gjlji .. -gjqj‘;T(ez‘u e €iyy €y ey €lg) = gjlji . -gjqj‘;ﬂl...,z‘p,j;,...,jg
Por ejemplo, si Tz-j es un tensor (1), T7¢ = gkiTIg es un tensor (3) y Tj; = gjxTF es un tensor (3). Ten-
sores cartesianos: En un espacio euclideo V', si nos restringimos a transformaciones isométricas entre bases
ortonormales, entonces g;; = (e;,€;) = d;j, g¥ =69y fi =g¥ e; = e;. En tal caso no se puede distinguir
entre indices covariantes y contravariantes y se tiene T =T;, Tj =T = Tij, T,fj = Tjjki, ete.

Notemos precisamente que para transformaciones entre bases ortonormales (isometrias) R = S -1 =gt
es decir, Ré» = S/, En tal caso, T = RIT' =", S}T ¢, verificdndose que 77 se transforma igual que 7.

Pseudotensores cartesianos: Si frente a un cambio de base isométrico en un espacio euclideo se tiene

P

T}, .y = Det(S)S}) ... SyF T,

P

se dice que T' es un pseudotensor cartesiano de rango p. Se comporta como un tensor de rango p frente

a cambios de base que satisfacen Det[S] = +1 (rotaciones) pero exhibe un cambio de signo adicional si
Det[S] = —1 (reflexiones).
Por ejemplo, frente a isométrias, el tensor completamente antisimétrico Fj, i, = F(e1,...,e,) €s

. . et oA
un pseudoescalar, mientras que (a x b), = a'be;;;, es un pseudovector (a”* b7 €y, = R, R;- a‘al ey =
:/ i’ ’ ) .
k' ol _ l _ l
R} R} Rf" Spa'd ey = Det(R)Sya'a’ ;5 = Det(S) S (a x b),).

28 Campos tensoriales, simbolos de Christoffel y derivada covariante

Consideremos un cambio general de coordenadas x'!(z!,...,2") en V = R". Tenemos
) o 9l .
di" = R'dx’, Ry =—— = 0;2"
J J OxJ
La matriz inversa es ,
(3
gi = 97 o
I 9l J

y satisface
i il i
SiRy, = R.S;, = 6},

Tanto S como R dependen ahora de las coordenadas. Podemos considerar en c¢/punto la base definida por
e; = Sf e;

siendo aqui e = (eq, ..., ey,) una base de V independiente de las coordenadas, y ¢/ = (€], ... el,) dependiente
de las coordenadas.



Si e es la base canénica, el tensor métrico original es g;; = (e;,e;) = d;; mientras que en la nueva base,
gz’-j = (e}, e;-) = S’f’Sj-gkl = Sijl-ékl, es decir, ¢ = STS en notacién matricial. Se obtiene entonces

2 [ TOC R SV 2 SO R SN VA S Y
ds® = dwidz’ = dajda™ = da"dz” g,
Un campo vectorial v dependiente de las coordenadas puede pues escribirse como

v=2(zt,. . 2")e; = v'i(xll, o a™el, Wt = R;yj

Generalizando, si D C V, un campo tensorial real (}) es una funcion 7: D - V@ ... VeV * ®...@ V"

q veces p veces

T T]h 1JQ($1"“’xn)ejl®...®€jq®fi1®fip

115-++5p

Frente a un cambio general de coordenadas, se obtiene

T = T'h’ ’fq (..., 2™, ®...® e;é ® fir @ flr

/[’1» J1

con

. . -/ .
13 15e0dg o 1 my __ a1 ip 1 Jqrdtseda .1 n
Tlp 7%@ N )—Si/l...Si;le...quillh @)

Por ejemplo, un campo vectorial es un campo tensorial (3).

Consideremos ahora la derivada de un campo tensorial (§),

(9 v = 8’( fi e)) = (8§v'i)e; + v/i((?;»e’i)

El segundo término da cuenta de la dependencia de la base de las coordenadas. Dado que €, = S{“ek, se
tiene die; = (9;S})e; = (9;S}) R, y por lo tanto

8;-6; = Ffje;
donde I’ Z = (8;-5%)]%{“ = —5’58’ Rk son los simbolos de Christoffel, que dan cuenta de la variacién de los
elementos de la base. Como Si = dja' = T'F; = T'%,, pues 8,5} = 8,0jx! = 80}z = 0],
Se obtiene entonces ‘
8;-2) = [(8}2}’}“) + U”I’fj]ez,

La expresion

tk — 1k rik
v =y T

donde U”j = 8’ k se denomina derivada covariante de las componentes contravariantes, y satisface las
reglas correctas de transformacién. Tenemos pues
__ Ik
I =",
En el caso de que la base sea independiente de las coordenadas, Ffj = 0 y la derivada covariante se reduce
i i
a la usual (v'; =v';). . '
Por ejemplo, la divergencia de un campo vectorial v = v'e; = v"’e,; puede entonces expresarse en la forma
(demostrar como ejercicio)
[P AN A/ S~ I 1 rnJ
o' =", =" = (Op") + V"I,
Para componentes covariantes, tenemos v = v;f* = v.f", con f" = ’ k k¥ independiente de las
p i y ¥ P
coordenadas. Por lo tanto,
/o AW 1o ¢t
ajv = (Oju) f* + (9 ")
/ol / i Lo pi\ £k —
Pero 0; f" = (8]-Rl)f Sp(OLR) f ; por lo que

O = [(Bjv) — viTiy 1™



La derivada covariante de componentes covariantes debe pues definirse como
A A 4 ot}
Uy = Vkj — Uil'k
para que
oo 1k
Ojv = v, f

En forma anéloga se definen las derivadas covariantes de tensores arbitrarios de rango ( )
Dado que ¢}, = SlSk Jim, tenemos, para g, independiente de las coordenadas, O glk (0’ Sl) W Gim +
Sf(@;Sm)glm — (8’SZ)RTSS i Gsm + (0’Sm)R’” S5SLgs = ”grk + ijglr, por lo que

m=r=

! 0 !l /R -
Gik:j = Gik; — 9l — Gul'; =0

De esta forma, si v] = g},.v' 'k se verifica que vl = gzkv . La dltima ecuacién permite también escribir los

simbolos de Chrlstoffel directamente en términos de derlvadas del tensor métrico:

1.
=9"" (gmk, + Gmik — Grlm)

Ty, =
kl 9

Ejemplo: Para V = R? y coordenadas polares, definidas por
xr=rcos, y=rsind

se obtiene dx = dr cos0 — rsin0df, dy = drsin @ + r cos 6df, de forma que
cosf) —rsinf 1/ rcosf rsiné , 1 0
S = . s R = — . s g = 2
sinf  rcosf r \ —sinf cosf 0 r

con dr = dx cosf + dysiné, df = (—dx sin + dy cos ) /r,
er = ez cosl + e, sinb, eg = r(—ezsinf + e, cosb), y ez, e, la base canénica. Obtenemos entonces

ds? = da? + dy? = dr® + r?do?

En este caso, los unicos simbolos de Christoffel no nulos son I’Te = zr =1/r, T}, =
La divergencia de un campo vectorial

v=10"e, + 0%y =v"e, + vWey

es entonces
Dpv” 4 0¥ = 00" + g + Ty = 9" + 9gv? 40" 1

El gradiente de un campo escalar ¢ puede escribirse en la forma (9'¢)e; = (0''¢)e!, donde 9" = g’V 9.

Por lo tanto,
8¢ 8¢ agb 1 a¢
0x" + 8y T rt 200

Finalmente, el Laplaciano de un campo escalar ¢ (la divergencia del gradiente de ¢) puede expresarse
como
82¢ 1 0% 10¢

i oo /j v, 7%
00’0 = 00" + T o= S5+ 5o + o



