22 Formas bilineales complejas

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos C. Una funcién A : V x V — C se dice que es
una forma bilineal hermitica si

A(vy + vy, w) = A(v1,w) + A(ve,w), A(v,w1 +we) = A(v,w1) + A(v, ws)
A(v,aw) = aA(v,w), A(av,w)=a"A(v,w)

YV v,v1, v, w,wy,ws €V y a € C. Nétese que a sale como conjugado cuando esta en el primer miembro.
. . ., . 1. n n
Si V es de dimensién finitany e = (e1, ..., e,) es una base de V, escribiendo v = > 7_; ase;, w = ijl Bje;,
_ t _ t .
con [v]e = (a1,...,an)", [w]e = (B1,...,5n)", se obtiene

n

Alv,w) =) aifjAler ;) = [o]l[Ale[w]e

ij=1

t
e

([Ale)ij = Alei, €5)

Ejemplo: La siguiente es una forma bilineal de C x C — C:

donde el simbolo { denota traspuesto conjugado ([’U];[ = ([v]L)*) ¥ [A]e es la matriz de n x n de elementos

Alv,w) = aif1+ (1 +0)aif2+ (1 —i)a561 + 2055

(4, ) ()

donde hemos escrito en la base candénica v = (a1, a2) = aje; + agea, w = (1, B2) = Pre1 + P2ea. A queda
entonces representada en esta base por la matriz

[A]€:<11i 1_2H>

con A(er,e1) =1, A(er,e2) =1+1i, A(eg,e1) =1 —1i, A(eg,ea) = 2.
St A(v,w) = A(w,v)* Yv,w = la forma bilineal se dice que es hermiticamente simétrica y si A(v,w) =

—A(w, v)*, hermiticamente antisimétrica En el primer caso, la matriz que la representa es hermitica: [A]l =
[A]e, ya que A(e;,e;) = A(ej,e;)*, v en el segundo caso antihermitica: [A]} = —[A].. Anslogamente, si

[A]jj = £[A]e, A es herm. simétrica (+) o antisimétrica (—). El ejemplo anterior corresponde a una forma
bilineal herm. simétrica.

Notemos que una forma bilineal compleja que satisface las 4 condiciones no puede ser simplemente simétrica
o antisimétrica a no ser que sea nula: Si A(v,w) = £A(w,v) ¥V v,w, = A(av,w) = a*A(v,w) = £A(w, av) =
taA(w,v) = adA(v,w) ¥ a, v,w, lo que implica (o — a*)A(v,w) = 0, es decir A(v,w) =0V v, w.

Notemos también que toda forma bilineal puede expresarse como suma de una forma bilineal herm. simétrica
y una forma bilineal herm. antisimétrica:

Al w) = %[A(v, w) + A(w, v)*] + %[A(v, w) — Alw, v)7]

22.1 Formas cuadraticas complejas
En forma anéaloga al caso real, la funcién Q) : V' — C definida por
Q(v) = A(v,v)
se denomina forma cuadrdtica y satisface
Q(aw) = Alav, aw) = a*aA(v,v) = |a>Q(v)

Una diferencia importante con las formas bilineales reales es que ahora la forma cuadratica determina
completamente la forma bilineal (y no solamente la parte simétrica, como en el caso real). En efecto,
podemos expandir Q(v 4+ w) = A(v 4+ w,v +w) y Qv + iw) = A(v + iw, v + iw) como

Qv+ w) = Qv) + Q(w) + A(v,w) + A(w, v),



Qv+ iw) =Qv) + Q(w) +i[A(v,w) — A(w,v)]
de donde

A, w) = Qv+w) —iQv+iw) — (1 —i)(Qv) + Q(w))
A(w,v) = Qv+ w)+iQ(v+iw) — (14 i)(Q(v) + QA(w))

De aqui se deduce también una propiedad fundamental:

Q(v) es real ¥V v si y sélo si A(v,w) = [A(w,v)]* V v,w, es decir, sii la forma bilineal asociada es
hermiticamente simétrica.

En efecto, de las expresiones anteriores se ve que si Q(v) e RV v eV = A(w,v) = [A(v,w)]* VY v,w € V.
Y si A(w,v) = [A(v,w)]* Vv,w = Q(v) = A(v,v) = [A(v,v)]* es real. Formas cuadréticas reales determinan
pues formas bilineales hermiticamente simétricas y viceversa.

Por otro lado, si A(v,w) es hermiticamente simétrica, A’(v, w) = iA(v,w) es hermiticamente antisimétrica.
La forma cuadratica asociada @Q'(v) = A’(v,v) es obviamente imaginaria.

Ejemplo: La forma bilineal del ej. anterior origina la forma cuadratica

% 1 141 « « " . -
Q) =) =(eiap) (1, 157 ) () = ater+ 200+ (04 datas + (1~ dajan

= |oz1|2 + 2|042|2 + 2Re[(1 + 7)o as]

que es obviamente real.

22.2 Cambio de base

Si efectuamos un cambio de base e; = > ", Sjie;, con [S| # 0,

€ €}) Z&ﬁmZ&ﬁz >S5S Aler, )

k.l

por lo que
[Ale = 5T[A]S

donde f denota por su puesto la operacion de traspuesto-+conjugado.
Notemos que Det([A].) = |Det(S)|*Det([A].), por lo que la fase del determinante es la misma en cualquier
base. Obtenemos entonces

A(v,w) = P]{[Ale[wle =[] [A]er[w]e

donde [w]. = R[w]e, [v]!, = [v].RT y R =S~

€

22.3 Base candnica: Si A es herm. simétrica, eziste una base € (base canénica) donde [A]!

. es diago-

nal:

MO .0
Ay —sias— | 0 e o 0
0 0 ... A

En esta base, siv =Y ;" ale}, w =71 Blel, tenemos

1719 191
E >‘Zz 7

La demostracion de la existencia de esta base puede efectuarse en forma similar al caso real, completando
ahora médulos cuadrados, y se deja comos ejercicio. Sug.: Llamando a;; = ([A]e)i; (con aji = aj;) vy
asumiendo ay,, # 0, escribir la parte que contiene ., y o en A(v,v) como

n—1

]k
Apn Ol Oy, + E [T +an]ajan) = appal, o, g an] ] E Anj0) [ ann
7=1



con o), = oy + a}m Z;le anjoj, y proceder luego por induccién. Si an, = 0 se comienza con una variable a;
tal que a;; # 0, y si a;; = 0 Vi se efectiia un cambio de variables simple para que a;; sea no nulo para algin
i (por ej., si ajj = al; # 0, aijaf oy + ajicfoy = 2|aij)* (|G — of]?), con a; = aij(o) + aj), off = i — ay.
El cambio o = Y% Rija; define una base ¢f = >0, Sjiej, con § = R™', en la que [A]y = ST[A]S es
diagonal.

Otra forma de demostrar la existencia es directamente diagonalizando la matriz [A]., que es en este caso
hermitica y por lo tanto diagonalizable en una base ortonormal, tal que S~! = ST y ST[A].S es diagonal.
No obstante esto supone haber demostrado antes que tales matrices son diagonalizables, lo que nosotros
realizaremos luego.

La base candnica no es tinica. Una base candnica puede obtenerse, al igual que en el caso real, comple-

tando médulos cuadrados o bien diagonalizando la matriz [A]..

Ejemplo: Hallar una base canénica para el ejemplo previo. Completando médulos cuadrados, obtenemos

Q(v) = (af + (1 —d)az) (e + (1 +i)az) +|az*[2 = (L +i)(1 —i)] = |} * + 0fas

/ .
donde o) = a1 + (1 + i), oy = g, 0 sea (Zé) = (3 '1")(%1). La matriz de cambio de base es entonces

N -1 .
B 1 1+ B 1 —1—2
s=(o ') - V)

Al =stals = (5 o)

Alternativamente, diagonalizando la matriz [A]. se obtienen los autovalores y autovectores

y se verifica

AL =1, v = (1+14,2), A2 =0, v =(—-1—14,1)
Normalizando los autovectores, la matriz de cambio de base es entonces

S_<a+wwi%uwm@>
N 2/\/6 1/V3

con S~! = ST (pues los autovectores en S estdn normalizados). Se obtiene asf la reprentacién diagonal

Mb:smms:<gg>

Vemos que el niimero de coeficientes diagonales positivos y nulos en las dos formas diagonales obtenidas es
el mismo. Esta propiedad es general y constituye el

22.4 Teorema de Inercia para formas cuadréticas hermiticas: Si QA es una forma cuadrética
herm. simétrica, el nimero de términos diagonales positivos, negativos, y nulos en una representacion diag-
onal arbitraria es siempre el mismo. Se demuestra igual que en el caso real (Demostrar como ejercicio).

Es importante notar que el teorema de inercia no vale para formas cuadraticas comunes extendidas a los
complejos: Si Q(v) = o2 + a3, la transformacién o) = iay, oy = ag la lleva a —a/; + /3. Tal forma
cuadratica no proviene de una forma bilineal hermitica, ya que no cumple Q(av) = |a|?Q(v).

22.5 Formas cuadraticas positivas:

Una forma cuadratica se denomina definida positiva (o estrictamente positiva) si Q(v) > 0V v # 0, y
semipositiva (o no negativa) si Q(v) > 0V v (obviamente, en cualquier caso, Q(0) = 0). Por ser reales, estas
formas cuadréticas estan necesariamente asociadas a formas bilineales hermiticamente simétricas.

La forma cuadratica es pues definida positiva si y sélo si los coeficientes diagonales en una base canodnica
satisfacen a;; > 0 V ¢ y semipositiva sii a; > 0 V i. El teorema de inercia asegura que el nimero de coefi-
cientes diagonales positivos y nulos para estas formas cuadréiticas (pero no su valor particular) es siempre
el mismo en cualquier base candnica.

En form ansloga, una matriz A € C™*" se dice definida positiva si XTAX >0V X # 0, X € C", en cuyo



caso podemos considerarla como la representacion en la base candnica de V = C" de una forma cuadratica

definida positiva. Notemos que necesariamente A debe ser hermitica (A" = A), para que XTAX sea real.

Una matriz hermitica A es pues definida positiva si y sélo si todos sus autovalores son positivos.
Notemos que si Q4(v) es una forma cuadrética definida positiva = eziste una base candnica e” donde

Alef, e]) = 5, es decir,

[Alen = I
(matriz identidad). En efecto, existird una base candnica, obtenida completando mdédulos cuadrados o
diagonalizando, en la que A( e, ]) = ([A] Nij = Nibij, con A; > 0V i. En la nueva base definida por

el = €} /\/Ai tendremos A(e!, ej) = Ale}, €5)/\/AiNj = Nidij/\/AiNj = &ij para i, j =1,...,n

Esto implica que existe una matriz S [1]¢" no singular tal que

[A]e” = ST[A]ES =1,

con I, la matriz identidad.
Esto implica a su vez que toda matriz A = [A]. definida positiva puede escribirse como

A=R'R

con R = S~! no singular. La reciproca es también vilida: La matriz RTR es definida positiva ¥V R no
singular (probar como ejercicio).

Para saber si una forma cuadratica es definida positiva o semipositiva se completan médulos cuadrados
o se obtienen los autovalores de la matriz que la representa en alguna base, y se observan lo signos de los
coeficientes diagonales resultantes. El determinante de una matriz asociada a una forma cuadratica definida
positiva es obviamente positivo en cualquier base (Det[A] = Det[RfR] = |Det[R]|?), aunque esta condicién
no garantiza que A sea definida positiva.

Es valido no obstante el siguiente teorema: Una matriz hermitica A de n x n es definida posi-
tiva si y sélo si todos sus determinantes principales son positivos (Det(A4,,) >0, m=1,...,n).
Dem.: Si A es definida positiva la forma cuadratica asociada debe ser positiva en cualquier subespacio de
V' y por lo tanto cualquier submatriz de A (obtenida quitando un conjunto de filas y las resp. columnas) es
definida positiva. En particular, todas las submatrices principales (A, = [ai;], 4,/ =1,...,m,m=1,...,n)
son definidas positivas y sus determinantes por ende positivos.

Reciprocamente, si todos los determinantes principales son positivos, procedemos por inducciéon sobre n.
Para n = 1 se cumple trivialmente. Asumiendo la submatriz principal de (n — 1) (n — 1) definida positiva,
existird una base (e}, ...,e),_;) del subespacio correspondiente en la que A(e}, J) = d;j. Definimos ahora
e =en — S el con oy = A(el,ep), tal que A(eel)) = A(el,e,) —a; =0 parai=1,...,n — 1. En
tal caso, [A]e serd diagonal y con todos sus elementos diagonales positivos, pues A(e}, e}) =1 parai <ny

Alel,,el) = Det([A]e) > 0 por hipétesis (el signo del determinante no cambia al cambiar la base).
Recordemos también aqui los circulos de Gershgorin: Si A € C"*" es una matriz cuadrada de

elementos a;;, entonces sus autovalores se encuentran en la unién de los circulos (en el plano complejo)

A= ai| <1 lag]

J#1
En efecto, sea v = (z1,...,7,)" € C™1 v # 0, un autovector de A asociado al autovalor A, tal que Av = \v,
es decir, >, ajx; = Azi. Si|z[ = Max[|21],..., |zn|] # 0 es el médulo de la coordenada de v de médulo

méximo, tenemos, dado que (A — a;;)x; = Z#i aijTy,

N —aul = D agws/ail < lagle/ail < lay
J#i J#i J#i

Una desigualdad simular es vélida para sumas sobre columnas, ya que los autovalores de A son idénticos a
los de Al.

En el caso de matrices hermiticas, tanto los elementos diagonales como los autovalores son todos reales.
La cota anterior implica entonces la siguiente condicién suficiente (aunque no necesaria) de positividad de
una matriz hermitica A: Sia; >0V iy Z#i laij| < ai Vi, los autovalores serdn todos positivos y por
ende A serd definida positiva.



23 Espacios Unitarios (Espacios de Hilbert)
Un espacio vectorial V' sobre C se denomina unitario o espacio de Hilbert si estd equipado con una operacién
V x V — C, denominada producto interno o producto escalar, y denotada por (v, w), que satisface

(v,w) = (w,v)*, (v,0w) = a(v,w), (v,w; +w) = (v,wy)+ (v,ws)

(v,v) >0V v #0

Es decir, el producto interno no es otra cosa que una forma bilineal hermiticamente simétrica y definida
positiva. En el caso de dimensién infinita, un espacio de Hilbert debe ser ademds completo: Si {u,} es una
.2 o0 . .

sucesion de vectores tal que Y7 ||un|| es convergente entonces lim,,_,o u, debe pertenecer al espacio.
En en el caso de dimensién finita, en una base arbitraria e tendremos, denotando con [A]. la matriz de
elementos a;; = (e;, ¢j) = aj;,
n
*
(v,w) = []i[Alelw]le = ) afayB;

4,j=1

n n
donde v = Zi:l Q€, W = Zi:1 Biei
Y si e denota ahora la base canénica en la que (e;, e;) = d;5, obtenemos la forma corriente

(v,w) = [lifwle = 3 alB;
=1

Esta base es una base ortonormal para el producto escalar ((e;,e;) = d;;). En esta base,

n

(v,0) = [li[]e = Y leul®

=1

Ejemplo: En C", el producto interno usual en la base candnica estd dado por

n n
= aiyi, (w) =) yiz; = (v,w)’
i=1 i=1

para v = (T1,...,%), W = (Y1,...,wy), lo que implica (v,v) = > |z;|*.
Ejemplo: En el espacio de funciones complejas de parte real e imaginaria continua, Clay = {f : R —
C, f=fr+ift, fr,.fte Riqp}, con a < b, el producto interno usual estd dado por

(f,9) = /f z)dz = (g, f)"

con (f, f) = f =z )dx:f(f|f(:1:)|2d:n>()sif7é0.

Ejemplo: En el caso de matrices complejas de m x n, V.= C™*™ podemos definir el producto escalar

(A, B) = Tr[A! B] :Z A} B;j
i=1 j=1

con (A,4) =3, |Aij|? >0V A#0.
En los espacios unitarios son validas propiedades similares a las de espacios euclideos. En particular:

La norma de un vector se define por
vl = v/(v,v) >0

con ||v]| =0sii v =01y ||av|| = |af||v||.- La distancia entre dos vectores es d(v,w) = |[v — w]]|.
La desigualdad de Cauchy-Schwarz también se verifica:

| (v, w)| < [[ol|{[wl|



donde la igualdad vale si y sélo si {v,w} son LD.

Demostracion: Siv =0 o w =0 la igualdad se cumple trivialmente: 0 = (v, w) = ||v|| ||w]|.
Idem si v y w son LD: En tal caso w = av (0 v = aw) y por lo tanto | (v, w)| = |a(v,v)| = |a||[v][* = ||v]|||w]].
Siv# 0y w# 0, denotemos con vy, = v/||v||, wy, = w/||wy|| los vectores normalizados (||v,|| = ||wn|| = 1),

tal que (v, w) = (vp, wy)||v]|||w]|. Se obtiene, para s un nimero complejo arbitrario de médulo 1 (|s| = 1),
0 < (v —8Wp, vy —5wy) = |[vn||*+|8]2||wn||*—5(Vn, wn) —5* (Wn, vs) = 2—2Re[s(vn, wn)] = 2(1-Re[s(vn, wn)])

Recordemos ahora que todo niimero complejo z puede escribirse como z = |z[e?, con |z| = v/zz* (mddulo)
y ¢ reales. Por lo tanto, si z = (vp, wy,) = |(vn, wy)|e', eligiendo s = e~ se obtiene

0<1- |(Umwn)|

de donde |(vy,, wy)| < 1. Por lo tanto, |(w,v)| = [(v,w)| < ||v]|||w]], q.e.d.

Ademas, si [(w,v)] =1 = |[(wn,vs)] =1y (vy — sWy, vy, — swy,) = 0, por lo que v, — sw, = 0, es decir,
v = swl||vy||/||wn]|, lo que implica que v, w son L.D.

Las desigualdades triangulares permanecen vdlidas en espacios unitarios, por la vigencia de la desigualdad
anterior: [||v]| —[|w]|| < [[v+w|| < |Jo[| + ||wl].

No obstante, no se pueden definir ahora dngulos entre vectores pues (v, w)/(||v|| ||w]|]), si bien tiene médulo
menor que 1, es en general complejo.

Ejemplo: Dados v = (1 +14,4),w = (i,1 + 1) € C2, tenemos

(v,w) = (1 —d)i+ (=i)(1+i) =2 < ||| ||w|]| = V|1 +i2+ 11+ [1+i]2=V3V3=3

Notacion de Mecanica Cuantica:

La notacién empleada en mecédnica cudntica para los vectores de estado de un sistema (que pertenecen a
un espacio de Hilbert) es |v), y para el producto interno (w|v). Es decir, v — |v), (w,v) — (w|v), con
(vw) = (wlv)*.

23.1 Ortogonalidad y Método de ortogonalizacion Gram-Schmidt

Las propiedades de ortogonalidad son andlogas al caso euclideo. Dos vectores v,w de un espacio unitario
son ortogonales si (v, w) = 0.

Al igual que en el caso euclideo, dado un conjunto de m vectores v; L.I., es posible construir con el método
de Gram-Schmidt un conjunto ortogonal de vectores que genera el mismo espacio que los v;, dados por:

i—1
w1y = 1, wz—vz_zpw (Uz)a =2, y T
=1
donde ( )
Wi,
P (v.) = Jr 7t .
() = g

es la proyeccion ortogonal de v; sobre w;. Notemos que en el caso complejo es necesario ser cuidadoso con
el orden en el producto escalar, ya que (wj,v;) # (vi, w;) = (wj,v;)*. Es facil verificar que de esta forma,
(ws, w;) = 0sii# j, siendo los w; no nulos si los vectores originales son L.I.

Dada una base arbitraria de V', es pues siempre posible por este método construir una base ortogonal de V,
que puede convertirse en ortonormal normalizando los vectores resultantes.

Notemos que el cuadrado de la norma de los w; estd dado, para ¢ > 1, por

i—1 9
.
sl 2 = (i) = (o) = o2 — 3 W20 e
Ty
=1 1

Notemos también que la matriz que representa al proyector sobre w; en la base candnica es



Ejemplo 1 : Consideremos los vectores v; = (1 +4,4,0), va = (4,1 4+ 4,1). Tenemos
2
wy =v1 = (1414,4,0), wy =1wv9 — wy = (4,1414,1) — 5(1+i,’i,0) =(-2414,3+13)/3

que verifican (wy,wy) = 0.

Ejemplo 2: Las funciones fi(x) = €**®, con k entero, son ortogonales con el producto interno (f,g) =
S fr(@)g(z)da:
T ™ , 2m k=Fk
(frrs fx) = / e ik g — / k=KD gy = iz(k—k') |
-7 —T ei(k*k’) |,ﬂ- - O k 7é k,
Ejemplo 3 (Transformada de Fourier discreta): Sea V = C" y sea e = (ey,...,e,) una base canénica

((Ei7 []) — (51‘]) LOS n vectores
= = 121k j
€k \/ﬁ} 161 ]/nej

forman también una base ortonormal: (ég,€;) = k.
En efecto, utilizando que (e;, e;) = d;; obtenemos, para k,l =1,...,n,

(60, é1) 1 En: i2mj(1—k) /n 1 k=1
€k, €) = — e = _i2n(i—k)
l "= ﬁll—eg’fw =0 k#l

Ejemplo 4: Obtener una base ortonormal de C2*? (con escalares complejos) para el producto escalar (A, B) =
Tr AT B, partiendo de v; = I, = (39).
Consideremos las matrices v1 = Io, vo = (), v3 = 1(¥4), va = (§}), que forman una base no ortogonal de
C?*2. Obtenemos, wy = v = I,
_ 1 _ 1, _1(1 0 _ 1 . 1001
W2 = V2 — 5(101,02)101 = V2 — w1 = 5(0 ), w3 =wvz— §(w1,v3)w1 —2(w2,v3)wy = v3 = 5(1 0)»
_ 1 _ _ 1,01
wy = vg — 5(w1,v4)wy — 2(wa, v3)wz — 2(ws, v4)ws = v4 — w3 = 5(5 )
Las matrices de Pauli se definen precisamente como

oo=I=49), oo=2ws=(}5), oy=—2iws= (74", 0z =2wr =)

y forman una base ortogonal y hermitica de C?*2: UL = ou, (op,00) =Trouo, = 20,,.
Considerando ahora C?*? sobre escalares reales, estas 4 matrices forman también una base del subespacio
)
de matrices hermiticas de 2 x 2. Las matrices que representan las componentes del espin s = (s;, s, S») en
5 OYs

la base estandar de autoestados de s, son precisamente

1
Sp = §h0u: K=Y,z

23.2 Expansion en una base ortonormal

Sie=(e1,...,e,) es una base ortonormal de V' ((e;,€;) = 6;5) y

n
vV = Z €T;€;
=1
entonces (e;,v) = Y i_ xj(ei, e;) = x;. Por lo tanto,
z; = (e, v)

Se cumple entonces
n
v= Z P, (v)

i=1
Se verifica también, por la ortogonalidad de los e;, la generalizacién del teorema de Pitdgoras,

n n

2 2
]| = (v,0) =Y ||mies| [P = ) |l
i=1 i=1

Notemos que en la notacién de mecédnica cudntica, e; — |i) y |v) = >, a;|i), con a; = (i|v).



23.3 Proyectores ortogonales y matriz de Gram

Dado un subespacio S C V, es posible construir el complemento ortogonal S| = {v € V|(w,v) =0V w € S},
cumpliéndose que V = 5 @ S, y por lo tanto, dim S+ dim S| =n
Si v € V, podemos escribir

v =vs+ (v —vy)

convs € Syv—uws € Si. Si(wi,...,wn) es una base ortogonal de S, escribiendo vy = > aw;, la
condicién (w;,v —vs) = 0 para i = 1,...,m implica a; = (w;,v)/||w;||? y por lo tanto
m m
vs =Y Pu,(v) = Ps(v), Ps =Y Py,
i=1 =1

El vector v, es el vector de S con distancia minima a v: Si wg € S,

I _wSH2 = |[(v — vs) + (vs _wS)H2 = v _USHZ + [|ws — USHQ > ||v _USH2

En general, para una base arbitraria (wj, ..., w,,) de S no necesariamente ortogonal,
[Ps]e = R(RTR)'RT

donde R = ([wi]e,-- -, [wm]e) es la matriz de n x m donde cada columna son las coordenadas de los m
vectores w; de la base de S en una base candnica de V' ((e;,ej) = d;;). Las formulas del caso euclideo se
generalizan pues directamente al caso unitario reemplazando t (traspuesta) por T (traspuesto conjugado).
Recordemos que

Pg + Pg L= I

Notemos también que la matriz de Gram

G=R'R
de m x m, con Gj; = (w;,w;j) = G;‘-i, es ahora una matriz hermitica, que posee las mismas propiedades
anteriores: |G| # 0 sii los m vectores w; son LI, los autovalores A\; de G son reales y no negativos, los au-
tovectores X; (GX; = \;X;) correspondientes a autovalores no nulos determinan vectores u; de componentes
[uijle = RX;, que son ortogonales ((u;,u;) = 0si A; # Aj), y aquellos correspondientes a autovalores nulos
dan las combinaciones lineales nulas de los w; (Demostraciones totalmente similares al caso euclideo).

Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,4,1+1) € C3 sobre el espacio generado por los vectores v; = (1+1,1,0),
vy = (i,1 +14,1). Aplicando la representaciéon general, tenemos

1+ 1
R= ] 1+
0 1

con RTR = (39, (RTR)™' = (§2_32)/8 y

7 1—i =241
[Ps]lo = R(RTR)'RT = | 1+i 6 3+i |/8
—2—1 3—1 3
Podemos arribar a este mismo resultado considerando también la base ortogonal de S obtenida previamente
al ortogonalizar v; y ve por Gram-Schmidt, dada por w; = vy, we = (=2 + 14,3 +14,3)/3:

[wilefwi]l  [wa]efws)l

[PS]e = [Pwl]e + [sz]e =

[|ws 2 [wel[?
141 1 —2414 7 1—9 =244
=3 i Ja-i-i0+g | 3w J(2-iB-i3=| 1+i 6 3+i |/8
0 3 —2—4 3—1 3
Se obtiene finalmente
)
[Ps(v)]e = [Psle[vle = 3+ 117 | /8
2+ 5

La distancia minima al plano es ||v — vs|| = 3/V/8.



23.4 Operadores adjuntos y autoadjuntos en espacios unitarios

Sea F : V — V un operador lineal. El operador adjunto FT se define por la relacién
(v, F(w)) = (F1(v),w)

V v,w € V. Considerando una base candnica e de V' ((e;,e;) = J;5), y teniendo en cuenta que [F(v)]e =
[Fl[ve, y (v,0) = [v]L[w]e, se obtiene (v, F(w)) = [W]L[Flc[w]e, (FT(v), w) = w][F1)i[w]e y por lo tanto

[FT]@ = [F]T

e

La matriz que representa al operador adjunto de F' en una base candnica es pues la traspuesta conjugada
de la que representa a F' en dicha base. Notemos que:

1)siG=aF,conacC= Gl =a*FT (pues (a*FT(v),w) = a(Fi(v),w) = a(v, F(w)) = (v,aF (w)))
2) (FHT=F  (pues (F)I(v),w) = (v, FT(w)) = (F(v),w
3) (FG)t = GTFt (pues (v, FG(w)) = (F(v), G(w)) = (G

Un operador F' es autoadjunto si FT = F. En tal caso la matriz que lo representa en una base canénica
es hermitica:

Una propiedad importante de operadores adjuntos es que si S es un subespacio invariante por F =
S| es invariante por FT.
Demostracién: si F(v) e SVYve S, yweS, = (w,F(v))=0Ywe S, yvesS. Por lo tanto,

(FM(w),v) = (w, F(v)) =0

YweS, yvesS, demodo que Ff(w) € S
En particular, si F' es autoadjuntoy S es invariante por F' = S| es también invariante por F.
Comentemos finalmente que en una base B general, donde (v, w) = [v]};A[w] p con A es una matriz

hermitica definida positiva (AT = A, XTAX >0V X # 0, X € C™!) la condicién (v, F(w)) = (Ff(v),w) V¥
v,w € V implica [FT]%A = A[F]p, y por lo tanto,
[Fi]p = A7 F] A

La matriz que representa el operador adjunto F' en una base arbitraria es pues semejante (pero no nece-

sariamente igual) a [F”B

23.5 Operadores Unitarios

Un operador lineal U : V' — V que conserva el producto interno en un espacio unitario se denomina unitario:
(U(v), U(w)) = (v,w)

Y v,w € V. Como (U(w),U(w)) = (UTU(v),w) = U'U = I (identidad), por lo que en una base canénica
tenemos

y por lo tanto [U ]e[U]l = I,. Las matrices que representan a un operador unitario en una base canénica se
denominan unitarias y satisfacen [U]1 = [U]}, lo que implica filas y columnas ortonormales:

n n
>S5Sk =0 > SiSiy = o
j=1 g=1
donde aqui S;; = ([Ule)ij. El determinante de un operador unitario tiene médulo 1:

1 = Det[UTU] = Det[U]*Det[U] = |Det[U]|?

por lo que
|Det[U]| =1



Podemos entonces escribir Det[U] = ¢/, con ¢ real.

Debe remarcarse que los operadores unitarios transforman bases ortonormales en bases ortonormales: si
I NS G,

e; =Ule:) =201 Sjiej, i=1,...,n =

(€5, ) = (Ul(ed), Uley)) = (ei ) = 0y

Andlogamente, cualquier par de bases ortonormales e, e’ de V estdn relacionadas por una transformacion

unitaria, es decir, por una matriz de cambio de base S que satisface STS = SST = I,,, como es facil verificar:
C ol I olY— (6. e.) = &

Sie;=>;S8je;y (e €;) = (e, e;) = d;; entonces

(€f. €)= (Swiei, Sijer) = > SiiSj(en el) = > ShSky = (S78)i; = b5
ol ol P

Remarquemos también que el producto (pero no la suma) de operadores unitarios es unitario: Si U, W
son unitarios = (UW)™! = WUt = WIUT = (UW)T, por lo que UW es unitario. Est4 propiedad es
también obvia a partir de la definicién.

24. Autovalores y Autovectores de operadores autoadjuntos

1) Si F: V — V es un operador lineal autoadjunto = sus autovalores son todos reales y los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.
Demostracién: Si F(v) = v,

(v, F(v)) = (v, \v) = A(v,v)

pero por ser F' autoadjunto,
(v, F(v)) = (F(v),v) = (Av,v) = A*(v,v)

por lo que
A=A (v,v) =0

lo que implica, si v # 0, A — A\* = 0, es decir, A real. Todos los autovalores de F' serdn pues reales.
Ademéds, si F(v) = My F(v') = Nv/, entonces

(v, F(v)) = A(v',v) = (F(v),0) = N (v, v)

por lo que
(W, v)A=XN)=0

lo que implica
(W, 0) =0si A # N

2) Si F': V — V es un operador lineal autoadjunto en un espacio V' de dimensién finita, existe siempre una

/

base ortonormal de V formada por autovectores de F': 3 ¢ = (e,...,€,), tal que

F(el) :)\iel 1= 17”"”7 (6, 6/') :513

7 (2l AR

Es decir, F' es siempre diagonalizable y ademds lo es en una base ortonormal, la cual estara relacionada con
la base candnica original por una transformacién unitaria U:

MO 0
Flo=sFs=| ° 2 o 0| stg—gsi=1
0 0 ... A

_ r_ ‘

con S =[Ul.y e, =Ul(e).

Demostracion: Por induccién sobre n. Para n = 1 todo F' es trivialmente diagonal en cualquier base. Con-

siderando ahora n > 1, si los n autovalores de F' son todos distintos, entonces esta propiedad es inmediata,

ya que por 1) existirdn n autovectores ortogonales entre si, que puede ser convertidos en ortonormales luego
. .7 / / ,

de normalizacién (e — e./||e;||).
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En general, supongamos que €} es un autovector normalizado de F (F(e}) = A€}, ((¢],€}) = 1) y sea S; el
subespacio de V' generado por €. En tal caso S; es invariante por F' y por lo tanto, el complemento ortog-
onal S; |, de dimensién n — 1, sera también invariante por F' = F. F restringido a S; | es obviamente
también autoadjunto. Por lo tanto, por hipdtesis inductiva, existe una base ortonormal de S7 | en la que F
es diagonal. F resulta asi diagonal en la base ortonormal de V formada por €} y la base anterior de Sy, . F
serd entonces diagonalizable V n en una base ortonormal.
3) Si F'y G son dos operadores autoadjuntos y [F, G| = 0 (o sea, FG = GF') = existe una base ortonor-
mal comiin €' en la que ambos operadores son simultdneamente diagonales:
F(e) =AFel, Geh)=)Fel, i=1,...,n
Demostracién: Como F' es autoadjunto, existe una base ortonormal donde F' es diagonal. Como [G, F] =0
= si F(el) = A\'el, FG(el) = GF(e}) = A'G(€l), por lo que G(el) € Vir(AF') (espacio propio). Ve(AF) es
pues también invariante por G. Pero G restringido a Vp(Al") es asimismo autoadjunto, por lo que es siempre
posible elegir una base ortonormal de Vr(A) en la que G serd también diagonal, con autovalores A{'. Los
elementos de dicha base seran, por pertenecer a VF()\ZF ), también autovectores de F'. Repitiendo esto para
todos los autovalores, vemos que existird una base ortonormal de V en la que tanto F' y G seran diagonales.

24.1 Operadores normales

Un operador lineal A : V' — V se dice normal si ATA = AA', es decir, si
[A, AT =0

donde [A, B] = AB — BA denota el conmutador.
Asi, los operadores autoadjuntos (FT = F') son obviamente normales, y también son normales los unitarios
(Ut =U!, con UU' = UTU = I). Otro caso de operador normal son las antiautadjuntos (FT = —F).

Teorema de diagonalizacién para operadores normales:
Si A:V — V es un operador normal, entonces existe una base ortonormal €’ en la cual [A]. es diagonal:

MO 0
Ay = stas=| O A2 U gig_ggt o1,
0 0 ... A

Ademads si A:V — V es diagonal en una base ortonormal = es normal.

Demostracion: Hemos ya demostrado que para todo operador autoadjunto existe una base ortonormal donde
es diagonal. La extension para todo operador normal se basa en la descomposicién

A4 AT ;A - At

A’L

A= A +idl, A7 ==, T

véalida para cualquier operador A, donde A, y A; son claramente operadores autoadjuntos: (A™)f = AT,
(AN = A’. Esta descomposicién del operador es similar a la de un ntimero complejo z = x + iy en parte
real x e imaginaria iy (caso particular n = 1).

Si A es normal =

, 1
m&mp:£m+AtA—AH:o

y por lo tanto, existe una base ortonormal comin € donde A" y A' son simultdineamente diagonales. Los
autovalores de A seran entonces de la forma

Aj =N +iX

con A%y )\} reales y autovalores de A” y A’ respect., por lo que Aj serd en general complejo.

Si A es autoadjunto (AT = A) = A; = 0 y por lo tanto )\é = 0. Los autovalores de A son entonces todos
reales, como ya habiamos demostrado.
Si A es antiautoadjunto (AT = —A) = A, = 0 y por lo tanto A7 = 0. Los autovalores de A son entonces
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todos imaginarios puros.
Finalmente, si A es unitario, [A]Z,, [Ale = I, lo que implica A\jAT = |Aj|2 =1, es decir |A\;| = 1. Esto implica

\j = € = cos ¢; + isin ¢;

con A7 = cos ¢j, )\é = sin ¢;.
Por otro lado, si A es diagonal en una base €’ ortonormal = A' es también diagonal en dicha base, con

X0 ... 0
[A-I-]e/ _ I:A]l/ _ O )\2 e 0
0o 0 ... A

n

Por lo tanto
[AAT — ATA] = [A]o[AT)e — [AT]o[A]e =0

lo que implica AAT — A4 = 0. A es entonces normal.

En resumen, el teorema implica que en un espacio unitario, un operador tiene representacion diagonal
en una base ortonormal si y solo si es un operador normal. En términos matriciales, si A es una matriz
de n x n, entonces existe una matriz unitaria S tal que A’ = SYAS es diagonal si y sdlo si A es normal
([Af, A] = 0). Esto comprende en particular las matrices hermiticas (A" = A), antihermiticas (AT = —A) y
unitarias (AT = A™1). Destaquemos también que todo v € V puede expandirse en la base ¢’ de autovectores

de un operador normal A,
n n
_ o
v = E aie; = g P (v)
i=1 i=1

donde a; = (e}, v) y P (v) = (€}, v)e; = aje;. Por lo tanto

n n
Av) =Y Alaie}) =Y aikie} = > AP (v)
‘ i=1 i=1
Como v es arbitrario, esto implica

A= Zn: AP
=1

Un operador normal puede pues expresarse como combinacion lineal de proyectores ortogonales sobre sus
espacios propios.
De lo anterior se desprende ademas que todo operador unitario U puede escribirse en la forma

U = expl[iF]

con F autoadjunto: Como los autovalores de U son de la forma €'/, podemos definir F' como el operador
autoadjunto que es también diagonal en la base ortonormal €’ en que U es diagonal y que tiene autovalores
reales ¢;. En tal caso, [U]e = exp[i[F|o] = [exp[iF]]e, lo que implica [U]e = [exp(iF')]e en cualquier base.
Esto conduce a U = exp[iF]].
Ejercicio: Utilizando la representacién diagonal, mostrar que si F': V — V es autoadjunto, entonces V
v €V, con v # 0, se tiene
(v, F(v))

(00) =M

donde A, y Aps denotan resp. el menor y mayor autovalor de F'.

Am <

24.2 Isometrias en espacios euclideos

Hemos visto que los autovalores de un operador unitario U son necesariamente de la forma \ = e/ =
cos(¢)+isin(¢p), con ¢ real. Mediante el “embedding” de un espacio euclideo en un espacio unitario discutido
en clase, esto permite demostrar que las isometrias U en espacios euclideos sélo pueden ser rotaciones
(DetU = 1) o rotaciones seguidas o precedidas de una reflexién (DetU = —1).
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En efecto, si S = [U]. es una matriz real que representa una isometria U en una base ortonormal de un
espacio euclideo (S* = S~!), considerada en un espacio complejo representa una transformacién unitaria
(ST = S~1). Dado que S es real, los autovalores vendran de a pares conjugados con autovectores conjugados:

SX =)2X, SX*=)\X*
Escribiendo A = A\, + i, X = X, +iX;, con A\, = cos¢, \; =sin¢ y X,., X; reales, esto implica
SX, =X, — X, SX;, = MX + M X,

Si A no es real (A\; # 0) = X; # 0 (pues S es real) y la ortogonalidad de los autovectores para autovalores
distintos (vélido para cualquier matriz normal [ST, S] = 0) implica (X*)TX =0, o sea,

(X, +iX)HX, +iX;) = XX, — XEX; 4+ 2iX!X, =0

de donde X!X, = X!X; y X!X, = 0. Por lo tanto, vemos que en el subespacio generado por X*, X,
existe una base real y ortonormal con el producto escalar euclideo, formada por (X;, X,.), en la que el bloque

correspondiente de [Ule tiene la forma
g — [ cos ¢ —sing
¢~ \ sing coso

que representa una rotaciéon de angulo ¢ (Det[S(’b] =1). Y en el espacio euclideo completo, vemos entonces
que existe una base ortonormal ¢’ donde S’ = [U]. tiene la forma

Sy 0 0 0

0 S, 0 0

S= o o0 0 0
0 0 +1 0

0 0 0 =+1

donde S;n son bloques de la forma anterior que representan rotaciones en subespacios de dimensién 2, y
los elementos +1 representan los posibles autovalores reales. U representa pues rotaciones (Det[S’] = 1) o
rotaciones compuestas con reflexiones (Det[S’] = —1). Por ej., en R3, las posibilidades son un bloque A,
seguido de +1 (rotacién) o —1 (rotacién compuesta con reflexién).

24.3 Elementos de matriz de un operador lineal en una base ortonormal

Recordemos que si F' : V' — V es un operador lineal = la matriz T' = [F]. (= [F]¢) que lo representa en
una base e de V queda definida por

n
Fle)) = Tye;
j=1

En un espacio unitario y en una base ortonormal e, los elementos de matriz Tj; = ([F]¢);; pueden entonces
obtenerse, por ortonormalidad de los e;, como

Tji = (e, F(ei))
De esta forma,

n
v="> e, ai=(e;,v)
=1

n
F= TiEji, Tj=/(ejFl(e))
ij=1
con Ej; el operador lineal definido por
Eji(v) = (ei, v)e;

ya que F(e;) = Z’j:l Tje; = Z?,k:l Tik(ex, ei)e; = (Z?,k:l TjrEjk)(ei)-
Notemos que ([Ejile)k = 0x;0ir-
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Notaciéon de Mecanica cuantica:
Tji = (e, F'(ei)) — (I F]i), Eji — [5)(i]

donde |i) = e; y (i| = f (vector asociado del espacio dual). Por lo tanto
F =Y Fyli)jl, Fij=(lFl)
0,

Por ej., el proyector ortogonal sobre e; se escribe como P, = |i)(i| (ya que (ej, P, (e;)) = (ej,e) = j;)
mientras que el operador identidad es I = ), |i)(i|. En general, para todo operador normal F' : V. — V
existe entonces una base ortonormal {|¢)} de V formada de autovectores de F' en la que (i|F|j) = 0;;\i ¥y

F:ZMMI

25 Descomposicién en valores singulares (DVS)

Sea F': V — W una transformacién lineal arbitraria entre espacios unitarios V' y W de dimensiénes n y m
respectivamente, y ey, ey bases ortonormales de V' y W. Entonces existen bases ortonormales e}, e};, en
las que F' queda representado por una matriz diagonal de elementos no negativos. En otras palabras, dada
una matriz A de m X n, existen matrices unitarias U de m x m y V de n x n tales que
A=UAVT

con U'U = I,,, VIV =1, y A’ de m x n diagonal de elementos A;Cj = 0;0kj, con 05 > 0. Aqui A = [F]gV |
A = [F]Z:‘V/V, U= [I]zb‘; yV = [I]zl“f, con Vi = [I]Z,‘; Los o; no nulos se denominan valores singulares y
son las raices de los autovalores no nulos de la matriz hermitica ATA, de n x n (que posee autovalores no
negativos). V es la correspondiente matriz de autovectores normalizados (tal que VT(ATA)V es diagonal).
La demostracion es similar al caso de matrices reales (espacios euclideos) y se deja como ejercicio.
Recordemos que si k es el nimero de autovalores no nulos de ATA, las primeras k columnas de U son los
vectores u; = Av;/o;, i = 1,...,k, 0; # 0, obteniéndose las restantes m — k columnas ortonormales de U
por el método de Gram-Schmidt complejo.

Ejercicios: Para A de m x n compleja general, demostrar (en forma similar al caso euclideo) que:
0) Las matrices ATA y AAT son ambas hermiticas.
1) Los autovalores de ATA son todos no negativos.
2) El niimero de autovalores no nulos de AfA es igual al rango de A.
3) Los autovalores no nulos de las matrices ATA y AAT son iguales.
4) ||All2 = o, siendo oy el méximo valor singular y ||Al|2 = Max,o||Av||/|[v]], con ||v|| = VvTv.
5) Sim =ny A es autovalor de A = |\| < oy
6) Si m =ny A es invertible = n.(A) = opr/0m, donde o, es el minimo valor singular de A y n.(A) es el
nimero de condicién.

25.1 Forma polar de un operador lineal

En el caso de V. = W, la DVS permite obtener en forma inmediata la denominada forma polar de un
operador: Si F': V — V es un operador lineal en un espacio unitario V entonces F' puede escribirse como

F=WM=MW

donde W es un operador unitarioy M, M operadores autoadjuntos positivos.
Dem.: Utilizando la DVS para la representacién A = [F. de F' en una base ortonormal e de V, se tiene

A = UAVI
= wvhwavh=wm, w=uvt M=vAVI=VAata
UAUHUVH = MW, M=UAU" = VAA
donde W es unitario (WT = VUT = W)y ATA = VA2VT AAT = UARUT.

Ejercicio: Discutir la DVS y la descomposicién polar de una matriz hermitica.
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26 Desigualdad de Cauchy Schwarz y relaciones de incerteza

Consideremos dos operadores autoadjuntos F, . El valor medio de un operador F' en un estado

normalizado [¢) ((¢[Y) =1) es

(F)y = (YIF|9)
(o sea (F)y = (¢, F(¢)) en notacién de A.L.). Si F es autoadjunto, (F), es real, ya que (¢|F|y) =
(WIFT ) = (BIFl)* (o sea, (¥, F(1)) = (F(v),v)* = (¥, FT(4))* = (¥, F(1))").

La varianza de un operador F' en el estado [¢) se define como el valor medio del cuadrado de la diferencia
entre F'y (F)y y es una medida de la dispersién alrededor de la media:

APF = ((F — (F)yI)?)y = (Q|(F = (F)I)*|¢) = (Y[ F?p) — (@|F|p)?

La desviacién esténdar es la rafz de la varianza: AF = VA2F = \/((F — (F),1)%)y.
Definamos ahora

F=F—(F)yI, G=G—(G)yI

tal que AF = 1/ (9| F2|b), AG = 1/ (10| G?|1), y consideremos el producto escalar (E(v), G(1)) = (1, FG(1)),
es decir (¢|FG|i) en notacién cuantica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica |(F(¢), G(1))| <

IE@INGE)I, con [[F()I]* = (F(W), F(#)) = (%, F*(1)), o sea,

(WIEGI)| <\ WlF2 e (1GP1) = (AF)(AG)

Por otro lado, si [F,G] = FG — GF denota el conmutador de F' y G, entonces
WIIF,GllY) = WIIF,Gl[Y) = (W|[FG|y) - (W|GF|y) = 2 Im[{[¢|FGly)]
donde Im denota la parte imaginaria, ya que (p|GF) = (|(GEF) |)* = (|FG[)*. Por lo tanto
sl (WIIF.GIl)| < [(W|FGI)| < (AF)(AG)

es decir,
(AF)(AG) = 5[([F, Gl)yl

Esta es la denominada relacion de incerteza entre dos operadores: Si el conmutador es no nulo entonces el
producto de sus “incertezas” (AF)(AG) en un estado ) no puede ser menor que el médulo del valor medio
del conmutador en dicho estado.

Como ejemplo fundamental, consideremos el espacio L? de funciones 9(x) de R — C de norma finita
(el]* = [Z, [W(@)[*de < 00) y que tienden a 0 para & — £oo, tal que el producto escalar

w.o = [ " (@) la)de

esté bien definido. Los operatores X y P = —ihd, = —ihg; 8 donde h = h/(2m), con h la constante de

Planck, son autoadjuntos en este espacio: (¢, X¢) = f v (z)rp(z)de = (X, ), y

(0. Po) = =it [ (@) (a)da = =it 0" (@)(0) %, = [0 @ho(e)d] = [ it @)sota)da = (P).0)
—0Q0 —00

Dado que [X, Py (z) = —ih(zy/ (z)— (21 (x))") = ihyp(x) ¥ 1, es decir, [X, P] = ihl, obtenemos |([X, P])y| =
h ¥ ¢ y el resultado anterior implica entonces

h
(AP)(AX) > 5
El operador P representa en Mecédnica Cuéntica el operador impulso de una particula (en una dimension).

Por lo tanto, en cualquier estado cuantico el producto de las desviaciones estandar de X y P es no nulo y
mayor que h/2.
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