19. Espacios Euclideos

Un espacio vectorial V' sobre el cuerpo de los reales R es Fuclideo si estd equipado con una operacién
denominada producto escalar y denotada por (v, w), que asigna a todo par de vectores un escalar real que
satisface
(v,w) = (w,v) Yo,weV
(v, w1 +wsz) = (v,wy) + (v,ws2), Yv,wy,we €V
(aw,w) = a(v,w) Yo,weV, a €R
(v,v) >0VYv #0, (0,00)=0

El producto escalar en un espacio euclideo es pues una forma bilineal simétrica de V' x V sobre R tal que

la correspondiente forma cuadratica es definida positiva. Cualquier forma bilineal de este tipo es apta para
definir un producto escalar. Notemos que (0,v) = (v,0) =0V v € V.

En un espacio de dimensién finita generado por una base B = (by,...,by), se obtiene, eligiendo para el
producto escalar una forma bilineal simétrica G asociada a una forma cuadratica definida positiva,

(v,w) = G(v,w) = [v]5[G]p[w]p = Z @igiiBi,  gij = ([G]B)ij = (bi, bj) = gy

,j=1

donde v =Y, aib, w =3, Bibi y [v]ly = (a1,..., ), (W]l = (Bi,...,B,). Recordemos que para este tipo
de formas bilineales es siempre posible elegir una base B donde [G]p es diagonal, es decir, (b;,b;) = ¢;0ij,
en cuyo caso el producto escalar toma la forma

(v,w) = > oigiBi, g = (bi,bi) >0
ij=1

Definiendo ahora e; = b;/,/g;, podemos obtener asi una base candnica e = (ey,...,e,) enla que (e;,e;) = d;;
y por lo tanto [G]e = I, (matriz identidad). El producto escalar en esta base adopta entonces la forma usual

(v, w) = Pltule = 3 aif
=1

A una base de este tipo la denominaremos base candnica o base ortonormal del espacio euclideo.
Ejemplo 1: SiV =R" y v = (21,...,2,), V' = (2],...,2),), el producto escalar usual, dado por

n
(v, ) =v-v = szﬂf;
=1

satisface las 4 condiciones requeridas. Los vectores de la base canénica e; = (1,0,...,0)...e, = (0,...,0,1)
satisfacen (e;, e;) = d;; y forman pues una base ortonormal para este producto escalar.

Ejemplo 2: Si V' es el espacio C,p de funciones reales continuas f : [a,b] — R (de dimensién infinita),
podemos equiparlo con el producto escalar definido por

b
mm:/fummm

que satisface todas las condiciones requeridas (probar como ejercicio).
Ejemplo 3: Si V = R™*" es el espacio de matrices reales de m x n, podemos definir el producto escalar de
dos matrices A, B € V como

m n

(A’ B) =Tr [AtB] = ZZ AijBij = (BaA)

i=1 j=1

que satisface también todas las condiciones requeridas (probar como ejercicio).



19.1 Norma de un vector

La norma (o longitud) de un vector v € V' se define como
oIl = v/(v,v)

y satisface ||v]| >0V v €V, con [|v]| =0 siy sélo si v =0. Por ejemplo, utilizando los productos escalares
anteriores, en V = R" se obtiene

[loll =

>
i=1
mientras que en V' = Cly y,
b
17l =/ | P
a
y en V= Rmxn,

1Al = VI [AtA] =[S 42
1,5

Todo vector en un espacio euclideo posee pues una norma, que es positiva si v # 0y 0 si v = 0. Notemos
que Va € R se cumple

law]] = V/(av, av) = Va2 (v,v) = |a][[]|

de modo que la norma de av es |a| veces la longitud de v.

Un vector de norma 1 se denomina vector unitario. Todo vector v no nulo puede ser normalizado, es decir,
convertido en vector unitario mediante la multiplicacién por un escalar: Si ||av|| = |a|||v|] = 1 = basta con
elegir « tal que |a| = 1/||v]|, o sea, &« = £1/||v||. El vector normalizado con el mismo sentido de v es pues

on = v/[v]]

Un conjunto C de V se dice que es acotado si existe m € R tal que ||v|]| < m V v € C. El conjunto
{v, ||v|]| <1} sel lama bola unidad, mientras que el conjunto {v, ||[v|| = 1} esfera unidad. Estos conjuntos
no son subespacios (como el lector podré facilmente mostrar).

19.2 Desigualdad de Cauchy-Schwarz y angulo entre vectores

Dados dos vectores v, w de un espacio euclideo V', se cumple siempre la desigualdad de Cauchy-Schwartz
(v, w)| < [Jv]|[|w]] (19.1)

donde la igualdad rige si y sélo si v y w son LD (Linealmente Dependientes).

Demostracion: Si v,w son LD = v = aw (0o w = yv) en cuyo caso |(v,w)| = |a||(w,w)| = |af||w|* =
[|v]| [|w]|- Esto incluye en particular el caso en que v o w es nulo (& =0 0 v = 0).

Siwv# 0y w#0, se obtiene, para los correspondientes vectores normalizados v, = v/||v||, wy, = w/||w|],

0<||lv, = wnH2 = (Vp £ W, vy £ wy) = (U, vn) + (Wpy wy) £ 2(vp, wy) = 2(1 £ (v, wy))

lo que implica —1 < (vy,, wy) < 1, o sea,
[(vn, wn)| <1

de donde |(v,w)| < ||v]|||w]|, como se querfa demostrar. Vemos también que la igualdad (|(vp,wy,)| = 1)
implica ||v, & wy||> = 0 y por lo tanto v, £ w, = 0, en cuyo caso v y w son LD.

Por ejemplo, en R”, la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica, para v = ;" | xie;, w = > 1 Yi€;,

n n n
DN N DI &
i=1 =1 =1



y en Clg ),

| ’ fle)a(a)de] < \/ / b f?(x)dx\/ / ' 2w

Tr[A'B] < \/Tr[AtA]\/Tr[B!B]

El angulo 0 entre dos vectores v, w no nulos se define como

mientras que en V = R"™*"

cosf = M = (vUp, wy)
[[o]] [Jwl|

donde v, = v/||v||, wy, = w/||w|| son los vectores normalizados. La desigualdad de Cauchy-Schwartz asegura
que —1 < (vy, wy,) < 1, por lo que el dngulo € esté correctamente definido. Notemos que si v = aw entonces
entonces § =0 (o > 0) o m (a <0).

Ejercicio: Determinar el dngulo entre los vectores (1,1,...,1) y (—=1,1,...,1) pertenecientes a R"™.

19.3 Desigualdad triangular y distancia entre vectores

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite demostrar en forma inmediata la desigualdad triangular

o]l = {fwll] < flv +wl| < [[v]] + [Jw]]

va que ||v +w||* = (v + w,v + w) = (v,v) + (w,w) + 2(v,w), y por lo tanto,

o+ wl|* < [o] 2+ 2[Jv]| [[wl] + [[w]]* = (o] + [[w]])?
o+ wl* = Jv][* = 2[Jv]| [[wl| + [Jw]]* = (Jo]] —[[w]])?
Notemos que se cumple también (dado que || — w|| = ||wl|]) |||v]] = [Jw]|] < |Jv —w]| < |Jv]| + ||w]].

La distancia entre dos vectores d(v,w) se define como
d(v, w) = [|lv — wl]
y satisface las propiedades
d(v,w) >0, con d(v,w) =0siiv=w
d(v,w) = d(w,v)
d(v,w) < d(v,u) + d(u,w)

donde la dltima es consecuencia de la desigualdad triangular: ||[v—w|| = |[v—u—(w—u)|| < |[[v—u||+||w—ul].

19.4 Ortogonalidad y bases ortonormales

Dos vectores v,w € V se dicen ortogonales si (v,w) = 0. En tal caso, si v # 0, w # 0, cos = 0 y por lo
tanto, 0 = /2.

Un conjunto de m vectores v; son ortogonales si (v;,vj) = 0V i # j, es decir, si son mutuamente
ortogonales de a pares. Y se dicen que son ortonormales si ademas tienen norma no nula e igual a 1:
(vi,v;) = 1,4 =1,...,n. Una base ortonormal es una base compuesta por vectores ortonormales. La base
candnica en la que (e;, e;) = d;; es pues una base ortonormal.

Independencia lineal de vectores ortogonales: Si vy, vy, ..., v, son mutuamente ortogonales ((v;,v;) =
0 sii# j) y no nulos (||v;||?> = (vi,v;) > 0) = son linealmente independientes.
Demostracion: Si

a1V + agvg + ...+ apv, =0

multiplicando escalarmente por v;, con 1 < i < m, y teniendo en cuenta que (v;,vj) = 0 si i # j, se obtiene
(vi, 11 + ..+ apvn) = (v, Vi) = avi,v;) = (v,0) =0

lo que implica o; = 0 pues (v;,v;) = |[vs]|> > 0. Esto muestra que son LI. La prop. reciproca no es,
obviamente, valida.



Por lo tanto, si dim V = n = cualquier conjunto de n vectores ortogonales no nulos forma una base de V.
Generalizacién del teorema de Pitdgoras: Si vq, vy son ortogonales ((vi,v2) =0) =

[lor +v2|[? = (v1 + w2, 01 + v2) = (vi,v1) + (v2,02) + 2(v1, v2) = [[r]* + |2

Y si (vi,v2,...,Uy) son mutuamente ortogonales ((v;,vj) = 0si @ # j), =
m m
1D il = Z%Z% Z(vi,vj)zzvz,vz Z\IvzH2
=1 = 4,j=1 =1

Expansién en una base ortonormal: Si escribimos, para un vector v € V,

n
vV = E €T;€;
i=1
donde (ey,...,ep) es una base ortonormal de V', entonces
x; = (e;,v), i=1,...,n

va que (e;,v) = (e;, 25y xjej) = > vj(e;, e5) = x; por ortonormalidad de los e;. Las coordenadas z; de v
en la base candnica se obtienen pues simplemente efectuando el producto escalar (e;,v), no siendo necesario
resolver explicitamente un sistema de ecuaciones lineales para su obtencién. Ademads, por la generalizacién

del teorema de Pitagoras anterior,
n n
ol = [aieil P = af
i=1 i=1

Los angulos que forma v con e; estan determinados por

; 7(6“) =x;/||v
«0s(60) = e = /111

(dngulos directores) y satisfacen
Zcos ZxQ/Hsz

Se cumple entonces z; = ||v|| cos6; parai=1,...,n.
Si una base €’ es ortogonal pero no necesariamente ortonormal, entonces

zi = (e, 0)/| €f]]”

con [Jol* = Sy llael|l? = Sy #2llel v cos(®i) = pihy = willefl/lloll. Se sigue cumpliendo que

=1
S cos?(6;) = 1.
Notemos también que si F' : V — W es una transformacion lineal entre espacios euclideos V y W de
dimensiones n y m respectivamente, y e, € son bases ortonormales de V' y W, entonces los elementos F;; de
la matriz [F]¢ € R™*™ que representa a F' en estas bases estdn dados por el producto escalar

Fij = (&, F(ej))
dado que por definicién, F(ej) = Y it Fjjé;.

Relacién entre bases ortonormales.
Si e es una base ortonormal de V' y €’ es otra base de V', tenemos

n
! :ZSijei, j:1,...,n
i=1
con S;j = (ei,€;) y

() eh) =D SijSim = (S'S)jn

i=1



Vemos que €’ serd una base ortonormal ((e;, e,) = 0ji) si y solo sila matriz de cambio de base S satisface
S'S =1,

o sea, S1 = S’. Las matrices reales que satisfacen esta relacién se denominan ortonormales (o a veces
ortogonales). Dado que (S'S);; es el producto escalar de la columna i por la columna j de S, las columnas
de estas matr ices son ortonormales ((S'S);; = d;j) formando entonces una base ortonormal de R™. Como
la ec. anterior implica asimismo SS! = I,,, las filas de S son también ortonormales y forman asimismo una
base ortonormal de R™ (se prueba de la misma manera).
Notemos ademés que |S| = DetS = +1, pues |S'S| = |S]? = 1.
Resumiendo, la base €’ serd ortonormal sii la matriz de cambio de base S es una matriz ortonormal.

n ! !

Para un vector arbitrario v = Y1 | ze; = Y i ale

;€;, tenemos entonces

n

n
2} = (chv) = Y ajlehes) = Y Shiay
j=1

Jj=1

es decir,
[v]er = S*[v]e

lo que esta de acuerdo con la relacién general [v]o = S~ 1[v]e.

19.5 Teorema de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Las propiedades anteriores muestran claramente la ventaja de trabajar con bases y conjuntos ortonormales.
Daremos ahora un método general para construir bases ortogonales de espacios y subespacios.

Sean vy, ...,v;, m vectores LI € V', que generan un subespacio S C V de dimensién m < n = dim V.
Entonces existen m vectores ortogonales no nulos wy, ..., w,, que general el mismo espacio (y que son, por
lo tanto, combinaciones lineales de los vy, ..., vy,).

La demostraciéon es directamente constructiva. Comencemos con wy = v1. Definimos luego
W9 = Vg — YW1

y exigimos que 0 = (wy, ws) = (w1, v2) — a(wy,wy). Por lo tanto o = (wy,v2)/||w1||? ¥
w9 = Vg —

Andlogamente, definimos
w3 = U3 — QW2 — 1wy

Las condiciones 0 = (w2, w3) = (wg,v3) — az|lws|?, 0 = (w1, w3) = (wi,v3) — ai||w1]|* (donde hemos
utilizado la ortogonalidad (wy,ws) = (wg,wq) = 0) implican o; = (wy, v;)/||w;||? para i = 1,2, y por tanto

(w2, v3) (w1, v3)
w3 = U3 5 W2 5 W1
[|wa] [l
En general, definiendo para i =2,...,m,
i—1
w; = v; — E ozjwj,
J=1
las i — 1 condiciones (wj,w;) = 0 para j = 1,...,49 — 1 implican a; = W’ teniendo en cuenta la
ortogonalidad (wj,wy) =0si j <k <.
Por lo tanto,
i—1
_ _ ('U)j,’l)i) . 2
w1 = V1, wi—’l}i_g Ww]7 1=4,...,M
j

=1

, . . —1 . . ,

Los m vectores w; asi definidos son no nulos: si w; =0 = v; = 23:1 ajwj, lo que implicaria, dado que los
w; son combinaciones lineales de los v;, que los vectores originales son LD, contradiciendo la hipétesis.



Los m vectores w; asi construidos son entonces mutuamente ortogonales por construccion ((w;, w;) = 0 si
i # j) y no nulos, por lo que son LI, conformando entonces una base de S. Si m = n, se obtiene asi un
método para construir una base ortogonal del espacio completo V. Notemos que

i—1

[fewil [P = (wi, wi) = (wi, v0) = ol = Y (wy, 00)?/ ey |2

j=1

Para obtener un conjunto ortonormal, se puede normalizar al final del procedimiento (w; — w; = w;/||w;||)
o en cada paso. En este ultimo caso, el método se resume en

i—1 =1

wy = viflforll, wp = (o= Y (wh,v)wil/ [el? = Y (w), v)’]V2, i=2,..m

j=1 J=1

Ejemplo: Sean v; = (1,1,1), vo = (1,1, —1) vectores de R3, no ortogonales ((v1,v2) = 1, con (vi,v1) =
(v2,v2) = 3). Aplicando el método de Gram-Schmidt, se obtiene

1
wy = (1,1,1), we=(1,1,-1) — g(l, 1,1) =(2,2,-4)/3

que son claramente ortogonales.
Para formar una base ortogonal de R? que contenga a w; y ws, podemos considerar un vector cualquiera vs
tal que (wy,ws,v3) sean LI. Por ejemplo, v3 = (1,0,0). Se obtiene entonces el resultado esperado

12 1
17171) 7ﬁ(2 2 4) 2(17_170)

1

3

w3 = V3 —

Ejemplo: Sean p1(t) = 1, pa(t) = t, p3 = t* vectores de P, (polinomios de grado < 2). Determinar una
1
base ortogonal de P, para el producto escalar (p,q) = [, p(t)q(t)dt.
Aplicando el método anterior, obtenemos, notando que (p1,p1) = 2, (p2,p2) = 2/3, (p3,p3) = 2/5, (p1,p2) =

0 = (p2,p3), (p1,p3) = 2/3,
wi(t) =1, wy(t)=t, wy=1>—="L2=¢>-1/3

Si exigimos que w;(1) = 1 y extendemos Py — P, se obtienen de esta manera los polinomios de Legendre:

Pi(t) =1, Py(t) = ¢, P3(t) = (3t — 1)/2, etc.

De la misma manera, para productos escalares del tipo (p,q f p(t t)dt, donde p(t) > 0 para
€ (a,b), se obtienen otras familias de polinomios ortogonales

19.6 Proyeccion ortogonal

Sea w un vector no nulo € V y sea v € V. Podemos descomponer v como una suma de un vector v,, paralelo
a w y un vector v — v, ortogonal a w:
U=y + (v —vy)

donde exigimos (w,v — v,,) = 0. Esta condicién determina v,,. Escribiendo v,, = cw, obtenemos
(w,v — aw) = (w,v) — a(w,w) =0

por lo que o = (w,v)/||wl||* y

(w,v)
——w
[|wl]?

El vector v, es la proyeccidn ortogonal de v sobre w y su significado geométrico es muy claro (recordar
dibujo): Si trazamos la perpendicular desde el extremo de v a la recta generada por w, obtenemos un
tridngulo rectangulo formado por v, vy, ¥ ¥ — vy, siendo vy, L v —vy,. Asi, vy = 0siv L w, y vy = v siv||w.

Vyw —



El vector v, puede también interpretarse como el vector paralelo a w cuya distancia a v es minima.
En efecto, si u, = aw,

17 = [lo = vol* + [Jvw = woll* +2(0 = vu, vw — )

dg(vauw) = |jv - uwHQ = |[v — vy + (v — Uw)
Pero el ultimo término es nulo pues v — v, es L a w y por tanto a v, — Uy, por lo que

10 = wwll* = [Jv = vul|* + [Jvw = wull* > [[v = voll?

La distancia minima se obtiene pues para uy, = vy.

Operador de Proyeccion: El operador de proyeccién sobre w queda definido por

Py(v) = vy

y es un operador lineal que satisface P2 = P,,. En una base canénica de V, (w, v) = [w]t[v]e, ||w]|? = [w]t[w]e

y entonces

e,
ule = Ll ol ™ = wltfu),

Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,1, 1) sobre w = (1,1, —1).
Tenemos, como (v, w) =1y |Jw||? = 3,

1
U = 5(1, 1,-1)
El operador de proyeccién correspondiente queda definido, para v = (z,y,2) = xe; + yes + zeg (base

canénica), por
(w,v)  THy—=z

=P, = = 1,1,-1
v = B = e = T (Y
y la correspondiente matriz es entonces
1 1 1 1 -1
[Pyle = 3 1 (1,1,-1) = = 1 1 -1
-1 -1 -1 1

de forma que [vy]e = [Pule[v]e.
Gram-Schmidt en términos de proyectores:
El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt puede ahora escribirse como

wy = v, wl—vl—g Pw (vi), i=2,....,m

El significado es muy claro: w; se construye a partir de v; quitandole a este ultimo las proyecciones sobre
cada uno de los vectores anteriores wj, j < i. De esta forma w; sélo conserva la parte de v; ortogonal al
espacio generado por los wj;.

La expansiéon de un vector en una base ortonormal puede entonces verse también como la suma de
proyecciones ortogonales: Tenemos, para v € V' y (ey,...,e,) una base ortonormal,

n n
v = inei = ZPei(v)
i=1 i=1

ya que z;e; = (ei,v)ei = Pei(v)-



19.7 Subespacios ortogonales
El conjunto de vectores ortogonales a un cierto vector v es un subespacio de V: Si (v,w1) =0, (v,w2) =0
= (v,w; +wy) = (v,w1) + (v,w2) =0y (v,aw;) = a(v,w;) = 0. Ademds es no vacio pues (v,0) = 0.
El conjunto de vectores ortogonales a todos los vectores de un cierto subespacio S C V es también un
subespacio (se prueba de la misma forma), denominado complemento ortogonal de S o S| .

Mostraremos a continuacién que V =5& S5, .
Demostracién: Sea v € V' y vs un vector € S. Mostraremos que es siempre posible escribir

v =1vs+ (v —vs)

convg €Syv—uvs €S, Si(wi,...,wn,) es una base de S, que podemos escogerla ortogonal utilizando el
método de Gram-Schmidt, entonces

m
ve =Y oqwi, ;= (wi,vs)/|[wil”
=1

La condiciéon v — vg € S| implica entonces
0 = (w;,v — vs) = (wi,v) — (W, vs) = (wi,v) — al|wil|>, i=1,...,m

o sea, a; = (w;,v)/||w;||?. En tal caso, (v — v,) serd también ortogonal a cualquier vector de S (pues estos
serdn combinaciones lineales de los w;), por lo que v — v, € S;. Ademéds SNS; = {0}, puessiu € Sy
u€ S| = (u,u) =0y por lo tanto u = 0. Queda probado entonces que V.=S@® S,. Si V es de dimensién
ny S de dimensién m = dim S; =n —m.

El vector v, asi construido es la proyeccion ortogonal de v sobre el subespacio S, y puede escribirse como

m

Us = pri(v) = Ps(v)

=1

donde P, (v) = ‘(lwi’ﬁ)% w; es el proyector sobre w; y

Wy
m
Ps =) _P,
=1

el proyector otrogonal sobre S. En esta expresion los w; deben formar una base ortogonal de S.

El vector vy es el vector € S que posee distancia minima a v: Si ug € S,
lo—us||* = [Jv—vs+(vs—us)||* = [Jo—0s] [P +||vs —us|[*+2(0 =05, v5—us) = [Jv—0vs|[*+[[vs—us|* > [Jv—vs|[?
Esta distancia minima define la distancia de v a S:
dmin (v, 5) = [|v — vs| = [[v = Ps(v)]]

Al disponer de una métrica, en un espacio euclideo podemos pues no sélo determinar si un vector v pertence
al subespacio S generado por un conjunto de vectores {wi,...,wy,}, sino también determinar que tan lejos
estd v de este subespacio, a través de la distancia dpin(v, S).

El método de Gram-Schmidt puede entonces expresarse en forma atin mas concisa como

w1 = V1, ’LUi:’UZ'—P (’Ui), i:2,...,m

{wlw--,wi—l}

donde P{w1 il Py, + ...+ Py, , es el proyector ortogonal sobre el subespacio generado por los 7 — 1

vectores anteriores.

Ejemplo 1: El espacio nulo de una matriz A de m x n, N(A) = {X]|AX = 0} con X vectores de n x 1,
es el complemento ortogonal de las filas de A, es decir, del espacio fila de A (EF(A)), ya que (AX); = A; X
es el producto escalar de la fila ¢ de A por X.



Se cumple por lo tanto dim EF(A)+dim N(A) = n.

Ejemplo 2: Encontrar S, si S es el espacio generado por los vectores (1,1,1), (1,1, —1).

11 1

Una manera es resolver el sistema homogéneo ( 11 1

x
> y | = < 8 ), que da como resultado el
z

conjunto {z(1,—1,0), 2 € R}. S, es entonces el espacio generado por (1,—1,0).
Se cumple dim S+dim S| =241=3.

Ejemplo 3: a) Proyectar el vector v = (1,2,3) sobre el plano generado por los vectores ortogonales
w1, = (1,0, 1) Yy wo = (0, 1,0).
Tenemos (v,w1) =4, (v,ws) =2,y
4 2
Vs = PS(U) = Pw1(v) + sz(v) = 5(1707 1) + I(O’ 170) = (2’2’2)
b) Hallar la distancia minima de v a S.
Tenemos v — vs = (—1,0,1) y dmin = ||[v — vs|]| = V2. Ademds, el dngulo entre v y S puede obtenerse a

partir de cos 6 = ||vs||/||v]| = 2v/3/V/14.

c¢) Hallar la matriz que representa el proyector ortogonal sobre S en la base canénica de R3.

1 1/2 0 1/2
[Psle = [Puwy]e + [Pus]e = i[wl]e[wl]é + [wQ]E[UJ?]i = 0 1 0
1/2 0 1/2

Se verifica [vs]e = [Ps]e[v]e.

19.8 Representacién general del operador de proyeccion

Es posible dar la expresién general de la matriz que representa al proyector ortogonal sobre un subespacio
S generado por un conjunto LI de m vectores {wi,...,w,} no necesariamente ortogonales. Definamos la
matriz

R = ([wile, ..., [wn]e)

de n x m, con m < n, que contiene las coordenadas de los vectores en una base canénica e (con n = dim
V). Como v € S podemos escribir vy = > " | ayw; y por lo tanto

[vs]e = Z a;lwile = Ra
i=1
donde o = (g, ..., ). La condicién (w;, v — vs) = 0 para i = 1,...,m implica
0 = R'([v]e — [vs]e) = R'[v]e — R'[v5]e = R'[v]e — R'Rax

de donde
a = (R'R)™'R'[v].

Por lo tanto, [vs]. = Ra estard dado por
[vs]e = R(R'R) "' R'[v].
La matriz que representa al proyector sobre S es entonces
[Ps]le = R(R'R) 'R

Notar que [Ps])? = [Ps]e, v que la expresién anterior no se puede simplificar, pues R no es cuadrada.
Discutiremos luego las propiedades de la matriz R'R.

Ejemplo: Proyectar el vector v = (1,2, 3) sobre el plano generado por los vectores wy = (1,1,1) y we =
(2,1,2). Utilizando el método anterior, tenemos en este caso

1 2
R=|11
1 2



con RIR= (33), R7! = (35?2)/2 y

1/2 0 1/2
[Psle=R(R'R)'R'=| 0 1 0
1/2 0 1/2

que coincide con el resultado del dltimo ejercicio. La razén es que el espacio generado por (1,1,1) y
(2,1,2) coincide con el generado por los vectores ortogonales (1,0,1) y (0,1,0) ((1,1,1) = (1,0,1)+(0,1,0),
(2,1,2) =2(1,0,1) +(0,1,0)). Una forma general de obtener el resultado anterior es precisamente ver si los
proyectores sobre el espacio generado son idénticos.

Solucién de cuadrados minimos
Consideremos nuevamente el sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas

AX =10

donde A € R™" X € R™! ph € R™*!. Si A representa un monomorfismo = rango(A) = n < m y la matriz
At A € R™" es no singular. De poseer solucién, el sistema tiene entonces una solucién tnica dada por

X = (A'A)~Alb

donde (A'A)~! A’ es una inversa a izquierda de A. Esta solucién se obtiene al multiplicar ambos miembros
de AX = B por (A'A)"1A! y es valida cuando b pertenece al espacio columna de A (EC(A)), es decir,
cuando el sistema es compatible.

Cabe destacar, no obstante, que la expresién anterior para X tiene sentido ain si el sistema no tiene
solucién: En tal caso

AX = A(ATA)T A

es la proyeccion ortogonal de b sobre el espacio generado por las columnas de A, es decir, AX = Ppc(y (b),
de modo que AX es el vector de EC(A) mas cercano a b. En otras palabras, es el X que minimiza la

distancia [|AX = b]| = /37, (AX —b)?.

Ejemplo: Dado un conjunto de m puntos (z;,v;), i = 1,...,m, con x; # z; si i # j, hallar el polinomio de
gradon — 1 p(z) = Z?:_Ol cjz? tal que Y it (p(w;) — y;)? es minimo. Considerar el caso m > n.
Tenemos un sistema de m ecuaciones p(x;) = v;, ¢ = 1,...,m, con n incégnitas ¢;, j =0,...,n — 1:
1z ... mrf_l co Y1
1 oz ... 2t Cn—1 Ym

Este sistema es en general incompatible si m > n. No obstante, el objetivo es buscar la solucién que minimiza
la distancia ||p(X) — Y|| o equivalentemente |[p(X) — Y||?, donde Y = (y1,...,ym)", X = (z1,...,2m)" ¥

p(X) = AC, con A la matriz de m x n de elementos A;; = z] ~1 y C el vector columna de coeficientes

c;. Tal solucién estard dada entonces por C = (A'A)~LA'Y, tal que AC = A(A'A)~1AYY es la proyeccién
ortogonal de Y sobre EC(A).

19.9 Matriz de Gram

Dado un conjunto de vectores vy, . .., vy, pertenecientes a un espacio vectorial euclideo V' de dimensioén finita,
la matriz simétrica G de m x m productos escalares, de elementos

Gij = (vi,v5) = Gji

se denomina matriz de Gram y posee importantes propiedades.
Notemos que en términos de la matriz R = ([vi]e, - - ., [Um]e) de m X m, con e una base canénica,

G=RR
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1) El producto escalar (w,u) de combinaciones lineales w = > " | ov;, u = Y - fBiv;, con [w]e = Ra,
[ule = RB, vy a = (a1,...,am)t, B=(B1,...,Bm)", puede expresarse como

(w,u) = [v]eu]e = (Ra)'(RB) = o' R'RB = o' Gf

2) La matriz G es no singular sii los vectores v; son LI:
Si G es singular, existe un vector columna no nulo 8 de m x 1 tal que G = 0y por lo tanto, siu =Y ;" | Biv;,

(u,u) = B'GB = B0=0

por lo que necesariamente u = 0. Por lo tanto, existe una combinacién lineal nula u con coeficientes no
todos nulos. Esto implica que los v; son LD.

Andlogamente, si existe una combinacién lineal nula u = """ ; B;v; = 0, con los 3; no todos nulos, entonces
0 = (vj,u) = Y 1 G;if; para cualquier j por lo que G =0y por lo tanto G es necesariamente singular.

Un método sencillo de determinar si los m vectores v; son LI es pues evaluar el determinante |G| = |R'R):
{vi,...,vm} es L sii |G| # 0.
Param = n, Res de n x n y |G| = |R|?, por lo que se reobtiene la condicién conocida |R| # 0 para n

vectores en R™.
. n . JA—
3) Siw; =) i1 54vj, i =1,...,m, entonces Gi; = (wi, wj) = k1 SkiS1iGri, 0 sea,

G' = S'GS

con |G'| = |S|?|G|. En particular, si los v; son LI, podemos ortogonalizarlos con el método de Gram-Schmidt,
generando vectores ortogonales w;. La correspondiente matriz S cumple, por construccién, |S| =1y por lo
tanto |G| = |G| =TI, Jlwsl[%

Este ultimo producto representa el cuadrado del volumen m dimensional del paralelepipedo formado por los
vectores w1, . .., Wy, y por lo tanto, por vy, ..., vm,. El volumen generado por estos m vectores es pues

Voly, ..o = V|G|

Sim = n, |G| = |R'R| = [RI%, y Voly,...,, = [Det(R)|.

4) La matriz G es diagonalizable, por ser real y simétrica, y los autovalores de G son positivos o nulos. Los
autovectores asociados a autovalores no nulos corresponden a vectores ortogonales, y los correspondientes a
autovalores nulos a combinaciones lineales nulas de los vectores v;.

En efecto, si Ga = M\, con a # 0, para w = Y ;| a;v; se obtiene

0 < (w,w) = a'Ga = \ala

Como ata > 0 entonces Ao > 0. Si Ay, > 0 = w es no nulo, mientras que si A\, = 0 = w = 0, siendo pues
una combinacién lineal nula de los v;. Ademds, si GB = \gf3, con 3 # 0, tenemos, para u =y .-, f;v;,

(w,u) = o'GB = /\gat,é’ =0 si Ao # A3

por ser a, 8 autovectores de una matriz simétrica. La diagonalizacién de G proporciona pues un método
directo de extraer un conjunto ortogonal de k vectores LI de los m vectores w;, que son los determinados
por los autovectores asociados a los autovalores no nulos.

El nimero k de autovalores no nulos de G es precisamente el rango de G y determina entonces la dimension
del subespacio generado por los m vectores v;: k = r(G) = dim{vy, ..., vn}.

Ejemplo: Consideremos los vectores vy = (1,1,1,1), v = (1,1, —1,1), v3 = (0,0, 1,0) de R?. Tenemos

L1 121

R= , G=R'R=1[2 4 -1
1 -1 1 L1 1
1 1 0

Como |G| = 0 los vectores son LD. Ademds, los autovalores de G son A = 6, 3,0, con autovectores (1,1,0),
(1,-1,1), (—1,1,2).

Por lo tanto, los vectores wj = v1 + v2 = (2,2,0,2), wy = v; — vy + v3 = (0,0,3,0), son ortogonales y
wh = —wq + we + 2ws = (0,0,0,0) es la combinacién lineal nula.

Pueden obtenerse resultados similares utilizando Gram-Schmidt. El determinante del primer menor de O,
16 — 4 = 12, representa el cuadrado del area del paralelogramo determinado por w; y wo.
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19.10 Operadores adjuntos y autoadjuntos en espacios euclideos

Sea F': V — V un operador lineal en un espacio euclideo V. El operador adjunto F' se define por
(0, F(w)) = (F(v), w)
Vou,weV.SiV es de dimensién finita y e denota una base canénica de V, la definicién anterior implica
[le[Fle[w]e = ([FTev]e) [w]e = P]L[FTlw]e

por lo que la matriz [F'], = [F']¢ que representa a F' en dicha base es la traspuesta de la matriz que
representa a F':

[F T]e = [F ]Z
Esto también muestra que (FT)T = F (pues [(F)']. = ([F]Y)! = [F].) y que si G : V — V es otro operador
lineal, (FG)" = GTFT (pues [(FG)']. = [FG]t = [G]L[F].). Estas dos tltimas propiedades pueden también
demostrarse a partir de la defincién de operador adjunto (se deja como ejercicio).
Notemos que (F(v),w) = (v, Ff(w)).
Operador autoadjunto: Si F' = F el operador se dice autoadjunto. En este caso debe cumplirse

—_—

por lo que F' serd autoadjunto si y sélo si es representado por una matriz simétirca en una base candnica.
Notemos que en una base arbitraria B, no necesariamente ortogonal, con (b;, b;) = gij = gji, tendriamos
(v, F(w)) = w]pG[F|plw]p, (FT(v),w) = [v]5[FT5G[w]s y por lo tanto, [FT]5G = G[F]p, por lo que

[F1p = GHF)5G

Si F es autoadjunto = [F]p = G~1[F]LG.

En general, si F': V — W es una transformacién lineal entre espacios euclideos V', W, podemos definir
F': W — V de la misma forma: (w, F(v)) = (Ff(w),v) ¥ v, w. Para espacios V, W de dimensién finita n
y m respectivamente, esto implica [FT]¢ = ([F]¢)" en bases ortonormales e y é de V' y W. De esta forma,
Fyj = (&, F(e))) = (F1(&), ¢;) = (e, FT(&)) = F|

Ji
Diagonalizacién de operadores autoadjuntos

Si F': V — V es un operador lineal autoadjunto en un espacio V' de dimensién finita, demostraremos que
existe siempre una base candnica €' en la que [F)e es diagonal (Ya habjfamos demostrado que los autovalores
de matrices reales simétricas son todos reales y que los autovectores corresp. a autovalores distintos son
ortogonales). Un resultado ain més general serd demostrado luego para espacios complejos.

Para n = dim V = 1, el resultado es trivial. Asumimos ahora que es vilido para dim V = n — 1. Si

€} es un autovector normalizado de F con autovalor Aj, tal que F(e}) = e}, (€],€}) = 1, se puede
construir, por Gram-Schmidt, una base ortonormal € de V tal que é; = ¢/, definida por una matriz de
cambio de base S ortonormal (S* = S). En tal caso [F|z = S7![F].S = S![F].S serd también simétrica:

[F]t = SY[F].S = [F]e. Pero como €] es autovector, [F]z tendréd entonces la forma (g‘lﬁo), con F' una matriz
simétrica de (n — 1) x (n — 1) que representa a un operador autoadjunto en un subespacio de dimensién
n — 1. Por hipdtesis inductiva, existe una base ortonormal de este subespacio en la que el operador sera
representado por una matriz diagonal F’. Por lo tanto, agregando a esta base el autovector €}, tendremos
una base ortonormal e’ de V en la que [Flo = (SIF(,)) serd también diagonal.

Resumiendo, dado F' autoadjunto ([F]. simétrica en una base canénica e) existe una base ortonormal definida
por una matriz de cambio de base S, con S~! = St tal que

[Fle = S'[FleS

es diagonal
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19.11 Isometrias

Las isometrias son operadores U : V' — V que conservan el producto escalar. Ejemplos comunes en V = R"
son rotaciones y reflexiones. Si U es una isometria,

(U(w),U(w)) = (v,w) ¥V v,weV

Por lo tanto, si e es una base canénica, (U(v), U(w)) = [v]L[U]L[U]e[w]e = [v]i[w]e ¥V v,w € V, por lo que

[U]t [U]e =1In

e

con I, la matriz identidad, es decir, [U];! = [U]L. Esto implica a su vez [U][U]} = I,. Las matrices [U].
que representan a una isometria en una base candnica e son pues matrices ortonormales, y tanto las filas

como las columnas de [U]. serdn por lo tanto ortonormales, como se vié anteriormente: Si U;; = ([U]e)ij,

Z UjiUjk = ik, Z UijUkj = 0i
j=1 =1

En términos de operadores adjuntos, (U(v), U(w)) = (v, UTU(w)), por lo que U seré una isometria si y sélo
si

Ul =yt

Demostraremos luego que toda isometria puede ser descompuesta en rotaciones y/o reflexiones.

Las isometrias transforman bases ortogonales en bases ortogonales. En efecto, al conservar todos los pro-
C ol — N — o
ductos escalares, si e; = U(e;) = > _;_; Ujie;, entonces

(€5, €5) = (Ulei), Uley)) = (eirej) = 0y
La reciproca es obviamente también vélida: Cualquier par de bases candnicas e, e’ de V estardn relacionadas

por una isometria ¢, = U(e;). Cualquier matriz de cambio de base S que represente una isometria debe
pues satisfacer S'S = I,,, como se vié anteriormente.

Ejemplo: Si
cosa —sina 0
[Ule=] sina cosa 0
0 0 -1

entonces U es una isometria ya que [U]L[U]. = I3. Tanto las filas como las columnas de [U]. son ortonormales

(ortogonales y de longitud 1). Esta matriz representa una rotaciéon de dngulo « antihoraria en el plano zy,
compuesta con una reflexién respecto a este plano:

cosae —sina 0 10 0
[Ule=| sina cosa 0 01 0
0 0 1 0 0 -1

Isomorfismo Euclideo

Dados dos espacios euclideos V,V’ de la misma dimensién, podemos siempre elegir bases candnicas e =

(e1,...,en) en Vy e = (e},...,e},) en V' tal que tales que (e;,e;) = dij, (€], €;) = d;5. Definiendo un

isomorfismo @ : V- — V' tal que Q(e;) =€}, i =1,...,n, se tiene
(€i,€5) = (Q(e:), Qley)) = (i, €5) = dij

Por lo tanto, si v/ = > | azel,, w' =31 Bieh = v/ = Q(v), w' = Q(w), con v =" e, w=Y 1, Bie;
y

(', w') = (Q(v), Qw)) = (v,w) = Y~ af;
i=1

Un isomorfismo @ : V — V' de este tipo (que conserva todos los productos escalares) se lo denomina isomor-
fismo euclideo. La existencia de () muestra que todas las propiedades geométricas de R™ pueden extenderse
directamente a cualquier espacio euclideo V' de dimensién n.

13



20 Descomposicién en valores singulares (DVS)
Consideremos una matriz real A de m x n. Podemos formar la matriz de n x n
AtA

la cual es simétrica ((A'A)! = A'A) y tiene la mismas propiedades que la matriz de Gram. Por lo tanto,
tiene un conjunto de n autovectores v; € R™! ortonormales asociados a autovalores \;positivos o nulos:

AtAv; = N, i=1,...,n con v;“-vi =0;5, i >0
Sean A1, ..., A, kK <n, los autovalores no nulos de O. Podemos definir los k vectores de m x 1
1
U; = 714111', ’izl,...,k, )\1#0

Vi

que son ortonormales:
t
1 AU Vi

Ny VAN = i

Si k < m, podemos completar estos k vectores con m—k vectores obtenidos por el método de Gram-Schmidt,
tal que (u1,...,un) forme un conjunto ortonormal (base de R™*!). Ademds, parai = k-+1,...n se cumple
AtAv; = 0 y entonces (Av;)!(Av;) = vt A'Av; = 0, es decir ||Av;|| = 0, lo que implica Av; = 0. Tenemos
entonces

t t gt
uju; = v; A" Av; =

A, ... vn) = (W AUt oo VAU, 0.0, 0) = (U1, .. ) A

donde A’ es una matriz “diagonal” de m x n de la forma

oo 0 ... 0 ... 0
0 g9 ... 0o ... 0
A,: 0 . Ok 0 ... 0 5 O'i:\/)\i, ’izl,...,k
0 0 0 0
0O ... 0 0 ... 0
Por consiguiente, definiendo las matrices ortonormales V' = (v1,...,vy), U = (u1,...,un) ( que satisfacen

VYV = 1I,, UU = I,), se tiene AV = UA’ y por lo tanto
A=UAV?

Esta representacion de A se denomina descomposicion en valores singulares (del inglés singular value decom-
position) y los elementos o; de A’ los valores singulares de A, que son las raices de los autovalores no nulos
de A'A (necesariamente positivos). Vemos asi que rango(A) =rango(4’) = k, por lo que k¥ < Min[m, n).
Ademsds, por construccién, los primeros k vectores u;, 7 = 1,...,k forman una base del espacio columna
de A y los ultimos n — k vectores vgy1,...,v, una base del espacio nulo de A (el subespacio ortogonal al
espacio fila de A).

Notemos también que si A = UA'V?, con A’ “diagonal” de m x n con elementos positivos o nulos y U,
V matrices ortonormales, entonces necesariamente los elementos diagonales no nulos de A’ son los valores
singulares, pues

ATA = VAUIUAVE = V(A AV

con A" A’ diagonal de n x n. Esto implica VIA'AV = A" A’| lo que muestra que V es necesariamente una
matriz ortonormal de autovectores de A*A y A" A’ la correspondiente matriz diagonal de autovalores.

Desde el punto de vista operacional, A puede considerarse como la representacién [F]¢ de una transfor-
macién lineal F' : V — W entre espacios euclideos V y W de dimension n y m respectivamente, en bases
canénicas e = (e1,...,e,) y € = (e1,...,ey) de V. .y W, siendo A'A la matriz de Gram del conjunto de
imdgenes {F(e1),...,F(en)}: (A'A)ij = (F(ei), Fley)).

La descomposicién anterior muestra que es siempre posible encontrar bases ortonormales €' y ¢ de V
y W en la que F tiene una representacién “diagonal”, con elementos diagonales reales positivos o nulos, es
decir

Fl = U'[FIEV = A
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con V=1[I¢,U=1[¢y F(e)) = 0, i=1,....k con F(¢}) = 0sii > k. Los primeros k vectores
de & forman pues una base ortonormal de Im(F) = F(V), y los tltimos n — k vectores de ¢’ una base
ortonormal de N (F'). Notemos que los valores singulares son independientes de las bases candnicas elegidas:
Si B = R'AS, con R'1R = I,,,, S!S =1, = B'B = S'A'RR'AS = S'A'AS, y los autovalores de B'B son
entonces idénticos a los de A'A.

Otro comentario importante es que si A = UA'V! =

At — VA/tUt

que es necesariamente la descomposicién singular de Af. Esto muestra que los valores singulares son también
las raices de los autovalores no nulos de AA! (matriz real simétrica de m x m) y U una matriz ortonormal
de autovectores de AA*. Para la obtencién de los valores singulares se puede pues diagonalizar la menor de

las matrices A'A y AA!.
Se ve también que si A es de n X n y no singular,

A*l — VAlflUt

lo que muestra que los valores singulares de A~! son los inversos de los valores singulares de A (y que si A
es no singular estos son necesariamente no nulos). Notemos que para A de n x n, |A| = |U||A||Vt| = |4/,
donde |U| = 1, |V| = £1, por lo que |Det[A]| = Det[A].

Si A representa un monomorfismo — rango(A) = n, por lo que kK = n < m. En tal caso, conociendo la
descomposicién singular de A, una inversa a izquierda A (de n x m) puede obtenerse como

A=VAU

con A’ una matriz “diagonal” de n x m de elementos 6; = 1/0;, i = 1,...,n, ya que se verifica AA =1,y
por tanto AA = VA'A'Vt = I,,. Esto muestra asimismo que los valores singulares de A son los inversos de
los de A. En forma andloga, si A representa un epimorfismo, rango(A) = m, por lo que k = m < n y una
inversa a derecha de A estard dada por A = VA'U!, pues en este caso A'A’ = I,,, y AA = UA AU = 1,,.

Una ultima observacién general muy importante es que la descomposicién singular de A permite expandir

a esta como
k
_ t
A= E iUV
i=1

lo que constituye la generalizacién de la expansién de una matriz simétrica A de n X n en tefminos de
autovalores y autovectores ortonormales (ver siguiente comentario). En el caso de matrices de grandes
dimensiones, un método general de compresién de informacién (utilizado en la compresién de imagenes
digitales) consiste precisamente en conservar de la expansién anterior los términos con o; mayor a cierto
valor inferior umbral.

En el caso especial de que A sea de n x n 'y simétrica (A' = A) = A'A = A2, por lo que \; = (\{))2, con
)\;A los autovalores de A. Se obtiene entonces

o=\, i=1,...k

es decir, los valores singulares son los valores absolutos de los autovalores no nulos de A. La matriz V puede
entonces elegirse como la matriz de autovectores de A y U como la matriz U = (sjvy,...,Spvy), con s; el
signo de A;. En este caso la expansion anterior se reduce a

n
A= E )\ivivf
i=1

con fuivf la representacién matricial del proyector ortogonal sobre el espacio generado por v;.
Ejemplo : Consideremos

1 0
A= 1 1
01

vl (21
ra=(1 )
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Los autovalores de A*A son entonces A+ = 2+ 1 por lo que los valores singulares son o1 = v/3, 0o = 1. Se
obtiene vy = (1,1)t/v/2, vo = (—=1,1)}/v/2, y uy = Avy /oy = (1,2,1)! /6, us = Ava /oo = (—1,0,1)/v/2. u3
puede elegirse, utilizando GS a partir de uy,ug y (1,0,0), como (1, —1, 1)/\/§ Se obtiene entonces

1/vV6 —1/vV2 1/V3 V3 0 L1
A=12/V6 0 —1/V3 0 1 (_ >/\/§
1/V6 1/vV2  1/V/3 0 0

Algunas aplicaciones

20.1 Norma inducida de una matriz
Primeramente, consideremos una forma cuadrética real B(v) = X*BX, con B de n x n real simétrica y
X = (#1,...,2n)" = [v]e de n x 1. Diagonalizando B, tenemos S'BS = B’, con B’ diagonal (Bj; = \idij) y
S = (Xy,...,X,) una matriz ortonormal de autovectores (S'S = I,,). Por lo tanto, definiendo X’ = S'X =
(a),...,x}), tal que X = SX’, se obtiene

2

%

n
B(v) = X'BX = X"S'BSX' = X"B'X' =) " \a
i=1

Como ||v]|? = XX = X"'S1SX' = X"* X', se obtiene, para v # 0,

O(0) = B(v) _ X'BX _X"B'X' 3@\
TP T XX T XX S g

i=1T

Si A <X <. < Ay, vemos entonces que

X'BX
con el valor maximo A\, alcanzado si X = X, con BX,, = A\, X, y el minimo A\; si X = X3, con BX; = A\ X;.
Hemos pues demostrado que el valor maximo (minimo) que toma la forma cuadratica X'BX en la esfera
unidad (XX = 1) es el mdximo (minimo) autovalor de B.
El cociente Q(v) se denomina en contextos fisicos cociente de Rayleigh y proporciona un método varia-
ctonal para la determinacion del autovalor maximo y minimo de una matriz simétrica B:

Al = MinyioQ(U), An = MaXv#OQ(,U)

Consideremos ahora una transformaciéon F' : R™ — R™, representada en las bases candnicas por una
matriz A de m x n. Tenemos, para un vector no nulo v € R" tal que [v], = X,
IF@)I?  IAX|[?  (AX)'AX  X'A'AX
loll>— xI* - XX XX

y por lo tanto, utilizando el resultado anterior,

2
2 [1AX]] 5
o, < <o
X M
donde a% y o2, denotan aqui el méximo y minimo autovalor de A*A (o) y o, son entonces los valores
singulares extremos si son no nulos). Por lo tanto,

<om

Los valores ops v 0y, indican pues la maxima y minima “dilataciéon” que puede experimentar un vector v al
ser transformado por F. Si m < n necesariamente o, = 0.

La norma de una matriz A de m x n (o de la transformacién asociada F') inducida por la norma
del vector se define como

AX
4] = MaX{X,HO}‘HXH” — Maxgx x| [AX ]
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El resultado anterior implica entonces
Al = oum

es decir, la norma es el mayor valor singular de A. Este resultado se denomina en realidad norma 2 de la
matriz, pues estd derivado de la norma || X|| = VX'X = /27 + ... + 22.

Una consecuencia inmediata pero importante de esta norma es que se cumple
|AX]] < [[Al[[IX]] VX € R"

Esta norma satisface las cuatro propiedades bésicas siguientes:

1) ||A]| > 0, con ||A|] =0siysélosi A=0

2) [laAl| = [all|A]|

3) |[A+ Bl < [|A]| +[|B]|

(pues [|[A+ B[ = [[(A+ B)Xun||/|| Xnmll < ([[AX ] + || BXna|) /1| X na[| < Al + || BI])-
4) |[AB|| < |[A[[|BI| (B € R™*™, A € RP*™)

(pues ||ABX|| = ||ABX)|| = [|A[l||BX]|| < [|Al|B]| [|X|| V X € R**.

20.2 Imagen de la esfera unidad

Consideremos ahora la imagen por F' : R — R de la esfera unidad C' de R", es decir F(C) = {F(v)|||v|| =
1}. La descomposicién en valores singulares permite encontrar bases candnicas €’ y ¢ de R™ y R™ en las que
la matriz A’ que representa a F es “diagonal”, con elementos diagonales o; > 0. Si [v]e = X' = (2], ..., 2)),

con X"X'=1=Y =[Fv)); = AX' = (012],...,012},0,...,0)". Por lo tanto, si k =n < m las k
componentes no nulas y; = x%0; de Y’ satisfacen

n
2
Zy/i/az? =1
i=1

lo que indica que la imagen en la base € es la superficie de un elipsoide de dimensién k& = m con ejes
principales en la direccién de los €, y radios de longitud o;. Si k < n = al menos uno de los radios es nulo
y la superficie del elipsoide degenera en el interior y borde de un elipsoide de dimensién k < n (en este caso
Zle Y2/ 02 < 1). En resumen, los valores singulares determinan los radios del elipsoide obtenido como
imagen por F' de la esfera unidad.

20.3 Nimero de condicién de una matriz
Consideremos un sistema de n ecuaciones con n incégnitas representado por la ecuacién matricial

AX =Y

con Adenxn,y X,Y denx1. Si A es no singular la tinica solucién estd dada por X = A~'Y. Estudiemos
ahora la estabilidad de esta solucién frente a variaciones 6Y de Y. Tenemos X = A~1§Y y por lo tanto

loX]| _ [[A~oY|] _ [IA~]lloYT]] - [|6Y]]|
2= M2 < M BOTH < a1y 02
[1X1I |1 X1 |1 X1 1Yl
donde en la dltima expresién hemos utilizado la desigualdad ||Y|| = ||[AX]|| < ||A]|||X]|- El ndmero de

condiciéon de una matriz se define entonces como
_ -1
ne(A) = [[A|[|[[A]]
y acota la inestabilidad de la solucion del sistema asociado frente a variaciones en la inhomogeneidad Y':

1| Y]]
L _nc( == 1
X1 vl

En virtud del resultado previo, se tiene, utilizando la norma 2, ||A|| = o, ||A7Y| = 1/0m, con oar ¥ oy, €l
maximo y minimo valor singular, y por lo tanto

ne(A) =on/om > 1
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El ntiimero de condiciéon es entonces adimensional y queda determinado por el cociente entre los valores
singulares extremos. Para matrices reales simétricas, oy = |Au], om = |Am|, con Ays y Ay los autovalores
de mayor y menor valor absoluto respectivamente. Noétese que si la matriz A es singular, 0, = 0 y en tal
caso n.(A) = oco. Numeros de condicién grandes indican matrices “cuasi singulares” (o mal condicionadas),
para las que no se puede asegurar estabilidad en la solucién del sistema asociado.

Es importante destacar que la estabilidad frente a variaciones en la matriz A queda también determinada
por el mismo nimero de condicién. Si AX =Y y (A+0A4)(X +IJX) =Y, entonces, a primer orden en 6.X
y 0A, se obtiene (0A)X + A6X =0y

06X = —AYA)X

Por lo tanto
N6X | = [|[A~ (S A)X|| < ||[A7Y|[|6A]]]I1X]]

de donde lsx] oAl
< [|ATYI6A]] = ne(A)
|1X] || Al
Ejemplo: Si
0 1
a=(2)
entonces

2
v (€0
aa= (5 1)

por lo que los valores singulares son |¢| y 1 y el nimero de condicién es
ne(A) = 1/lel

si |e] < 1. Notemos que Det[A] = —¢ y que n.(A) — oo si ¢ — 0. La solucién al sistema AX =Y es
X = (/e con 6X = (dya/=, )i v [ISXIZ/IXIZ = (0u3/=2 + 693)/(s3/=2 + 93). Si por cjemplo
g = 0, 1 = 1y 8y = 0 = [ISX[/IX]| = [69s1/lz] = ne(A)I3Y]|/IV]l, por lo que [|3X]|/|[X]|| puede ser
mucho mayor que ||dY]|/||Y|| cuando ¢ es suf. pequeno.
Notemos en cambio que la matriz
e 0
o= (4 2)

tiene nimero de condicién 1 a pesar de que Det[B] = 2 < 1 para |¢| < 1.

20.4 Pseudoinversa
Sea A € R™" con A = UA'V' = S siu!f su DVS. La pseudoinversa de A (denominada también
pseudoinversa de Moore-Penrose) es una matriz A € R"*" definida como

k
A=VAU" = Z ivluf
i=1 "
con A’ una matriz de n x m de elementos diagonales 1/0; (Aj; = dij/oisii < ky 0 en caso contrario). Dado
que ufuj = d§;5, viv; = §;;, se verifica que AA = Zle u;u} es el proyector ortogonal sobre el espacio
columna de la matriz, mientras que AA = Zle vivf es el proyector ortogonal sobre el espacio fila (es
decir, sobre el espacio columna de A'). Se verifica entonces

AAA=A, AAA=A

Es facil ver que si rango(A)=n = A = (A*A)~'At, coincidiendo con una inversa a izquierda de A, mientras
que si rango(A)=m = A = A*(AA")~, coincidiendo con una inversa a derecha de A. Si rango(A)=n =m
= A= A" es la inversa de A.

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones lineales de m x n

AX =10
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donde X € R™! y b € R™*1. Si el sistema es compatible, b = AAb (pues b € EC(A)) y entonces una
solucién particular del sistema es 3

X = Ab
pues AX = AAb = b. Si no existe solucién (b ¢ EC(A)) entonces X = Ab es el vector que minimiza la

diferencia [|AX — b||, pues AAb es la proyeccién ortogonal de b sobre EC/(A).
En el caso compatible, la solucién general del sistema AX = b puede expresarse como

X =Ab+ (I, — AAw

con v un vector arbitrario de R™. El segundo término es un vector general del niicleo de A, pues I, — AA
es el proyector ortogonal sobre Nu(A) (A(I — AA) = (A — A) = 0), y representa una solucién general del
sistema homogéneo AX = 0. El primer término Ab es una solucién particular de AX = b, y es la solucién
particular de norma minima, pues es ortogonal a (I — AA)’U) vV w (ya que pertence al espacio fila de A).

En el caso general no necesariamente compatible, X = Ab es el vector de norma minima que minimiza

[|AX —b]].

21. Espacios semieuclideos y pseudoeuclideos

Resumen. Para dimV = 2 estos espacios quedan definidos por una forma bilineal (v, w)e = [v]L[G]e[w]e, con

[G]e = (8 (1])

en el caso semieuclideo, tal que (v, w)g = yy', (v,v)g = y? si [v]e = (), [w]e = (%), v

[G]e = ((1) 91)

en el pseudoeuclideo, tal que (v, w)g = xz’' — yy', (v,v)g = 2% — y%. En estos casos (v,v)g puede ser 0 aun
si v # 0, y en el caso pseudoeuclideo puede ser también negativo.

Se demostré en clase que las transformaciones reales (j) = .S (;:) que preservan estas formas bilineales (tales
que [G]o = SYG]eS = [G]e) corresponden en el caso semieuclideo a

con d = =+1, y a,b arbitrarios, a # 0, y en el caso pseudoeuclideo a

__ sscosh(z) s’ sinh(z)
S = (ssinh(z) s cosh(z))
con s = +1, s = +1 y z arbitrario.
En particular, estas transformaciones comprenden las transformaciones de Galileo

) =G6DE)

en el caso semieuclideo (a = d =1, b =v) y las transformaciones de Lorentz
xz\ _ (coshz sinhz\ z’
(ct) - (sinhz cosh z)(ct’)

en el caso pseudoeuclideo, con tanh(z) = v/c, s = ' = 1, tal que coshz = L sinhz = — /¢

Para v/c — 0, las transformaciones de Lorentz en las variables (z,t) se reducen a las de Galileo:

z\ __ (coshz csinhz\ /2’ 1oy 2’
)= (2 ) o (D)

Recordemos que para n = 2, las transformaciones que dejan invariante el producto escalar euclideo son de

la forma
_ /scos@ —s'sinf
S = <ssin9 s’ cos )

con s = £1, s’ = £1, que representan rotaciones (si |S| = ss’ = 1) o reflexiones (ss’ = —1).
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