17. Formas lineales, bilineales y cuadraticas
17.1 Formas lineales

Estudiaremos ahora funciones escalares lineales de argumento vectorial. Sea V un espacio vectorial sobre
un cuerpo K. Una forma lineal es una funcién F' : V — K que satisface las condiciones

Flaw) = aF(w) YveV, ae K (1)

F(Ul—l-’Ug) = F(U1)+F(U2) Yui,vg €V (2)
Una forma lineal puede ser considerada como un caso particular de transformacién lineal si se considera el
cuerpo K como un espacio vectorial de dimensién 1 sobre el mismo K. Notese que se satisface F'(0) = 0.
Ejemplos (se dejan las comprobaciones para el lector):
1)Si K =Ry V =R? F(z,y) = x +y es claramente una forma lineal, mientras que G(z,y) = = + 3% y
H(z,y) =14 z no son formas lineales.
2) Si V =R"*", la traza de una matriz A € V, Tr[A] = > | A;;, es una forma lineal.
3)Si K =Ry V = Cly (espacio de funciones continuas f : [a,b] — R),

b
ﬂﬁz/fmw

es una forma lineal, y también lo es (para p € Cl,p))

b
T,(f) = | flx)p(x)de.

4) En el mismo espacio anterior, y para a < 0 < b, T(f) = f(0) es también una forma lineal. Nétese sin
embargo que en este caso no existe p(x) continua tal que T'(f) = ff f(x)p(x)dz.
5) Si V =R" y w es un vector fijo de R",

Fy(v)=w-v
(producto escalar usual) es una forma lineal. Por €j. el primer caso de 1), F(x,y) = = + y, puede ser escrito
como F(z,y) = (1,1) - (z,y). Toda forma lineal en R™ puede ser escrita de esta manera en términos de un
unico vector w € V, como se vera a continuacién.

Si dimV = n y F no es la forma lineal nula = dimI(F) = 1, por lo que dim N(F) = n — 1. Ejem-
plo: Hallar el nicleo de la forma lineal del ejemplo 2.

En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, la forma lineal queda completamente determinada por
los valores que asigna a los elementos de una base: Si B = (by,...,b,) esuna basede Vyv=> 1" ab; =

F(v) = F(Q_aibi) =Y aiF(b;) = [Flp[v]s
=1 =1

donde
[Flp = (F(b1), ..., F(bn))
es la matriz fila que representa a F' en la base B y
aq
v =
On,

la matriz columna de coordenadas de v en dicha base. El producto [F|g[v] 5 puede entonces visualizarse como
el producto escalar usual de los vectores [F]g vy ([v]g)! de K™. En V = R" toda forma lineal puede pues ser
escrita en la forma F'(v) = w-v, con w = [F]. = (f1,...,Bn), siendo e la base canénica y 5; = F(e;) = w-e;.
Frente a un cambio de base,

n
b/i:ZSjibj7 i:1,...,n
j=1

con S una matriz no singular (|S| # 0) se obtiene F'(b;) = >_7_; S;iF'(b;) y por lo tanto

[Flp = [F]BS
con lo cual, dado que [v]p = S[v]|p/, F(v) = [F]g[v]p = [F]gS[v]p = [F]p[v]p.

—_



SiF:V > KyG:V — K son dos formas lineales sobre V', la combinacién lineal aF + SG, definida
por (aF' + BG)(v) = aF(v) 4+ BG(v), es también una forma lineal V «, 5 € K, como es muy facil comprobar.
El conjunto de todas las formas lineales F' : V — K es pues un espacio vectorial denominado espacio dual
V*. Si V es de dimension finita =

dim V* = dimV

ya que existe un isomorfismo entre V* y K" (definido por Gp(F') = [F|p € K", con n = dim V') y por lo
tanto entre V* y V. Si B = (by,...,by) es una base ordenada de V, la base asociada de V* es la base dual
B* ={F,...,F,}, donde F; : V — K estd definido por F(}, a;b;) = oy, es decir,

Fi(bj) = ij -

F; es pues representado por el vector fila [F;]p = (0,...,1,,...,0) = e;.

k3

17.2 Formas bilineales

Una funcién escalar de dos variables vectoriales, A : V x V — K, es una forma bilineal si satisface
Alav,w) = aA(v,w), A(vy + vo,w) = A(v1,w) + A(ve,w) Yv,v1,v2,w €V, a € K

A(v, aw) = aA(v,w), A(v,w; +wz) = A(v,wy) + A(v,we) Yw,wi,we,v €V, a € K

A es entonces una forma bilineal si es lineal con respecto a sus dos argumentos vectoriales.
Ejemplos (se dejan las comprobaciones como ejercicio):
1)SiV=R?y K =R, conv=(x,9), w=(z1), las siguientes funciones son formas bilineales:

A(v,w) =v-w =2z +yt (producto escalar)

B(v,w) = zt — yz (determinante de (ﬁf))

2) SiV =Clay y K =R, las siguientes funciones son formas bilineales:

b b b b
A(f.g) = / f@)g(@)dz, B(f.g) = / f@g(@p@)dz,  C(f.g) = / / f(@) K (2, 2/)g(a!)dda’

donde p(z) y K(z,z’) son continuas.
3) En el mismo espacio anterior, para a < 0 < b, también son formas bilineales T'(f,g) = f(0)g(0) y
H(f,g) = f(0)g(c), con ¢ € [a,b] fijo. Estas formas no pueden ser escritas en la forma integral del ejemplo
anterior para p y K continuas.
4) En V = R*¥1,

A(v,w) = v' Aw

1

donde v* = (aq,...,ap), w = v A es una matriz real de n X n, es una forma bilineal. Toda forma

Bn
bilineal en R™*! (y por lo tanto R™) puede escribirse de esta manera, como se verd a continuacién. Por
ejemplo, las formas del ejemplo 1) pueden ser escritas como A(v, w) = (z,9)(} 9) (), B(v,w) = (z,y)( % 1) ().

Representacién matricial. En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, la forma bilineal queda
completamente determinada por los valores que asigna a pares ordenados de elementos de una base B =
(bl, .. .,bn) de V. Siv= Z?:l a;b;, w= Z?:l ,ijj =

A(w,w) = A aubi, Y Bib) =Y ciA(bi, Y Biebi) =Y > i Albi, b))
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
La igualdad anterior puede escribirse en forma compacta matricial como

A(v,w) = [v]p[A] w]p



A

donde (vl = (a1,...,ap), [wWp=1| ... |y
B
A(bi,b1) ... A(by,by)
[Alp = .
A(bn,b1) ... A(bp,by)

es la matriz de n x n que representa a la forma bilineal A en dicha base [([A]p)i; = A(b;, bj)].
Por ej., si V =R?, K =R y e es la base canénica, obtenemos, para los casos del ejemplo 1) y v = (z,y) =
zey + yea, w = (z,t) = zey + tea,

A(v,w) = zz +yt = (z,y)[Ale(}), [Ale = < (1) (1) )

B(v,w) = at —yz = (2,y)[Ble(}), [Ble = ( _01 (1) )

Por otro lado, la matriz [C]. = (}3) determina la forma bilineal

C’(v,w):(az Yy ) <?1) i><i):$z+2xt+3yz+4yt

Una forma bilineal es simétrica si

A(v,w) = A(w,v) Yo,w e V
y antisimétrica

A(v,w) = —A(w,v) Yo,w € V
Toda forma bilineal puede escribirse como suma de una forma bilineal simétrica y otra antisimétrica:
A(v,w) + A(w, v) n A(v,w) — A(w, v)

A =
(v, w) 5 5

= As(“? w) + Aa(’l), w)

El conjunto de formas bilineales de V' x V sobre K forma un espacio vectorial W (con las operaciones
usuales de suma y multiplicacién por escalar) y la anterior descomposicién corresponde a la suma directa
W =W, ® W,, con Wy, W, los subespacios de formas bilineales simétricas y antisimétricas sobre K.

En espacios V' de dimensién finita, las correspondientes matrices en cualquier base dada son simétricas y
antisimétricas respectivamente:

A(v,w) = A(w,v) = (Al = [A]p, pues A(b;,b;) = A(b;, bi)

A(v,w) = —A(w,v) = [A]'s = —[A]p, pues A(b;,b;) = —A(bj,b;)

En los ejemplos anteriores, el primero (producto escalar) es una forma bilineal simétrica mientras que el
segundo (determinante) es una forma antisimétrica.

Dada una forma bilineal A arbitraria, notemos que A(v,0) = A(0,w) = 0 V v,w € V, como el lector
podra facilmente demostrar. Si ademés existe w # 0 tal que A(v,w) =0V v € V|, la forma bilineal se dice
que es singular. En caso contrario se dice no singular.

En un espacio V' de dimension finita, A es singular si y sélo si la matriz que la representa en una base
cualquiera, [A]p, es singular.

Dem.: Si [A]p es singular, existe un vector columna [w]|p no nulo tal que [A]g[w]p = 0 y por lo tanto,
Av,w) = [v]4[A]lglw]p =[]0 =0V v e V.

Por otro lado, si existe w # 0 tal que A(v,w) = 0 Yo € V, y B es una base cualquiera de V =
[W)[Alp[w]s = 0V vector [v]l; € K™, lo que implica [A]g[w]g = 0. Como [w]p # 0, la matriz [A]p
es entonces singular.

En espacios de dimensién finita, si 3w / A(v,w) =0Vv eV =JueV [/ Alu,v) =0V v €V, pues si
[A]p es singular = [A]%; es también singular (|[A]%| = [[A]s] = 0).

Notemos también que si A es no singular y A(v,w;) = A(v,w2) Vv € V = w; = we, ya que en tal caso
A(v,w; —wg) =0V v eV ypor lo tanto wy — we = 0.



17.3 Cambio de base en formas bilineales

Consideremos una forma bilineal A. Frente a un cambio de base

n
b;:ZSjiij izl,...,n
j=1

se tiene oo
A(b,, b)) Z Sjibj, Z Subr) =Y > SiA(by,b) Sy = (S'[A]BS)ik
— j=11=1
Se obtiene entonces la ley de transformacion
[Alp = S'[A]BS

donde ([A]p)i; = A(b], b)) parad,j=1,...,n. De esta forma,

A(v,w) = []p[A]plw]s = (S[]p)'[Als(S[w]s) = [v]p S [AlBSw] s = V] [Alpw]p

Notese la diferencia con la ley de transformacién de matrices que representan operadores lineales F': V' — V'
en una base, para las que [F|p = S7![F]pS. Notemos también que (]...| denota el determinante)

[A]z/| = [S[A]5S| = |S"II[A]z]IS| = |SI*|[A] 5]

por lo que el signo del determinante no depende de la base (pues |S| # 0). Si A es singular, |[A]p] =0y
entonces |[A]p/| = 0 en cualquier base.

Otra consecuencia es que como S es no singular (|.S| # 0), el rango de [A]p (dimensién del espacio fila o
columna de [A]p) es también independiente de la base.

Podemos también corroborar que el caracter simétrico o antisimétrico es independiente de la base elegida:

(A = (S'[A]pS)" = S'[A]5S
por lo que [A]ty, = £[A]p si [A]ly = £[A]B.
Ejemplo: Para el caso del producto escalar usual en R", [A]. = I,, en la base canénica e y por lo tanto

[A]er = SY[A]eS = SS en una base arbitraria €/, tal como se adelant6 en el apunte 4 sobre cambio de base.
Ejemplo: Para el caso del determinante en R?, [A]. = (%) en la base canénica y por lo tanto, en un base

¢/ determinada por una matriz S = [I]¢ = (¢ d) no singular (|S| # 0),
[Ale = 5'[A]eS = G)(%0)(Ea) = (ad — be)(y5) = |S][A]e

[A]es es pues proporcional a [A].. Este resultado es obvio pues [A]. debe ser antisimétrica y toda matriz
antisimétrica de 2 x 2 debe ser proporcional a [A]. = (°,}).
Ejemplo: Si [Alp = (0§) y b} = (b1 +b2), by =ba — b1, S = (1 ;') y por lo tanto

ot (2 0
A = sams = (5,
Ast, si v = xby + yba = 20} + y'bhy, w = 2by + thy = 2V} + /D5,

A(v,w) = (2,9)[Als() = (@, y)[Alp ()

o sea,
A, w) =zt +yz = 2(2'2 — y't))

lo que estd de acuerdo con (y) = S(;) = (z,;z,), F)=5F)= (i:;i:)



18 Formas cuadraticas

Si A es una forma bilineal de V' x V en K, la funcién A:V = K dada por
A(v) = A(v,v)

se denomina forma cuadrdtica. Notemos que satisface A(aw) = a?A(v)V a € K, v € V:

Aaw, aw) = aA(v, av) = a? A(v,v).

Es importante notar que la forma cuadratica queda completamente determinada por la parte simétrica de
la forma bilineal, ya que A, (v,v) = [A(v,v) — A(v,v)]/2 =0 y por lo tanto

A(v,v) = As(v,v)

Asimismo, la parte simétrica de una forma bilineal queda completamente determinada por la forma cuadrética
respectiva, ya que
As(v +w,v+ w) = As(v7 U) + As(w> w) + 2As(vv w)

y por lo tanto
As(v,w) = [As(v + w,v +w) — Ag(v,v) — Ag(w, w)]/2

En un espacio vectorial V' de dimensién finita n, podemos entonces escribir, para A simétrica,

A(v,0) = []p[AlB]5
= OéiA(bi,bj)Oéj = ZA(bZ,bZ)OCZQ + 22A(bi,bj)aiaj (3)
ij=1 i=1 i<j

Ejemplo: Si V =R? y K =R, la longitud al cuadrado de un vector v = (z,y),
o] = 2® +y°
es una forma cuadratica y puede escribirse como
o]? = (2,9)(5) = (2,9)[A]e()) = A(v,v)

con [Ale = Iz, A(v,w) =v-w y e la base canénica.
También es una forma cuadratica

Bo) = 32 4 59° + 20 = @)BLG). Bl=( 3 1)

Toda forma cuadratica en V = R" o V = R"*! puede escribirse como

(65) n
Aw) =v'Av = (aq,...,an)A| ... | = Z ayod + 2 Z a0
i=1

o i<j

con a;; = Aj; = aj; los elementos de la matriz real simétrica A de n x n (At = A).
Ejemplo: SiV =Clpy v K =R,

b
HﬂPz/ﬁﬂ@ﬁh—AﬁJ)

es una forma cuadratica. También lo es C(f) = fab fab K(z, o) f(z)f(2')dxdx’.

18.1 Forma candnica de una forma cuadratica

Teorema: Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n sobre un cuerpo K y sea A : V xV — K una
forma bilineal simétrica. Entonces existe una base B’ en la que

A(Y, b’-):{ 0 7]

v a;z 2.:]



es decir, A(b, b;) = a}d;j. Esto implica, partiendo de una base arbitraria B, que existe una matriz de cambio

de base S tal que

aj 0 ... 0

!/
(Al = S'[A]S = 0 ay ... O
0 0 ... a

n

o sea, ([A]p/)ij = a.d;j. En dicha base la forma bilineal toma entonces la forma diagonal o candnica

n

_2:/ ! al

’LU)— ;0 Py
=1

donde v = Y"1 | b}, w =", Bibl, y la correspondiente forma cuadrética toma la forma candénica

A(v) = A(v,v) = a;oz;z
i=1

Antes de proceder a la demostracién, cabe destacar que ni los coeficientes af, ni los vectores b}, son unicos.
Por ejemplo, en la base B” definida por b} = y;b., i = ,n, tenemos A[b;’, byl = v2aléi;, y por lo tanto
A toma también la forma canénica, con a; — a) = ’)/QCL

i
Notemos también que si la forma bilineal no es simétrica, no es posible encontrar una base en la que [A]p/
sea diagonal: Si existiese, [A]p/ serfa simétrica y por lo tanto [A]gr = S'[A] /S serfa también simétrica en
cualquier base B” (y la forma bilineal serfa entonces simétrica).

Demostracion: En el caso de que K = R, la demostracién es inmediata si recordamos que toda matriz
real simétrica A es siempre diagonalizable, que todos sus autovalores son reales y que sus autovectores
pueden siempre elegirse ortogonales y de longitud 1 (véase apunte de autovalores).

Por lo tanto, existird una matriz de cambio de base S formada por autovectores normalizados de [A]p,
con |S| # 0y S™t = St tal que S~!A|pS = S[A]|pS es diagonal. Si B’ es dicha base de autovectores,
tendremos entonces

A0 ..o 0
0 0 ... A\

con a; = \; los autovalores de [A]p.

No obstante, cabe destacar que diagonalizar [A]p no es el tnico procedimiento para llevar una forma
cuadratica a una forma diagonal. Esto puede también lograrse utilizando la conocida y simple técnica
de completar cuadrados, en la cual se basa la demostraciéon del teorema para un cuerpo arbitrario K, que
damos a continuacién. En tales casos, los coeficientes diagonales a; no son necesariamente iguales a los
autovalores de A.

Notemos primero que si encontramos una transformacion lineal de coordenadas

o o}

=S
/

ap, al,
(o sea, [v]p = S[v]pr) con S una matriz de n x n no singular (|S| # 0), tal que

Z A(b;, bj)oa; = Z SikA(bs, bj) jlakal Za' 2

1,7=1 i,7,k,l

hemos entonces encontrado una base canénica para la forma bilineal, dada por

n
b= Spbj i=1,....n
j=1



ya que en tal caso [v]p = S|p y ([Alp)ij = (S'[A]5S)i; = a.d;;. El problema se reduce pues al de
encontrar variables o relacionadas linealmente con las «; por una transformacién no singular, en las que la
forma cuadratica sea diagonal.

Procederemos ahora por induccién sobre la dimensién n de V. Para n = 1, toda forma cuadratica tiene
trivialmente la forma canénica en cualquier base: Siv € V — v = ab; y A(v) = a}a?, con @} = A(by,by).
Para n > 1, supongamos que hemos demostrado que toda forma cuadratica en un espacio de dimensién
n — 1 puede escribirse en la forma candnica. Entonces,

A(v,v) = a,moz?1 +2(an1anon + ...+ app_10man—1) + gloa, ..., an_1)

donde v = > | aibi, a;; = A(b;,bj) y g representa una forma cuadritica de dimensién n — 1. Si apy, # 0
podemos escribir

n—1 n—1
A(v,v) = ann(ai + 20, Z Qjnj/ann) + glaa, ..., an—1) = app(an + Z ozjanj/ann)2 + h(ag,...,an—1)
j=1 j=1

donde h = g — am(zyz_ll ozjanj/ann)Q. Por lo tanto

2
A(U7U) = (Inna;,l + ]’L(Oél, . ,Oénfl)’ a;l = oy, + Z ajanj/ann

Y como h representa una forma cuadratica de dimensién n — 1, podemos escribirla en forma canénica como
2 .

h=3" a’ ', donde o son combinaciones lineales de los «j, j =1,...,n — 1. Finalmente obtenemos la

forma canédnica

A(v,v) = a,a, +Ea’ /2

donde a), = any y la matriz de transformaciéon 7' = S —1 es de la forma

[ Tuy 0
(")

con T,,—1 una matriz no singular de (n — 1) x (n — 1) y ¢ el vector de n — 1 componentes determinado por
al, (t; = ani/any). T es por consiguiente no-singular y define una base B’ determinada por S = T-!en la
que A tiene la forma canédnica.

Si any = 0 pero a;; # 0 para algin ¢ < n, podemos proceder en forma similar realizando la correspondiente
permutacion i <> n. Finalmente, si todos los a;; son nulos pero existe algun elemento a;;, 7 0 con i # n
(pues de lo contrario tendriamos una forma de dimensién n — 1), podemos efectuar primero el cambio de

; — A 5 A 5 vy — (A2 52

variables o, = &y, + &, o = &y, — &, con lo cual 2a;50505 = 2a,5(&;, — &) y podemos entonces proceder
como en los casos anteriores.

Ejemplo: para V =R? K =Ry v = (x,y) = ze; + yea, consideremos

A(v,v) = (2,y)[Ale(}) = 2* +y° + 4ay

a=(y 1)

Si optamos por el método (muy simple) de completar cuadrados, tenemos

que coresponde a

22 4 y? + ey = 2% + (y 4 22)% — 4o = =32 + (y + 22)?
por lo que podemos escribir
A(w,v) = =322 +4?, con 3y = 2z +y), 2’ ==z

Esto corresponde a la transformacion



Por lo tanto
S=T"1=(4%)

y la base en la que A toma la forma canénica queda entonces determinada por las columnas de S:
/ /
€] =e1 —2ey ey =eg

Se verifica entonces
[Ale = SAS = (3 7)Y = (0°))

es decir, A(e],e]) = =3, A(e}, e) =1, A(e], e}) = 0, como es posible corroborar directamente.

Podemos también optar por el método basado en la diagonalizacién de A. Tenemos |[A]e — Alo| = (1 —))? —
4=0,dedonde A=1+2, 0sea, \; =3, Ao = —1.

Las componentes de los autovectores correspondientes normalizados son [ef]. = %(%), [ef]e = %(_11), o

sea, €] = (e1 +e2)/V?2, € = (—e1 + e2)/V/2, y la correspondiente matriz de cambio de base es

Lo _ 1
S = EG 11), §t=5"= ﬁ(l—h)

Se verifica entonces
[Aler = S[A]S = (§ 1)

Es muy importante que los autovectores esten normalizados para que S~! = S*. Finalmente, se obtiene,

1

A(v,v) _ (:c",y”)t[A]e" (;H) — 3:(:"2 . y//2

donde (;",’:) = [v]ler = 5 v]e = S71(%) = %(ﬁf;), osea, 2 = (x + 1) /V2, v = (x —y)/V2.

Notemos que tanto los coeficientes diagonales como las bases obtenidas con los dos procedimientos anteriores
son distintos. La diagonalizacién puede llevar mas tiempo pero posee la ventaja que automaticamente pro-
porciona una base ortogonal en la que la forma cuadratica tiene la forma candnica, lo cual es muy importante
en diversas aplicaciones fisicas.

Notemos también que el nimero de coeficientes positivos y negativos en la forma candnica obtenidos en
ambos procedimientos es el mismo. Esta conclusion es general y se demostrard en el siguiente teorema, de
gran importancia.

18.2 Teorema de inercia de formas cuadraticas:

Sea A(v,v) : V x V — R una forma cuadratica sobre R. El nimero de coeficientes a) positivos, negativos y
nulos en cualquier forma canoénica de A es el mismo.

Dem.: Consideremos dos formas canodnicas distintas, tal que

n n
2 ’ 12
A(v,v) = Z a;o; = Zaiai
i=1 i=1
n n ! ! / / !/
con v = Zz‘:l Q€5 = Zi:l «;e;, A(eia e]) = ai(sija A(ei7 e]) = ai(sij7 Yy
ay o}
=S ..
/
Qp, oy,
o sea, o = Z;”:l Sijo; para i =1,...,n, con |S| # 0.
>0 i=1,...,k >0 i=1,...,p
Supongamos ahora que a; ¢ <0 i=k+1,...,m ,a,{ <0 i=p+1,...,q . Por consiguiente,
0 t=m+1,....n 0 t=q+1,...,n
k m p q
_ 2 2 112 112
Av,v) = § |aglog — Z |ai|o; —ZV%"% - E |az| s
i=1 i=k+1 i=1 i=p+1



Veremos ahora que si se supone k < p se llega a un absurdo. Si k < p, podemos elegir v € V, v # 0, tal
que las primeras k& componentes de v en la base e sean nulas (a; = 0 si i < k), y tal que sus dltimas n — p
componentes en la base ¢’ sean también nulas (o = 0 si ¢ > p). En efecto, esto conduce al sistema de k
ecuaciones homogéneas 0 = Z?:l Sija;- para ¢t = 1,...,k, con p > k incégnitas a;, j=1,...,p, el cual
posee entonces infinitas soluciones (y por lo tanto, soluciones no nulas). Para tal vector, tendriamos

m p

2

Aw,v) ==Y ailaf = |a}la]
i=1

i=k+1

pero el segundo miembre es menor o igual a 0 y el tercero mayor que 0, lo que es imposible. Por lo tanto, no
puede ser k < p. De la misma manera se prueba que no puede ser p < k. Por lo tanto, la inica posibilidad
es k = p, es decir, que el ntimero de coeficientes positivos es el mismo.

De la misma forma (se dejan los detalles para el lector) se prueba que m—k = g—p (el nimero de coeficientes
negativos es el mismo).

Finalmente, los dos resultados anteriores implican n — m = n — ¢, es decir, que el nimero de coeficientes
nulos es el mismo.

El nimero k (nimero de coeficientes positivos de la forma candnica) se denomina indice de inercia po-
sitivo y m — k (ntmero de coeficientes negativos) indice de inercia negativo.

El rango de una forma bilineal simétrica coincide con el rango de la matriz [A]. y es por lo tanto m (es
decir, el nimero de coeficientes no nulos).

Si A es no singular = m = n (el nimero de coeficientes nulos es 0).

Ejemplo: Consideremos, para V =R?, R = K,
A(v,v) = 2% 4+ y? + 2zy
Completando cuadrados llegamos facilmente a
A(v,v) = (& +y)? = 122 + 0y

con ¥’ = (z +y), y =y. Es decir, existe un coeficiente positivo (a1 = 1) y uno nulo (ay = 0).

Si en cambio optamos por diagonalizar la matriz correspondiente ([A]. = (11)), obtenemos |A — \I5| =

(1—-X)2—1=0y porlotanto A =141, o sea, \; = 2, Ay = 0. Obtenemos entonces un autovalor positivo
y uno nulo.

Ejemplo: Consideremos, para V = R3,
A(v,v) = 2% + 9% + 22 + 20y + 222

Completando cuadrados,

Awv)=(+y+22 —(+2°2+12+22=(@+y+2)° -2z =2+ 2% — 22"

donde 2’ =z 4+y+2z, 2 =(2+9)/2, ¥ = (y—2)/2 (sereemplazé y = 2' + v/, z = 2" — ¢/).

(2 +
1 1 1
Estoimplicaque [Ale = 1 1 0 | tendréd dos autovalores positivos y uno negativo. En efecto, |A—\I3| =
1 0 1
(1-=XN((1-=XN2=2)=0conducea \; =1>0, \a=1++v2>0, \3=1—-+2<0.

Obtendremos en la correspondiente base de autovectores normalizados la forma candnica
A(U,U) — x//2 + (1 + \/5)3/”2 + (1 _ \/5)2//2

18.3 Formas cuadraticas positivas y aplicaciones

Una forma cuadratica sobre K = R se denomina definida positiva (o estrictamente positiva) si

A(v,v) >0 Vv #0



Es facil ver que A es definida positiva si y sélo si los coeficientes diagonales a; de la forma
candnica son todos positivos: a; > 0 parai=1,...,n (es decir, k = n). En efecto, en tal caso

n
v):Zaia%>O vV vu#0
i=1

donde ahora hemos escrito v = Z?Zl a;b;, con B = (by,...,b,) una base donde A toma la forma candnica
(A(b;, bj) = aid;j). Por otro lado, si A(v,v) >0V v # 0, entonces a; = A(b;, b;) >0

Para una forma cuadratica definida positiva, podemos siempre elegir una base en la que a; = 1 para
i=1,...,n: En efecto, si A(b;,b;) = a;d;j, con a; > 0, podemos definir la base de elementos e; = b;/,/a; en

la que A(ei, 6]‘) = A(b“ bj)/1 /AiG5 = (Cbi/\ / CL?)(SU = 1(51]
Notemos también que el determinante de la matriz que representa una forma cuadratica positiva es positivo
en cualquier base. En la base B en la que A toma la forma candnica,

HA]B| =a1as...a, >0

y en cualquier otra base B’ de V,

A(by,07) - AR B)
[A]pr| = =|5'[A]sS| = |SI*|[A]z] > 0
Al 0h) o A B)

Ademads notemos que A sigue siendo positiva en cualquier subespacio de V' (pues A(v,v) > 0V v # 0), por
lo que el determinante de cualquier menor de [A]p/ (obtenido al suprimir un niimero dado de columnas y las
respectivas filas de [A]p/) es también siempre positivo. Por ejemplo, si consideramos el subespacio generado
por los primeros m < n elementos de la base B’, tendremos

|[Alm| >0

donde [A];, es la matriz de m x m de elementos A(b},b’), i < m, j < m, que representa a A en la base
(b}, ...,bl,) del subespacio anterior.

Mas aun, A es definida positiva si y sélo si todos los determinantes principales en una base

arbitraria B’ de V son positivos, es decir, si |[A],,] >0 param=1,...,n
Dem.: Por induccién: Para n = 1 es obviamente valido. Asumiendo ahora que es valido para n — 1, entonces
existe una base canénica (ey,...,e,—1) del subespacio generado por los primeros n — 1 vectores de la base

original B’, en la que A(e;, ej) = d;;. Definiendo ahora

n—1
- E ;€5
i=1
con o; = Ale;, b

"), obtenemos A(e;,en) = A(e;, b)) —a; = 0 para i = 1,...,n — 1. Se obtiene asi una
base canénica e = (eq,...,en—1,€6,) de V en la que A(e;, ej) = 0;;A(ei,€5), con A(ej,e) =1sii<n—1y
entonces A(e,,e,) = |[Ale] > 0 (pues [A]e = S¥[A]p'S v |[A]le] = |S|?|[A] 5| > 0). La forma cuadrética es
pues definida positiva.

Aplicaciones:

1) Clasificacién de puntos criticos:

Consideremos un campo escalar G : R" — R derivable a segundo orden orden en un entorno de un punto
critico 7 donde g—g\F:FO =0,7=1,...,n. El polinomio de Taylor de segundo orden de AG(7) = G(7)—G(70)
alrededor de 7 es una forma cuadrética en A7 =7 — 7y = (Azq,...,Axy,):

Z a \r Az Az; + Ry = (AF‘)H(AF)t + R3
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donde H es una matriz simétrica de n x n, denominada matriz Hessiana, de elementos

0*G

.
7= Ox;0w;"

.,
|7=r

y R es el resto (limq_7 R3/|7— 70| = 0). Llevando la forma cuadrética anterior a una forma canénica (ya
sea completando cuadrados o diagonalizando la matriz H), obtenemos

n
AG = % Z al(Azl)? + R3

i=1
Sia,>0parai=1,...,n, AG > 0 para |Ar] suf. pequetio y el punto critico es un minimo local o relativo.
Sial <Oparai=1,...,n, AG < 0 para |A7] suf. pequeno y el punto critico es un maximo local o relativo.
Y si existen a positivos y negativos, se trata de un punto silla (“saddle point”).
Finalmente, si algunos a, son nulosy a, > 0 parai=1,...,n (o a, <0parai=1,...,n) el presente criterio
no decide y es necesario un desarrollo a orden més alto (que puede también no ser concluyente) o bien un
andlisis alternativo.
Por lo tanto, podemos clasificar el punto critico en forma inmediata conociendo los autovalores de la ma-
triz H (de n x n), o bien simplemente completando cuadrados y observando los signos de los coeficientes
diagonales a;. El ultimo método es en general més sencillo (pues no requiere determinar raices de ninguna
ecuacion) pero el primero tiene la ventaja de determinar a la vez (mediante los autovectores de H) n di-
recciones ortogonales en las que la forma cuadrética tiene la forma candnica (y por lo tanto conocer las
direcciones ortogonales en las que AG es positivo (a > 0) o negativo (a; < 0)). (Ver préctica para més
detalles).

Notemos también que si definimos fz : R — R como

[ (t) = G(7o + tAT)

entonces 92
fi(0) = a o, ——— | Az Az = (AT H(AF)'

lo cual es una forma cuadrética en A7 deﬁnlda por la matriz simétrica H. Si H es definida positiva = fi, (t)
es concava hacia arriba en t = 0 para cualquier direccion Ar, mientras que si es definida negativa, fz (t)
serd concava hacia abajo para cualquier direccion A7. En el caso general, la concavidad dependera de la
direccién de Af.

2) Clasificacién de curvas de nivel de formas cuadraticas. Consideremos la ecuacién

n
E fL‘iCLijl‘j = C
,j=1

que puede reescribirse como
FA(F) = C
con 7 = (z1,...,%y)y Alamatriz (real) de elementos a;;j, que puede suponerse siempre simétrica (a;; = a;;).
Llevandola a una forma candnica obtenemos la ecuacién equivalente
n
Z agmf =C
i=1

con los z, relacionados linealmente con los z;. Si todos los a son positivos (y C' > 0) la ecuacién anterior
determina un elipsoide, mientras que si los @ tienen signos distintos la ec. determina un hiperboloide. Si
la forma candnica se obtiene diagonalizando la matriz A, los autovectores pueden elegirse normalizados y
ortogonales, en cuyo caso las variables z serdn las coordenadas a lo largo de ejes ortogonales en los que la
forma cuadrética toma la forma canénica (ejes principales). (véase practica para més detalles).

Ejemplo: Consideremos
G(z,y) = 2° +y* + 2axy
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(0,0) es un pto. critico de G y la matriz H de derivadas segundas es H = 2(} ). Sus autovalores son
A =2(1+a)

(obtenidos de la ec. |[H — 3| = (2—\)? —4a? = 0). Por lo tanto, Si |a| < 1 ambos autovalores son positivos
y (0,0) es un minimo de G (en este caso minimo absoluto). En cambio, si |a| > 1, un autovalor es positivo
y el otro negativo (por €j., si @ > 1, Ay > 0, A_ < 0), por lo que (0,0) es en este caso un punto silla. Las
componentes de los autovectores normalizados (y por su puesto ortogonales) de H son [v4]. = (3;1) /\/2, por
lo que S = (1 7')/V2 y podemos escribir

G(z,y) = (1 +a)z? + (1 —a)y”

con (Z:) = S71(Z) = (77Y)/V/2, como puede verificarse directamente.
Si G representa la energia potencial de un sistema fisico dependiente de dos coordenadas x, y en las cercanias
de un punto estacionario, vemos pues que el sistema serd estable sélo si |a| < 1. Si o > 0, la estabilidad del

sistema en la direccién de e/, disminuye al aumentar «, torndndose inestable para a > 1.

Cabe destacar, no obstante, que la misma conclusién puede obtenerse simplemente completando cuadrados,
lo cual conduce a
G(z,y) = (x+ ay)* +y*(1 - a?)

Vemos pues que el coeficiente de y? es positivo si |a| < 1 y negativo si |a| > 1, mientras que el primero es
siempre positivo.

Si consideramos ahora la ec.
22+ 19?4+ 202y =C

el mismo andlisis conduce a que para C > 0, la ec. anterior representa una elipse si |a| < 1, con ejes
principales inclinados 45 grados respecto de los originales (y radios de longitud 1/4/1 + « para C = 1),
mientras que si |a] > 1 la ec. representa una hipérbola.
Ejemplo: Consideremos

G(z,y,2) =22+ y* + 22 + 20y + 222

que ya fue analizado. (0,0,0) es claramente un punto critico. Completando cuadrados, se obtiene
Gr,y,2)=(@+y+2)°—(y+22+12+22 = (@ +y+2)°—2yz =2’ + 2% — 227

donde @/ =z +y+2z2, 2/ = (2+v)/2, ¥ = (y — 2)/2, lo que implica que (0,0,0) es un punto silla. El
1
1 , que son A7 = 2 > 0,
1

1
mismo resultado se obtiene de los autovalores de la matriz H = 2 1
0

—_ O

Ao =242v2>0, A3 =2-2v2<0.
La ecuacion
2y + 224 2y + 222 =C

corresponde, por lo tanto, a un hiperboloide (de una hoja para C' > 0).

Ejemplo: Consideremos la funcién T : R” — R dada por (X = (x1,...,7,)")
T(X)= Z xiAij:cj +2 Z T T
ij i

con A;; = Aj;. Asumiendo que la matriz de coeficientes A € R"*" es invertible, podemos reescribir 7' como
T(X)=X'AX + (R'X + X'R) =YTAY — R'A™'R

donde X! = (z1,...,7p), Rt = (r1,...,7) y Y = X + C, con C = A7'R. Es decir, T(X) es una forma
cuadrética en Y = X + A71R (o sea, y; = z; + > Ai_jlrj) més una constante R'A~!R.

Si A es singular, podemos econtrar C' tal que AC' = R sélo si R € EC(A) (espacio columna de A). En
tal caso T = Y'AY — C'R sigue siendo una forma cuadratica en Y = X + C, a menos de una constante
—C'R.

12



