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Al estudiar fetomenos ifsicos, en general, se encuentran leyes que no vinculaa entr
sl a las magnitudes que caracterizan elof@eno, sino que involucran relaciones entre
esas magnitudes y sus derivadasi, Ag obtienen ecuaciones que contienen a la fun-
cion incognita (escalar o vectorial) bajo el signo de derivada.sTateiaciones se llaman
ecuaciones diferenciales, y su estudic@sarobjetivo de las dos primeras partes de estos
apuntes.

Por ejempilo:

Ley de desintegraon radiactiva

dN(t) _
= = —kN(t). 1)

Segunda ley de Newton para una para de masa constante (observar que, debido
al caiacter vectorial de la irignita, éste es, en realidad, un sistema de tres ecuaciones
acopladas)

&F L dF

Ecuacon de Laplace para el potencial electatisto en ausencia de cargas

0? 0? 0?
Ap(z,y,2) = aa;f + 8yf + (9;20 =0. 3)

Definicion 1.0.1 Una ecuaddn en la cual la fund@n incbgnita aparece bajo el signo de
derivada se llamacuacbn diferencial (e.d.)

Definicion 1.0.2 Si, en la e.d., la funéin incbgnita es fundn de una sola variable, la
e.d. se llamacuacbn diferencial ordinaria (como ocurre en (1) y (2)). Si, en cambio, la
funcion indbgnita es fundn de dos o &s variables, la e.d. se llamecuacbdn diferencial

en derivadas parcialegcomo ocurre en (3)).

En general, eniBica, el estudio de sistemas cdimmero finito de grados de libertad
conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias, mient@®estudio de medios conti-
nuos conduce a ecuaciones diferenciales en derivadaslgarci



Definicion 1.0.3 Se llamaorden de una e.d. al orden de la derivada de mayor orden de
la funcidbn inddgnita que figura en la ecuam (por ejemplo, (1) es de orden uno, o de
primer orden, mientras que (2) y (3) son de orden dos, o denskgarden).

La determinadin de la fundbn incbgnita es el problema fundamental que ataca la
teofia de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.0.4 Se llamasolucion de una e.d. a una fun@n que, sustituida en lae.d., la
satisface.

Por ejemploN (t) = Ce~*, conC constante arbitraria, es solaoide 1. En efecto,

dN(t)

Cdt

La constante arbitrari@’ queda determinada si se cona€ea un dado tiempo. Por
ejemplo, si

= —Cke™ = —kN(t)

N(0) = Ny, (4)

resultaC’ = Ny, y se tieneN () = Nye ",
La ecuaadbn (1) y la condiddn inicial (4) constituyen umproblema de condiciones
iniciales.

Definicion 1.0.5 El proceso de determinami de las soluciones de una e.d. se llama
solucion o integracion de la ecuadn.

Tal proceso puede ser simple, como en el caso anterior pegereeral, se hace ne-
cesario utilizar retodos aproximados, que suelen conducir a una intégraminerica.
Otras veces, puede interesarnos conotler gertas propiedades de las soluciones, como
su comportamiento frente a pedas variaciones de las condiciones iniciales (problemas
de estabilidad) o adquirir una ideaafjca de su comportamiento, graficando campos de
derivadas o curvas equipotenciales (ver ejercicios enimdgitrabajos @cticos).

La resolucdbn de una e.d. de ordenrequieren integraciones, con la consiguiente

aparicbn den constantes de integréxi. Surge, entonces, la siguiente defimici

Definicion 1.0.6 Una solucon en que una o &s de esas constantes toman un valor
particular se llamasolucion particular de la e.d.. La soluéin con las: constantes inde-
terminadas se llamaolucion generalde la e.d..
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1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

|.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1.1.1. Generalidades
Una ecuadn diferencial ordinaria de ordenpuede escribirse en la forma general

du d™u

Fltu, 22 28
(b T g

)=0, ()

donde la inégnita es la fundin u(t).

Definicion I.1.1 La ecuacbn se llamahomogeneade gradop si, al multiplicar u(t) y
todas sus derivadas por un @anetro), se tiene:
du d"u du d"u
Ft, u,\—, ..., A\—) = NPF(t,u,—,...,——
(6 A A A ) (b oo G
conp arbitrario (es decir, siF' es una fun@n homo@nea de grade en la indgnita y
todas sus derivadas).

) (6)

Definicion 1.1.2 Una ecuaddn diferencial ordinaria esineal si, en la ecuadin (5), F' es
una funcon lineal de la fundn inddgnita y sus derivadas (aunque no necesariamente de
la variable independiente).

Un ejemplo es la ecuamn (1). El sistema de ecuaciones acopladas (2)Iseral lo
cuandof’ sea una funéin lineal der'y %-
Parau escalar, la forma &s general de la ecuadi diferencial ordinaria lineal es

d™u A1y

an(t)—+an_1(t)—_1+... + ag(t)u = f(t), a,(t)=£0. (7)
dtn dtn
La ec. (7) suele escribirse en la forma

dm

Ll = f(t), L= anlt) -

m=0

dondeL es un operador diferenciliheal: sic; y co son constanteswy; (), us(t) funciones
n veces derivables,

L[clul(t) + CQUQ(t)] = clL[ul (t)] + CQL[UQ(t)} (8)

Y c1, co, uq (t), uz(t). Esta propiedadefinela linealidad.
De acuerdo con nuestra defir@inil.1.1, (7) resulté&xr homo@nea siif (t) = 0. Si lo
es, sed homo@nea de grado uno. ${t) # 0 la ecuaaddn lineal sed inhomo@nea.
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.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales dejgealorden vale el impor-
tanfsimo resultado siguiente, que demostraremas adelante (cuando estudiemos sis-
temas de ecuaciones lineales de primer orden)

Principio de superposicbn

Siuy Y us son dos soluciones de la ec. horeoga (es decit,[u;] = L{us] = 0) =
u(t) = cruy(t) + coua(t) es tamben solucdn de la ec. homaneay ¢, c¢,, debido a (8)
y es facil ver que las soluciones de la honéoga constituyen un espacio vectorial, por
ejemplo, sobre el cuerpo de los reales.

Mas exactamente, se tiene:

a) Una e.d. ordinaria lineal homegea de ordem tiene n soluciones particulares
linealmente independientes.

b) La solucon general de la homégea es combinam lineal de esas soluciones
particulares.

Resumiendo: las soluciones de una edwadardinaria lineal y homdenea de orden
n constituyen un espacio vectorial de dimémsi.. Para la demostramn, ver la secé@n
1.2.2.

Como consecuencia del Principio de superposiciesulta el siguiente corolario:
Corolario 1.1.3 La solucbn general de la ecua@n lineal inhomoénea (194) eétdada

por la suma de la solubn general de la correspondiente ecu@atihomognea nas una
solucbn particular de la inhomognea.

Demostradbn:

Seau,(t) solucibn particular de la inhoma@mnea. Segn el principio de superposim,
la solucbn general de la homégea esu,(t) = >, c;uin(t), dondew;,(t), coni =
1,...,n sonn soluciones particulares de la eci@achomo@nea.

Consideremos(t) = u,(t) + ux(t). Usando la linealidad del operadbrse tiene:

Llu(t)] = Llup(t) + un(t)] = Llup(t)] + L{un(t)]

= Llup(t)] + D cilluin(®)] = f(1) +0 = (). (9)

Por lo tanto,u(t) es soluddn de la ecuadin inhomo@nea. Como tiene constantes
indeterminadas es, en efecto, la sahmcgeneral de la ecudsi inhomo@nea. O

10



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

|.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Algunos
casos dedcil resolucion

Consideremos ahora ecuaciones de la forma
du
—— = f(t ) 10

Una ec. diferencial ordinaria de primer orden puede siemgutacirse a esta forma tras
resolver la ecuadn original respecto a la derivada. Veremagsnadelante un importante
teorema, debido a Picard, @istencia y unicidadle la soludgdn para las ecuaciones
del tipo (10). Pero primero repasaremos algunésoaios elementales de resolutipara
casos particulares, que permétirapreciar varias propiedades generales.

Ecuaciones con variables separadas (o separables)

1) Ecuaciones cowariables separadas

Si f(t,u) no depende de, (10) se reduce a

du
=T, (11)

cuya soluddbn general es (sfi(¢) es integrable)
u(t) = / F(#)dt+c. (12)

La constante: se denomin&onstante de integragn, y puede determinarse conociendo
el valor deu en un cierto tiempa, (es decir, el valor inicial): Si(ty) = up =

u(t):/t f()dt" + g . (13)

2) Ecuaciones cowvariables separables

Cuandof(t,u) = h(t)g(u), la ec. (10) se convierte en

du
= = hit)g(u). (14)
Esta ec. puede reescribirse, pafa) # 0, como
du
—— = h(t)dt, 15
PR (15)
cuya soluadbn general es
du /
—— = [ h(t)dt + c. 16
[ Z = [ (16)

11



.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Esta ecuadin, del tipog(t, u) = ¢, determinamplicitamentda solucbnu(t). La solucon
particular parau(ty) = ug, cong(ug) # 0, est dada por

/u % _ /t: e (17)

Parag(u) = 1 se obtiene, por supuesto, la ec. (13). Si, aalgnexisten fi@esu, t.qg.
g(u,) = 0, ala soluodn (16) se deben agregar tafabias soluciones constantes

u(t) =u., con g(u,) =0,

gue no necesariamente se obtienen de (16) o (17), pero qubsiamente soludin de
(14).

Ejemplo 1: Ecuadn de Clausius-Clapeyron para la péesde vaporizaén en fun-
cion de la temperatura
Consideremos la ecudxi

dP(T) 1P
dl RT?’
paraP > 0y T > 0, dondel es el calor latente y? la constante de Rayleigh. La
ecuacbn puede reescribirse

dP  1dT
P RT?
Se integradcilmente, con el resultado

—l
log|P| =log P = ﬁ+10g0

conC > 0; de aqliresulta
P(T) = Cewr .

Si no determinamoé’ tendremos una familia de solucionésqueda determinada si
se conoce” a una dada temperatura (por ejemplo, si se conoce laprdsivaporizaén

a temperatura ambienf&(7,) = 1), resultaC’ = Poe#% y, por lo tanto,
P(T) = Pyerrt ).

Observar: el caso en qu&t,u) no depende deé corresponde &(t) = 1 en (14).
El segundo miembro de (17) se reduce, entonces; &, Yy la solucdn u(t) dependex,
pues, 6lo de la diferencia — t,. Eso refleja la invarianza, en este caso, de la ebnaci
(14) frente a traslaciones temporales. El que sigue es mpeeade este caso.

Ejemplo 2: Consideremos la ec. (1)

12



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

En este caso, sV (t) # 0

lo que conduce a
N In|N| /k;dt+ kt +
— =1n = — c=— c
N

0 sea,

N(t) = e *,
dondec’ = +e¢ se determina de la conddei inicial. SiN (tg) = Ny = ¢ = Noeo'y
N(t) = Nye kt=to)

Obtenemos asa conocidadrmula para el decaimiento radiactivoksi> 0, y para el cre-
cimiento exponencial de una poblarj sik < 0. Si bien la deducéin anterior es &lida
paraN(t) # 0 (o sea,Ny # 0), paraN, = 0 se recupera la solum constante de (1),
N(t) = 0V t, que corresponded@ = 0 (¢ — —00).

Ejemplo 3:
dN

dt
Procediendo en la forma anterior obtenemos

_% = —Al +c,0seq, para#t. = |

— ANZ.

N(t) = (18)

SIN(tg) = No = ¢ = Mo — Ny 'y

No

— 10—y, 19
1+ No\t'’ 0 (19)

N(t)
Existe, aderas, la soludn trivial N(¢) = 0V ¢, la cual no es en principio un caso particu-
lar de (18), aunque puede obtenerse de (19) dara 0 (¢ — +o0). ParaN, > 0y A > 0,
obtenemos un decrecimiento muchastento N (t) = O(\t')~! parat’ > (NgA)~1) que
en el ej. 1 pues, a medida gqdedisminuye dN/dt disminuye nas &pidamente que en el
otro caso.

Es muy interesante considerar ahara 0. En lugar de un crecimiento exponencial,
obtenemos un crecimiento “explosivo”, qde&vergeparat’ — t. = (|]\|Ny)~}, lo que
refleja el hecho de que al crecar, % aumenta, en este caso, m@pidamente. Ma-
tematicamente, este ejemplo muestra que euandof (¢, «) sea una funén continua y
derivable, por ejemplo tan simple comé, no necesariamente existe una sauaatonti-
nua de (10) para todo> t,. Veremos luego esto con mayor detalle. &fvese tami@n

13



.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

que, frente a peqii®s cambios en la condan inicial Ny, la solucbn N (t) variata fuer-
temente para proximo at..

2’) Ecuaciones que se reducen a variables separables.

En algunos casos es posible reducir la ecuadiferencial a una ecuawsi del tipo
(14) mediante un cambio de variables sencillo. Por ejengplo,

du
i flau+bt), (20)

reemplazande = au + bt, obtenemos

que es de la forma (14). Por lo tantoagi(z) + b # 0,

[y =t
af(z) +b “

que determina(t) y u(t) = (z(t) — bt)/a. Sid 2y t.9.af(z0) + b = 0, debemos agregar
las soluciones = z,, 0 seau(t) = (zo — bt)/a.

Analogamente, si

du
= = t 21
reemplazande = u/t obtenemos
dz ldu wu 1
@ = ra e YA

gue es nuevamente de la forma (14). Por lo tanto,

dz dt
/#Qt;:/?:mm+a (22)

que determina(t) y u(t) = tz(t). Sid 2o t.q. f(z0) = 20, S€ deben agregar las soluciones
z = zy, 0 Seau(t) = zpt. La ec. (21) se denomina, a veces, ec. diferencial hémea
de primer orden (atenwmn: eso puede conducir a confusiones con la definigeneral
.1.1), y su soludn (22) es de la form&'(u/t) = 't, conF(z) = e/ /(G=)=2)_Sjy(t)

es soluadn, w(t) = u(At)/A es tambén solucdn si\ # 0.

14



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ecuaciones que son o pueden transformarse en diferencialegales. Factor integran-
te

3) Diferenciales totales

Dada
du _f(t,u)
dat — g(tu)’ =3)
cong(t,u) # 0, podemos reescribir esta ecuatcomo
g(t,u)du + f(t,u)dt =0. (24)
Si se cumple que
dg(t,u) _ Of(t,u)
o ou (25)
= 3 ¢(t,u) t.q.
9o _ ¢ _

y podemaos reescribir (24) como la diferencial total
dop = g(t,u)du + f(t,u)dt =0.
Las soluciones(t) de (23) quedan entonces determinadasiicitpmente por la ecuami

o(t,u) = c, (27)
conc constante. Si(tg) = up = ¢ = ¢(to, up) Y la solucdbn particular queda determinada
por

o(t,u) = ¢(to, uo) - (28)

La condicbn (25) es necesaria y suficiente para que el primer miemb(@4)esea la
diferencial total de una fungn ¢. Esta puede obtenerse como la integralided

(tw)
o(t,u) = /(t [g(t',u)du' + f(t',u")dt'] + ¢ (29)

0,u0)

alo largo de cualquier curva que vaya defgeu,) a(t, «) (dentro de una regn simple-
mente conexa dondgy g esén definidas), comy, = ¢(ty, ug) Una constante arbitraria.
Por ejemplo, eligiendo dos segmentos paralelos a los ejgdemados,

o(t,u) = / " glto, o)l + / £t W)t + o (30)

uo

15



.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Equivalentemente, puede integra%ge: g(t,u) = para obtener

o(t,u) = /g(t,u)du + c(t)

y determinar’(t) a partir deaa—iis =2 [g(t,u)du+(t) = f(t).

Una vez determinadd(t) puede obteners€t) por integraddn, a menos de una cons-
tante, que quedardeterminada por la cond@si inicial.

Notemos que la solugh (16) para variables separables correspondgta.) =

56y = [ @)t

Ejemplo:
du 2+ u
bt 31
dt 2u+1 (31)
En este casg(t,u) = 2u + ¢, f(t,u) = 2t +u, con2L = % = 1. Podemos, entonces,
escribir (31) como
dp = 2u+t)du+ (2t +u)dt =0,
con
u t
o(t,u) = / (2u' + to)du' + / (2t 4 u)dt' + ¢y
uQ to
= u?tut+1*— (ud +upto +13) + ¢ -
Las solucdn u(t) queda entonces determinada por
w? +ut + 17 =c, (32)

0 seau(t) = —3(t £ v4c — 3t?), conc = ud + ugty + t3 y €l signo determinado por
u(tg) = up. La solucon lo esh definida para € [—t., t.], cont. = 24/¢/3, anundose
el denominador de (31) pata= +t. (u(+t.) = Ft./2). La grafica deu(t) es la parte
superior o inferior de una elipse con centro en el origeadai3.

Notemos que la ec. (31) es de la forma (21), gon) = —(2 + 2)/(2z + 1). Puede
comprobar el lector que (22) conduce a la sdadi32).

3’) Factor integrante

Si la ecuadn (25) no se verifica, esia posible convertir la ecuan (24) en una
diferencial exacta multiplicando a la misma por una fongi(¢, v), llamada factor inte-
grante:

do = p(t,u)g(t, w)du + p(t,w) f(t,u)dt =0, (33)

16



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

con

ot Ou
Desarrollando la ecuam anterior se obtiene

O(ng) _ 9nf) (34)

09 _0f _ yon_ o
ot ou U ™ 9o
_ Olnfp|  9ln|pul

la cual es una ec. en derivadas parciales péra:), que puede ser tan difl de resolver
como la ecuaéin original ( puede demostrarse que si las derivadgsydgson continuas
y, por lo menos,f (6 g) es no nula, la ecuamn anterior posee siempre una sofucno
nula). Sin embargo, en algunos casos, su resmues sencilla. Por ejemplo, sit, u) es
funcion det solamente, obtenemos

of dg

Oln |yl
o o a9
lo cual es factible @o si el segundo miembro es fubaidet Unicamente. En tal caso,

af _ dg
p(t) = cexp [ % dt] . (36)
Podemos fijar = 1, ya que la constante que multiplicauaes irrelevante. En forma
similar pueden considerarse factores integrantes quefgeaiones de, 0 en general,
de alguna fundn deu y t. Una vez obtenid@ se procede como en gém anterior para
hallaro(t, u).

Ejemplo:
du  wtu(t+1)+t(t+2)
dt 2u+t '
En este casdi. = 2u +t+ 1 # % = 1. No obstante[2. — %]/ = 1y, por lo tanto,

ult) = el = e,
verificandosea(;% = %}’) = e'(2u + t + 1). Obtenemos, para este caso,
dp = e'[(2u +t)du + (u® + u(t + 1) +t(t +2))dt] =0,
cong(t,u) = e'(u? + ut + t*). La solucbn esh, entonces, determinada por
(v +ut +t*)e' = c,

0 seau = —i(t £ VAce ™t — 3t%), conc = ¢(uo, tp) > 0. La ec.¢(t,u) = c origina una
curva abierta st > ¢. ~ 0,41 y una curva cerrada &s una abierta si < c., estando las
abscisas extremas de las mismas determinadas por la @nthiti< 4ce.

17



.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ecuaciones que son o pueden reducirse a ecuaciones lineales

4) Ecuacbn general lineal de primer orden.&wdo de variaéin de la constante

Corresponde al caso en qfi¢, «) en (10) es una funen lineal deu:

(fi—?: =a(t) +b(t)u. (37)

Podemos escribir (37) en la forma
Llu] = a(t), L=< —b(t), (38)
dondeL es un operaddmeal.

Consideremos primera(t) = 0. En tal caso, la ec. (37) é®mogneay de variables
separables:

%=WWG
de dondédn |u(t)| = [b(t)dt + ',y
u(t) = cel MO (39)
Siu(ty) = uy =
u(t) = ugelto MO (40)

Sia(t) # 0, podemos intentar una solaai del tipo (39), pero con una funcon det a
determinar:

w=up(t)c(t), up(t)=elv®d (41)

Este procedimiento se denomiwariacion de padmetros, o de constanteSe obtiene,
notando qud.[u,(t)] = 0,

Llu] = L{uy(t)]c(t) + uh(t)% = uh(t)% =a(t).

c(t) = / alt) dt + ¢

uh(t)

Por lo tanto,

y, reemplazando en (41),

w):ummw/a@ﬁ]

up(t)
— Jot)dt [ + /@_fb(t)dta(t)dt] . (42)

18



1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

La solucbn general es, pues, una sofutide la ecuad homognea ((t)c’), mas una
solucbn particular de la inhomd@mea. La soluéin particular para(t,) = uo €s

t / / t t/ " 7
u(t) = elinte) [u0+/ e Jig 0" 4

to

= K(t,to)uo—|—/tK(t,t’)a(t’)dt’, (43)

dondek (ts, 1) = e X% — y, (1,) Jun(,). Obsrvese, en este punto, qi&t, ¢) = 1.

La ec. (42) puede tamim obtenerse por el@odo del factor integrante. En este caso
f=—la®) +btul, g=1y (4 — %)/g = —b(t) es funcon det, por lo queu puede
obtenerse de (36)i(t) = ce~ /™4 Finalmente,

ot.u) =ty [ uit)att)at.
La ec.¢(t,u) = c conduce a (42).

Ejemplo: La velocidad de una parila de masan en un medio viscoso, sometida a
una fuerzaF'(t), satisface la ecuamn

dv
% = —)\U -+ f(t) y

con\ =c¢/m >0, f(t) = F(t)/m. La solucon general es

v(t) = e M + /e’\tf(t)dt]

y la solucbn parav(ty) = vy puede escribirse como

¢
v(t) = voe M) 4 / e_’\(t_t/)f(t’)dt',

to

que corresponde & (t,,t;) = e 271 | G

0 t<0ot>t,
f(t):{fo 0<t<t,

se obtiene, parg = 0, vy = 0,

0 t<0
v(t) = ¢ (fo/N)(1 —e™) 0<t<t
(fo/N)(1 = e Ne)e At t>t.

La solucbn parat > t. es equivalente a la sol@ei de la ec. homagnea pardy = t.y
v(te) = (fo/N)(1 — e e). Si fy — 0oy t, — 0, con fot, — A (finito) = v(t.) — A.

19



.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Notemos tamiéin que sif (t) = fo Vt > 0 (t. — 00), v(t) = (fo/N)(1 — e ) Vt > 0,
conu(t) — fo/A (velocidad Imite) parat — oo.

La corriente/ de un circuito eéctrico con autoinducon L, resistenciak y tensbn
V (t) est descripta por una ec. similar:

dI
Lo+ IR=V(1).

La solucbn paral (0) = I y L, T' constantes, es

t
I(t) = Ipe ™" + / e =LY (¢)dt .
0

4’) Ecuaciones reducibles a lineales.

Algunas ecuaciones pueden ser reducidas a ecuaciondsdimeadiante un sencillo
cambio de variables. Un conocido ejemplo es la eérade Bernoulli,

du _ a(t)u™ +b(t)u, n#1.
dt
Sustituyenda: = «!~", obtenemos
n% =(1- n)u‘"% = (1 —n)u"[at)u™ + b(t)u]
= (L =n)[a(t) + b(t)z],

gue es una ec. lineal en
En general, sk = ¢(z), cong invertible, y z satisface la ecuawn linealdz/dt =
a(t) + b(t)z, obtenemos parala ecuaddn no lineal

du dz
=9'(2)

== = ¢' (g7 (w)]a(®) + b(t)g(u)],

==
que posee la solumnu(t) = g(z(t)), conz(t) la solucbn de la ecuadn lineal. Por ej., si
u= A= e — L (g(t)u™ + b(t)u], que es la ecuatn de Bernoulli. A@logamente,
Slu = €7, p
d_ztt =a(t)u+b(t)ulnu,
cuya soluaddn ese*® mientras que, si = In 2,
d
d—"z — a(t)e™ + b(t),

cuya soluddn esln z(t).
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1.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

|.2. Problemas de condiciones iniciales

|.2.1. Teorema de existenciay unicidad de Picard para problemas de
valores iniciales

Consideremos la ecudci diferencial ordinaria dé&** orden

du

con la condiadn inicial u(ty) = uy. Salvo casos especiales, como los vistos en la clase
anterior, no es posible en general resolver esta e@n&ei forma andica. Es necesario,
entonces, recurrir a@odosaproximadosque permiten resolver (44) en forma nenca.
Para ello, se necesita primero estar seguro de que efeetitagxisteuna soludbn de

(44) para una determinaday condicbn inicial. El siguiente teorema demuestra que
dicha soludbn existe y edinica para una clase muy amplia de funciones. A la vez, el
teorema proporciona umétodo de resoluéin aproximadaode (44) (nétodo de Picard),
gue resultaditil tanto formal como nur@ricamente.

Teorema 1.2.1 Si f (¢, u) es continua en un re@ghgulo R dado por|t —ty| < a, [u—ug| <
b, y satisface et la condicibn de Lipschitz
|f(t,uz) — f(t,ur)] < Nlug — s (45)
con N constante, entonces en el intervalo
[t —to| <r, 7= Min[a,b/M] (46)

con M el valor maximo de| f| en R, existe undinica solucdbn u(t) de (44) que satisface
U(t()) = Ug.

La condicbn |t — 3| < r asegura que la soludh no se salga d&. En efecto (ver
figura 2), dado quef| < M enR, si|t — ty| < r, integrando (44) y tomando valor
absoluto, se obtiene

u(t) — uol = I/t St u(t))dt'| < I/t [f (& u())|dt'| < Mt —to] < Mr =b

Observar que, para que se cumpla la condicin de Lipschitz, (@ suficiente que
fu= % exista y est acotada er? dado que, por el teorema del valor medio| i < N
enR,

|t ua) — f(tw)] = [ fult, ) (ug — wr)| < Nl|ug — u|

coné € [uy, us).

U0+b """

Uo

Figura 1: El recainguloR

Uo—b """
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.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

Uo+b

Uo

Figura 2: Definicbn der

Uo—b

Demostracbn:

Demostraremos primero lexistenciade la solucdn. La ec. (44) es equivalente a la
ec. integral

t
u(t) = up + / F(t u(t))dt’ (47)
to
Podemos plantear ahora una secuencia de aproximacionessasi, u(t), . . . , u,(t)
definidas por
t
up(t) = ug +/ ft up 1 (t)dt', n>1 (48)
to

conuy(t) = uy (método de Picard). La restricon (46) asegura que,,(t) no sale deR
para nindin n (0 sea,|u,(t) — uo| < bsi|t —ty| < r). En efecto, paran = 0 esto
se cumple trivialmente. Asumiendo que se cumple para(t), obtenemos, dado que
|f| < MenR,

|, (1) —uo| §/|f(t’,un_1(t'))|dt' < Mlt—to| <b (49)

paralt —to| <.
Probaremos ahora que la sucési(48) converge. Si > 1y |t —to| <,

tn i1 () —un(t)] = !/[f(t’,un(t’))—f(t’,un1(75'))](11?’!

IN

to
| L u(t)) — F(E s (P
< N[ )= (0 (50)
Paran = 1, (126) implica que
lug (t) — uo| < M|t — o]

22



1.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

Por lo tanto, (50) conduce a

t — tol?

t
us(t) — un (1)) < NM|/ # — to|dt| = M
to

y paran general, a

MN™ 1Lt —t,|
n!

| () —un—1 ()] < (51)

(asumiendo (51) comatido, [u, 41 (t) —u (t)| < MN' [ dr| = MN”'t(th‘jr'ﬁl)
Por lo tanto, lim |u,41(t) —u,(t)| = 0. Aden&s, como
n—oo

Un(t) = uo + (w1 (t) —wg) + . .. + (up(t) —u,—1(1))

el limite
u(t) = lim wu,(t) = ug + Z U (t) —tp_1(1)) (52)

existe, pues la serie de diferencias es una serie absolut@neenvergente:

oo 00 Nﬂ_l’t_t(]’n €N|t—t0|_1
Dl —ta (O < MY —— = M——
n=1 n=1

La convergencia es tan# uniforme por el criterio de Weierstrass [f,.(¢)| < M,
Vitel=]t,t)y> oy M,converge= > > f,(t) converge uniformemente sobfea una
funcion f(t); recordemos que la convergencia es uniforme&/ s > 0, 3 ng t.q. sin > ng,
[f(t) = fu(t)] <eVte).

Por lo tanto, el Imite de la integral en (48) es la integral deéirlite, de modo que
gt) es soluadbn de (44). Notemos quét) es un punto fijo del operadot|u(t)] = ug +
' u(t"))dt', (es deciru(t) = Alu(t)]), el cual transforma funcionest) contenidas

enR en funC|ones4[ ()] tambien contenidas ef si |t — to| < .

Demostremos ahora lanicidad. Siv(t) es otra soludn de (44) que satisfaedt,) =
ug, entonces, parg — to| < r,

ut) — o(t)] < / FE ut) — F(E o)t
< N/t lu(t") —v(t")|dt’ < KN|t — to|

dondeK es el néximo deju(t) — v(t)| para|t — to| < r. Esto implicaju(t) — v(t)| =0
paral|t — to| < r. En efecto, aplicando la cota anterior paja(t’) — v(t')|, obtenemos

t t—t 2
lu(t) —v(t)] < KNQ/ |t — to|dt’ = KNQ%
to
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.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

y repitiendo el procedimiento anteriarveces,

(Nt = tol)"

ult) — o(t)] < K. (53)

n!

que tiende & paran — oo.

Ejemplo 1: Consideremos nuevamente la ecvatineal
du
dt

Aplicando el nétodo de Picard parg = 0, conu(ty) = ug, obtenemos

—\u

t
uy = UO—A/ uodt':uo[l—)\ﬂ
0
t
Uy = UQ—)\/ Ul(t/)dt/:Uo[l—)\t—i-)\th/Q]
0

y en generaly, = uo Y.~ _, 20", de modo que

u(t) = lim u,(t) = Z (_)"t)n — uge M

n—o00 n:
n=0

La serie anterior convergé ¢, pero la condidn (46) proporciona una estimaai muy
conservadora del intervalo de convergencia: Rara 0, M = |A[(b+ uo) y

L} < i
A (uo +0)" T |A

r = Min[a

sia > |A|7', yaqueb/(ug +b) < 1V b > 0. En general, el intervalo (46) es demasiado
restrictivo y el desarrollo de Picard converge en un intermzayor.
Ejemplo 2: Consideremos ahora
du
=
dt "
conty, = 0. Obtenemos

¢
nu, = ug— )\/ ugdt’ = ug(1 — Augt)
0

t \unt 3
U2 = Uy — )\/ 'U/%(t/)dt/ = UO[l—)\UUt+()\UUt)2_ ( u30 ) ]
0

Uz = uO[Z(—)\UOt)”+R4(>\u0t)]

n=0
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1.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

dondeRy(z) = s2*(2 — z + 32* — 52*). En general,

n

un(t) = uo[ > (=Augt)" + Ry (Augt)]

m=0

conR,41(z) = O(z"*!). Paran — oo, la solucbn converge, parf\upt| < 1, a
u(?)

que coincide con la solua@n (19). SiA > 0 (conug > 0) la solucbn final (54) es @lida
vVt > 0, aunque el desarrollo de Picard converg® paralt| < |\ug|~*. En cambio, si

A < 0 la solucbn existe 8lo parat < |\ug|™!, que coincide con el radio de convergencia
del desarrollo. Notemos que la condici(46) da en este caso

b | < 1
"IN (ug 4+ )20 T 4 A |ug

Ug

r = Min|a

dado qué/(ug +b)? < ﬁ gue es nuevamente menor que el radio de convergencia de la
serie.

Otras propiedades

Resulta obvio a partir de (44) que &it, u) posee derivadas parciales continuas hasta
ordenk en un entorno déy, u,), la solucbn u(t) posee derivadas continuas hasta orden
k + 1 en un entorno de,.

Puede probarse tan@ni que sif depende en forma continua de ungmaetro\ (o
sea,% = f(t,u,\)) y satisface las condiciones del teorema de unicidad, oan
(45) independiente d& = la solucbn u(t, \) depende en formaontinuade A\ para
|t — to] < r (lo mismo rige para un conjunto de panetros). En particular, esto impli-
ca queu(t) dependex en formacontinuade la condiddn inicial u(ty) = wu. En efecto,
escribiendov = u — ug, s = t — ty, tenemos% = f(s + to,v + ug) = g(s,v), con
v(0) = 0, donde los valores iniciales quedan representados pamedros de la funon
g. De todos modos, esto no impide que dos soluciones con ¢ondginiciales cerca-
nas se alejen mucho para valores grandelg dety|. Por ejemplo, los sistemasataos
son extremadamente sensibles a las condiciones inicaldesEnismos, si dos solucio-
nesu(t), us(t) difieren inicialmente en una pedieecantidadu,, para tiempos grandes
luy (t) — ua(t)| = |dugle™t, dondeA > 0 es el llamad@xponente de Lyapunov

Extensbn de la soludn: Si bien el teorema demuestra la existencia de sofupara
|t—to| < r,lamisma puede en principio extenderse fuera de este abevmando como
nuevos puntos inicialestg + r. No obstante, como hemos visto no siempre es posible
continuar la soludn indefinidamente. Esto puede deberse a que la éolgeiacerca a un
punto donde las condiciones del teorema no se cumplen, aé@arpbrque la soludn se
aproxima una astota vertical {im;_,,, u(t) = +00), como ocurre en (54) pares, < 0
(t. = | uo|™t). Un ejemplo del primer caso es la soliei(108) de la ec. (31), limitada al
intervalolt| < t. = \/4c¢/3. Sit = t., u(t) = —3t, anuhndose el denominador de (31).
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.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

Puntos singularesLos puntos(ty, ug) en los que o bien no existe solanide (44)
o la solucon no edlnica, se denomingountos singularesObviamente, en estos puntos
no se satisfacen las condiciones del teorema de unicidaduawno todo punto en el que
las mismas no se cumplan es singular. Los condiciones deln@oson suficientes pero
no necesarias. Por ejemplo, puede demostrarse gfiesicontinua en un entorno de
(to, up), existe siempre una soldci de (44), pero eadtpuede no sdrnica si no se cumple
la condicbn de Lipschitz. La curva formada por los puntos singulagegesiominaurva
singular. Una solucbn formada enteramente por puntos singulares se denaaiunebdn
singular.

Ejemplo 1:

Z—? = q%, qg>0 (55)

En este casg(t,u) no es continua en = 0. Una soludbn esu(t) = 0. Siu(t) # 0,
integrando por separdxsi de variables obtenemos

In|u| = qln|t|+
osea, st > 0,
u(t) = ct? (56)

Consideranda, = 0, vemos que si la condian inicial esu, = 0, (56) es soludn de
(55) parapara cualquier valor de: (incluyendoc = 0). No existe pues solu@n Unica,
obtenéndose una familia de soluciones. Por el contrarioy st 0y uy, # 0, no existe
ninguna soludn. Este tipo de punto singular se denomina nudo.

Si consideramos ahora< 0 en (55),u(t) no permanece finito para— 0, excepto
parac = 0. Sity, = 0, parau, = 0 obtenemos en este caso umaca soluan u(t) = 0,
mientras que Siy # 0 no existe soludn.

Ejemplo 2:

M _\a,  A#£0 (57)

Parau — 07, si bien/u es continua, no se cumple la condicide Lipschitz pues

fu = ﬁ — o0. Los puntos(t,u) = (¢,0) pueden ser pues puntos singulares. Por

separa®@n de variables, para > 0 obtenemos la solugn
1
u(t) = Z(At +¢)?  M+c>0 (58)
No obstante, tenemos tanghila soluobn trivial

u(t) =0 (59)

gue no se obtiene de (58).
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1.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

Sitg =0y ug > 0, obtenemos comonica solugn

u(t) = i(Q\/u_o + At)?, (60)

donde el pantesis debe ser positivo. La soluei(60) esh definidav ¢ > 0si A > 0, pero

sOlo parat < t. = 2,/ug/|\| si A < 0. En este casay(t) — 0 parat — t., y no puede

extenderse para> t.. Si A < 0, la solucbn disminuye pues &s rapidamente que en el

caso lineal § = \u, conu(t) = upe~ I si X < 0) “apagandose” en un tiempfinito.
Consideremos ahorg = 0. La ec. (60) se reduce a

u(t) = iAQtQ (61)

SiA > 0, (61) es soludén de (57) y satisface(0) = 0, al igual que (59). Por lo tanto,
la solucbn no eslnica Lo mismo ocurre obviamente para cualquier valoriglelos
puntos(0, ¢) son pues singulares y la solanitrivial (59) es una soluan singular. Por el
contrario, siA < 0 (61) no es soluén de (57), obte@indose comdnica soluddn, para
uo =0yt > 0, lasolucon trivial (59).

Soluciones aproximadaSi bien no vamos a tratar el tema de aproximacionesndm
cas, cabe destacar que existen t&nlotras sucesiones,(t) que convergen uniforme-
mente a la soludin u(t), y que pueden por tanto utilizarse para aproximar la sotuci
El mas elemental y conocido es eketodo de la “quebrada de Euler”, que consiste en
subdividir el intervaldt, ¢, + r] enn subintervalos de longitubl = r/n, y aproximar la
solucbnu(t) por segmentos entre los punt@s, wo), (t1,u1), - . ., (t,, u,) definidos por

ti=tii+h, w=u_1+hf(tic,ui1), i=1,...,n

que se obtienen de supongr, u(t)) = f(t;—1,u;—1) (constante) en el intervale,_,, t;].
Cada segmento es pues tangente a la swiuexacta erit;_;,u;_1). Tal aproximadn
puede mostrarse que converge, para 0 (0 sea;n — oo) a la solucdbn exactau(t) si

se cumplen las condiciones del teorema de existencia. Reéintos del nétodo anterior
conducen a aproximai(t) por una suceén de polinomios de grado entre puntos
(t;,u;), tales que posean un contacto de orgecon la soluddbn exacta en dichos puntos
(métodos de Strmer, Runge, etc.). Estoséatodos e$tn en la actualidad directamente
incorporados en diversos programas ékeglo nunérico o andltico, siendo muy sencilla
y rapida su utiliza@n.

|.2.2. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

1) Generalizadbn del teorema de Picard a sistemas de ecuaciones difetes@adi-
narias de primer orden
Consideremos ahora el sistema de ecuaciones acopladas

dU,i
dt

= filt,uy,...,u,), i=1,...,n (62)
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El teorema de existencia y unicidad se generaliza en formadrata a este tipo de siste-
mas. Podemos reescribir (62) en forma concisa como

o= fiem) (63)
con
ul(t) fl(taﬁ)
it =| fea=| . |,

y vale el siguiente teorema:

Teorema |.2.2 Dado el sistema de ecuaciones lineales de primer orden

du -

= f(t,u) (64)
con condiobn inicial @(ty) = uy, Si existe una re@in R definida port—ty| < a, |i—up| <
b, donde se cumplen las condiciones
a) f;(t,u) continua enk
entonces existe unanica solucdn (t) de (67) que satisfac€(t,) = ug, dentro del
intervalo
|t —to] < r = Minla,b/M]

donde)! es el néximo de| f| en R.
Para que se cumpla la condam de Lipschitz es suficiente que las derivadas parciales
fii = % sean acotadas eR, pues en tal caso, por el teorema del valor medio,
J

|f<t7u_é) - f(t7u_i)|2 - Z |f2(t7u_§) - fi(t7u_i)|2
Z‘wa (t fz (ug; — ulj)’
< Z Z U — uyj) 2 < N2y — i |? (65)

La demostradin del teorema es exactamente igual al caso de una digenSilo se
deben reemplazaf, v y v en (47)—(53) porf, u'y v.

O

Esta generalizaon es muy poderosa. Por ejemplo, la ec. diferencial ordimirior-
denn,

d™u du d"1u

%:f(t,u,a,...,m) (66)
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puede reducirse a un sistemasdec. ordinarias de primer orden de la forma (67) defi-
niendo

du a1y
Ul =U, Up = ——, ..., Uy = ——
7 i1
con d d d
U1 U9 Un
— =Uy, —— =U3,...,—— = f(L, U1, ..., Up
o = U g = Us o = [t )

(0] Seafl(t7 l_[) = Ug, fQ(tjﬁ) = U3y .. fn(t,ﬁ) = f(t,ﬁ)

Queda pues garantizatiaexistencia y unicidade Ia soluddn de (66) para la condi-
cion inicial @(0) = u, dondei, = (u(0), Z—ﬁj]tzo, o dtn 4-—ti—0) es el vector que contiene
los valores iniciales de la posisi, velocidad, aceleram, etc, sif satisface las condicio-
nes del teorema. En forma&onga, un sistema de ec. diferenciales acopladas de orden
n puede reducirse a un sistemarde m ecuaciones de primer orden.

Un caso particularmente importante de sistema de primenard agél en quef(t, )
es una fun@n lineal dei:

Definicion 1.2.3 Un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden del (i#) se
llama lineal, si puede escribirse en la forma

S A+ fo), (67)

donde
A =] . . (68)

se denomina matriz del sistema.

Supondremos, aderm, condiddn inicial dada pofi(ty) =
Mas expicitamente, se tiene

dz ,
i ZA” Yuy(t) + fi(t)  i=1,..n, (69)

con dados valores dg(t,) parai = 1,...,n
1) Resoluadn del caso homameo. Matriz fundamental

Estudiaremos primero el sistema horéngo,

diu
dt

o sea,L[u] = 0. Probaremos un importante teorema:

= A(t)u (70)
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Teorema 1.2.4 Las soluciones del sistema lineal horéago (70) forman un espacio vec-
torial de dimengnn (principio de superposion).

Que formen un espacio vectorial (o lineal) significa quei;$t) y - (¢) son solucio-
nes, la combinaéin lineal

’J(t) = Clﬁl (t) + Cgﬁg(t) (71)

es tambgn solucdnV ¢, c» (constantes). Y que el espacio sea de dingensisignifica
que existen exactamentesolucionesi, (t), us(t), ..., u,(t) linealmente independientes
vVt € Iy, tales que cualquier soluan «(¢) puede escribirse como combinaxilineal de
las mismas:

i) = ¢il;(t) (72)
7j=1

donde los coeficientes son constantes.

Demostraddbn: Dado que el operadak en (70) es lineal, la combinamn (71) seé ob-
viamente soluéin de (70) sii; () y @ (t) son soluciones.

Mostraremos ahora que existery lo n solucionesi;(t) linealmente independien-
tes. Dado quel poseen componentes, podemos encontravectores linealmente inde-
pendientes:). Por ejemplo,

1 0 0
= Yl a=| | . a=]" (73)
Paraj =1,...,n,sea
u;(t)
i = |
Unj(t)

la solucbn del sistema (70) con la condii inicial ;(t,) = ). Por el teorema de
existencia, tal soluéin existe y efinica paralt — to| < r (0 seat € ).

Consideremos ahora una solbaiarbitraria «(¢) con la condicdn inicial @(ty) = .
Parat = to, como los vectoreg,(t,) = ) forman una base, podemos escribir

n

ﬁ(to) = Z Cjﬁj(to) (74)

i=1

Debido a la linealidad del espacid,_;_, c;u;(t) satisface la ecuadn diferencial y la
condicbn inicial. Pero, como la solubn para una determinada conddi inicial estni-
ca, debe cumplirse

i(t) = e;i;(t) (75)

J=1
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vVt € Iy, ya que el segundo miembro de (75) es t@ntsolucdon de (70) y cumple la
condicbn inicial. Esto muestra que la dimebsidel espacio no es mayor que

Falta mostrar que las: solucionesi;(¢) permanecen linealmente independientes
t € Iy. Si, por ejemplo, para = t; € Iy, las soluciones fuesen linealmente dependientes,
entonces exisfia una soluddn del tipo (75), conicy, cs, . . . , ¢,) NO todos nulos, que sier
nula parat = t;:

ﬁ(tl) = chﬁ"j(tl) = 6
j=1

Pero como tami@in existe la soluéin trivial @(t) = 0V t € I, por unicidad la soludn
anterior debe coincidir con la solugn trivial V ¢t € I,y por lo tanto,c; = ¢, = ... =
¢, = 0, en contradicadn con lo supuesto. Las soluciones permanecen, pues,rives
independientes.

0

Podemos formalizar algo @s los resultados anteriores. Una matriz de soluciones li-
nealmente independientes

urr(t) wia(t) ... win(t)

Uy (t) uga(t) ... ugn(t)

Ut) = (76)

i (8) wna(t) . ()

donde la columna gsima contiene las componentes de la séludi;(¢), se denomina
matriz fundamentaflel sistema. Comdii; /dt = A(t)u;(t), conu;(0) = @, la matriz
U (t) satisface la ec.

dU

% = A(t)U(t), con U(to) = U() (77)
dondel, es la matriz que contiene lascondiciones iniciales linealmente independientes
69 (Up = I (matriz identidad) en el caso (73)). Recordandoguwectores son linealmen-
te independientes si Yol si el determinante de sus componentes es no nulo, tenemos
Det[U(ty)] # 0, y por el teorema anterioDet[U (t)] # 0V ¢ € I.

La solucbn general de (70) puede expresarse como

(t) = U(t)e (78)

dondec es un vector constante, lo cual es otra forma de escribir (A&olucbn particu-
lar para la condidin inicial i(¢y) = i, se obtiene paréd= U~ (t,)y:

a(t) = Ut) U (to)do = K(t,to)Uo,

ya que satisfac@(t,) = u,. (Observar quéx (t, t,) satisface la ecuamn homo@nea y,
parat = t,, se reduce a la matriz identidad) Para las condicionesleg{(73)[J (t,) = [
y u(t) = U(t)uy.(En este casas (t,tg) = U(t))
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Utilizando el nétodo de Picard, podemos expresar, en genétal,parat € I, como

U(t) = [I+ /ftl(t’)dt’Jr /ftl(t’)dt’ / Zl(t”)dt” + .U (79)

to 0
Evolucbn del determinantePodemos calcular expitamenteDet[U ()] y verificar
queDet[U(t)] # 0siDet[U(ty)] # 0. Para ello, notemos primero qué &is un pasimetro

cualquiera dé/, tenemos
d " dU;j ~ dU -
%Det[U] = = WUJ% = TI‘[EU] (80)
dondeU;; = (—1)*/Det[U)] y U es la matriz con la fila y columna;j de U
suprimidas, tal que .
UU = Det[U] I

y Tr es la traza. Por lo tanto, en el caso (70),
d -
d_tDet[U] = Tr[A(t)UU] = Det[U]Tr[A(t)]
lo que constituye una ec. dif. lineal ordinaria p&xe[U (¢)]. Obtenemos entonces

Det[U(t)] = Det[U(t)] elio AN
conDet[U(ty)] = Det[Us] # 0. Por lo tantoDet[U(t)] # 0V t € I, de modo que las
soluciones permanecdéinealmente independientesomo halbamos demostrado.

2) Resoluddn del caso inhomamneo. Matriz de Green.
Volvamos ahora al sistema original (67).(8(t) es una matriz fundamental del siste-

ma homogneo (70), podemos plantear una sduagparticular del tipo

u(t) = U(t)clt)
Tenemos, dado qué//dt = A(t)U,
du dU dc dc dc
_— = —c _— A C _— = A T _—
o dtc+Udt (t)Uc—irUdt (t)u+Udt
Por lo tanto,
du ¢ -
_— A i pr—y _— =
— —AE=U(t) 7 = f(t
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La solucbn general es, pues, de la forma

—

a(t) =U@®)[c + / U~t) f(t)dt] (81)

y la solucbn particular para(t,) = iy es

—

) = UMU (to)io + / U )t

to

— K(t,to)ﬁo+/tK(t,t’)f(t’)dt’ (82)
con
Kt t)=UHU (). (83)

Notemos agly que K (¢, t') satisface

dEK (L, 1)
dt

Observar: El primerérmino de (82) es la solumn del sistema hom@meo que satis-
face la condiddn inicial. EI segundo, que se anula para t, es una soluéin particular
del sistema inhomdmeo, construida por combinaailineal den soluciones particulares
del sistema homameo (las soluciones fundamentales). La e@ra(82) generalizay es
completamente d@loga a la ecuaon (43) de I.1.1, &lida para el caso de una dimeinsi
dondeU (t) = uy(t) es una matriz dé x 1 (conuy,(t) una soluddn no nula de la ecuaim
homogenea) yK (t,t') = up(t)/un(t).

Notemos tamigin que, siZ; (¢) y @»(¢) son soluciones particulares pafdt) y fa(t),
i(t) = c1ii) (t) + c2ix(t) es una soluéin particular parg (t) = ¢ f1(t) + 2 f2(t) (exten-
sion del principio de superposani). Esto puede verse de (82) o taérhidirectamente,
de (67) por la linealidad dé. Podemos pues descomponer la fuerza en vaiosinos o
componentes y luego sumar las soluciones para cada unase ell

= A@)K(t,t'), con K, t')=1. (84)

Consideremos, en detalle, la solutipara condidn inicial nula:
t
u(t) = / K(t,t)f(t"dt' . (85)
to

Si, adenas, f(t) = 0V ¢ < 0y el sistema esten equilibrio para < t,, conu(t) = 0
vVt < ty, puede escribirse

t
a(t) :‘/ K¢ f(t")dt’ (86)
0, equivalentemente,

at) = /wG@ﬂfUM& (87)

—00
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donde hemos definido

to<t<t

, 0
G(t’t):{ K(tt) to<t <t (88)

La matrizG se llama matriz de Green del sistema de ecuaciones. Comoserngte
establecer el efecto, en un dado valortdde una fuente que aw en cualquiet’ < ¢.
Dado que, para problemas de valores iniciales, la variagdeen general, el tiempo, suele
llamarse & (t,t') ad definida la funadn de Green causal.d¥ese que es discontinua en
t =t (limy_p+ = I; lim;_,py—- = 0).

Escribiendo exptitamente los elementos de matriz, se tiene

ui(t) = Z /_ h Gy (t, ) f;(t)at' (89)

con

N [0 0<t<t
Gij(t,t) = { Kij(t,t/) — 2221 Uik(t)Uk_jl(tl) 0 S t/ <t (90)

1.2.3. Caso particular: sistemas lineales con coeficientes constantes

Estudiaremos ahora el importante caso en el que la maeiz (67) esndependiente
del tiempo, es decit};;(t) = A;;, constant&/ 4, j. El sistema de ecuacionhemo@neq
du
= A 91
o = AU (91)
es ahordnvariantefrente a traslaciones temporales. Podemos pues supangerdida
de generalidad,, = 0, ya que sii(t) es la solu@n de (91) para(0) = uy = u(t — to)
se@ la solucdn de (70) parai(ty) = uy. La ec. (79) conduce entonces a

t2 =AM
_ 2 _
Ult) = [I+At+ A5+ JUs = D —10o
n=0

= exp|At|Uy (92)

donde hemos introducido &ponenciatie una matriz,

@ A?
exp[A]:§T_1+A+7+... (93)

Este serie converge matriz cuadradal de dimensbn finitam (si |A4;;| < K Vi,j =
|(A%);;] < mK?yengenerall(A");;| < (mK)"/m, por lo que|[exp(A)];;| < e™X /m).
Podemos verificar que (92) es la sofutide (84)vi:

d d ~= A"" =AMt
dt explA] dt Z n! Z:; (n—1)! exp| Al

n=0
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La solucbn general de la ec. homegea puede pues escribirse como
u(t) = exp|At]¢ (94)
y la solucbn particular parai(ty) = i, €s
u(t) = exp[A(t — to)]to
La solucbn de la ec. inhomdgnea parai(ty) = iy €s
t
) = explA(t—talli + [ explA(t—¢)]F(¢)ar (95)
to
que corresponde & (t,t") = exp[A(t — t')] en (82).
Nota: Para matrices! y B generales,
exp[A + B| # exp[A] exp[B] # exp[B] exp[4]

La igualdad se cumpled® si A conmutacon B, o sea, s{A, B] = AB — BA = 0. Por
ejemplo,
exp[A] exp[—A] = exp[A — A] = exp[0] =1

Por lo tanto, la inversa dexp[A] esexp[—A]. Adenas,

exp|A(t — to)] = exp|At — Ato] = exp[At] exp[—Ato]

[.2.4. Evaluacion de la solucon fundamental en el caso general

Veremos, en primer lugarpmo evaluae?’. Si A esdiagonal(4;; = \;d;;) = exp[At]
es tambéndiagonal con(exp|At]);; = e*idy;:

A O ... 0 eM 0 ... 0
Aot
A — 0 X ... O :>eXp[At}: 0 e ... 0
0 0 ... M\, 0 0 ... e\t

Esto es consecuencia inmediata de (93), ya(qifg;; = \!J;;. En este caso el sistema
(70) esdesacopladpy las soluciones son obviamentg(t) = u;(0)e*!, que pueden
escribirse comexp|At]i(0).
En general, notemos que si
A=VAV (96)
= A2 = (VAV )2 =VAV WAV =VA?V-!, yengeneralA” = (VAV )" =
VA"V~ porlo que

exp[At] = exp[V (At)V ] = Vexp[A't]V ! 97)
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La evaluadbn deexp|[At]| es entonces inmediata si se logra escribén la forma (96) con
A’ diagonal En tal caso la matrizl esdiagonalizabley la descomposién (96) puede
lograrse mediante ldiagonalizacbn de A.

Diagonalizacon de matrices

Sead den x ny 7 den x 1. Se dice que& # 0 esautovectorde A si 3 A t.q.

AT=X0, T#0 (98)
En tal caso(A — A\I)v' = 0y por lo tanto,
Det[A — \| =0 (99)

Los valores de\ que satisfacen (183) se denomirartovaloresde la matrizA, y la ec.
(183) es laecuacon carac- tefstica, que es de gradea en \. Posee pues a lo sumo
raices distintas\;, reales o complejas.

Una vez hallados los autovalorgg, es decir, todas lasiees de (183), los autovecto-
res correspondienteg = (v, - . ., v,,) S€ obtienen resolviendo la ec. (98),

ATy = M\l (100)

(0} Sea,zj Aij'Ujk = Ak

Si v es autovectors ¢/, conc # 0, es tambin autovector con el mismo autovalor. Los
autovectores quedan pues definidos a menos de una con§lbut@nente, los autovec-
tores correspondientes a dos autovalores distintodirsesimente independientés, #
cUy Sl \p # Ap). Analogamentep autovectores, den autovalores distinto; son L.i.
(por induccdn, si suponemos, = >~ 1 ¢yt = A, = S 11 MeTe = An Do pry Crliks
lo que es absurdo silag son Li. y\, # Ay parak =1,...,n —1).

Si la ec. (183) posee autovalores distintos, podemos pues formar una matriz de
autovectore$’ de elemento¥, = vy, t.q. lak-ésima columna d& contenga las com-
ponentes del autovector. V' satisface la ec.

A0 0
AV —va, a=| 0N 0
0 0 A,

Por lo tanto, com®et[V] # 0, podemos escribir
A=VAV o A=V'AV

con A’ diagonal
Un caso especial es el de las matribesniticas definidas potd;; = A7, Vi, j, es
decir,
Al =A
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dondeA" es la matriz adjunta (traspuesta-conjugada)d s real,A hernitica implica
A simétrica. Estas matrices, que surgen frecuentementesiea,fsorsiempre diagona-
lizables aln si el tumero de autovalores distintos €sn. Mas ain, sus autovalores son
siemprereales y los autovectores correspondientes a autovalores tistionortogona-
lescon respecto al producto escalar usual:

17; : 77]@/ = Zvjkvik' =0 si >\k 7A )\k’
En efecto, si
A'Uk = /\kﬁk, Aﬁk/ == )\k/Uk/ (101)
multiplicando la primera ecuamn a izquierda por el vector filai obtenemos

7t AT, = M\e(TF - T)

dado que?kﬁk — ¥} - . Si A es herritica, 7} Av), = > UiAijuj, esreal, y tamben
es realv; = >, [vZ|, por lo que), debe ser realAhora, tomando el adjunto de la
primera ecuaon en (101), tenemos

THA = Nl
donde hemos tenido en cuenta glie= Ay \} = ),. Multiplicando la ec. anterior a la

derecha por el vector columng y la segunda ec. en (101) a la izquierda por el vector
fila &, y restando, obtenemos

0= (A = Aw) (¥ - Owr)

de dondej; - vy = 0 si A\, # . LOS autovectores correspondientes a autovalores iguales
pueden tami@n elegirse ortogonales, por lo que en el caso de matricesthuars, existe
un conjuntocompletode autovectores normalizadag v, = 1) tal que

T - T = O

en cuyo caso la matriZ resultaunitaria: V! = V1.

Las matricesantiherniticas (AT = —A) son tamb&n siempre diagonalizables y po-
seen un conjunto completo de autovectores ortogonales spsrautovalores son imagi-
narios @, = i|\x|). Esto es inmediato ya que4i = — A, la matrizB = i A es herritica
(Bt = —iA" = B) y por lo tanto diagonalizablel = —iB es entonces diagonalizable,
ConAUk = _Z/\kgkz Si Bﬁk = /\kﬁk

Evaluacbn deexp[At] en el caso diagonalizahl&i A es diagonalizable, se obtiene,
de (191),

exp[At];; Z VlkeA’“thjl

y la solucbn general (94) puede escrlblrse como

u(t) = Vexp[A'tla
= ZakeAk’tﬁk (102)
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donded = V~!¢ es un vector de constantes arbitrarias. Como los autovalgneseden
ser reales o0 complejos, las solucionesasarombinaciones lineales de funciones del tipo
eMit cos(Ait + ¢). Siw(0) = 0, = a; = 0 Y

i(t) = Tpert (103)

La solucbn (t) permanece en este casmporcionala «(0) y tiene una evoluéin de
tipo exponencial. En tratamientosasielementales o intuitivos, directamente se plantea
una soluabn del tipo (103), que al ser reemplazada en el sistema ali(@t), conduce a

/\kl_fk@)\kt = AﬁkeAkt

es decirAv, = A\, Uk, que es la ec. de autovalores (100), lo que requdeteA— A\, I] = 0.
La soluc. gral (102) se obtiene luego como combipadineal de las soluciones particu-
lares (103).

Si interpretamos la matri2 como la representami de un operaddineal A en una
determinada base, la transforn@ci(96) (denominada transforméanide similitud) co-
rresponde a unambio de baseEl vector

vl

ISR
I

de componentes; = V;; u;, satisface la ecuatmn
dI:[ 1> / -1
E:Au’ A =VAV (104)
Si elegimosl” como la matriz de autovectored, es diagonal y el sistema (104) es
desacopladodi,/dt = A\yuy,. Podemos pues “desacoplar” el sistema original (70) me-
diante la transformaén lineal (104). Las nuevas variablés pueden interpretarse como

las coordendas de la soloai en la base dondé es diagonal, y son las “coordenadas
normales” del sistema. La eg(t) = Vu(t) conduce a (102).

Ejemplo: Consideremos el sistema

dx Y
i LA 1
il + by, prikc + bx (105)

Podemos escribirlo en la forma
du . L, [ [ a b
£ o (1) o(32)
La ec. caractéstica esDet[A — M| = (a — \)> — b? = 0, y Sus réces son
)\:I: =axb
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Resolviendo la ecAv = \v' obtenemos los autovectores

NS
Ui_Tﬁ 1

que son ortogonales, - v_ = 0, y estin normalizadoss™ - v, = ¢* -v_ = 1 (0 sea, son
ortonormales). La soluc. gral de (105) es puesiisd02),

W(t) = cy U et 4 e g_eleVt
es decir, definiendo.. = c./v/2,

I(t) _ a+6(a+b)t _ a_e(a—b)t,

y(t) = apel@t 4o _elablt (106)

Paralb| < |a|, el acoplamient®d puede pensarse como una “perturbatique produce
un “desdoblamiento” del ritmo de crecimiento & 0) o decaimientod{ < 0) dez e
y, originando dos componentes en la soluc. gral. para estabhes. Podemos obtener
las soluciones anteriores directamente planteando unei@oldel tipo# = ve, lo que
conduce a la ec. de autovalorég = \v.

Escribiendod = VA'V~1, con

A‘(o a—b)’v__2(1 1),\/ TV -1 1

obtenemos tambn

exp|At] = V exp[A'f]V ! = ¢ (Cosh@t) sinh(bt))

sinh(bt) cosh(bt)

Las columnas de esta matriz son las soluciangs), i (t), que satisface; (0) = (}),

i2(0) = (9), y corresponden a, = 1, a_ = F1 en (106). Siz(0) = zo, y(0) = 0, la
solucbn eszi; (t), 0 sea,

x(t) = zoe™ cosh(bt), y(t) = zoe™ sinh(bt) (107)

Debido al acoplamientb, y(¢) adquiere un valor no nulo al aumentar
Las soluciones (106) pueden interpretarse mejoeeninhos de las nuevas variables

T _ Vil X _ 1 x + Yy
Yy Yy V2 \ —z+y
gue satisfacen las edesacopladas

dz _ o dy N
E_(a—i-b)x — =(a—10)y (108)
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Las soluciones de (108) son obviamente
i(t) = cpe @t g(t) = c_ele V! (109)

Como(;) = (7 F 7)/+/2, las soluciones (106) se obtienen inmediatamente de (1L89).
constantes, no son otra cosa que los valores iniciai€s), (0).

Todas las®rmulas anteriores permanecdligtas para matriced complejas. Por gj.,
la ec. de Sctirdinger para un sistema de dos niveles degenerados désenermterac-

cibna es
in = ma, H:(g O‘)
dt

a &

dondeH es la matriz que representa al Hamiltonian@(y) la funcion de onda. Corres-
ponde au = —ic/h, b = —ia/h en (105). La ec. (107) conduce a

|2 (t)[* = |wol* cos*(at/h),  [y(t)|* = |zo|*sin®(at/h)

Debido a la interacéin a, el sistema oscila pues entre los dos niveles con frecuencia
[ =a/(27h).

Caso generalUna matriz cuadrada arbitraria puede siempre descomgmreer la
formaA = VAV~ con

Dy 0 0
y_| 0 D 0
0 0 D,

dondeD,, son bloques de;, x n; de la forma

Ao 10
Dy — 0 A 1
0 ... 0 X
0 1 0
= ML+ Je o= 0 0 1 1
0 ... 0 0

con )\, autovalor ded (Det[A — A\, I] = 0) y I, la identidad dey, x ny, (3~ ng = n).
Esta forma se denomirtiescomposioin de Jordany el caso diagonalizable corresponde
ang = 1Vk. ComoAV = VA, las columnasi* de V' correspondientes al bloque
guedan determinadas,rgi > 2, por

—k —k —k k| ok
AV = N0, AU = N0 U, =200, n,
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La matriz.J,, esnilpotente J,"* = 0. Por lo tanto, com@/y, .J;] = 0,

exp|Dit] = exp[Aplxt] exp|Jit]
(Jkt)nk_l

_ Akt
= M+ St +...+ (D)1

]

1 t t =t (g, — 1)!
0 1 t"=2/(ng, — 2)!
= M (110)
0o 0 ... t
0 0 1
Finalmente obtenemos
ePit 0
Dot
exp[At] =V 0 e 0 V1
0 0 ePmt

La solucbn general (94) es pues de la forma

m  ng

i(t) = VexplA'tda=> Y akif(t)

k=1 =1
condf(t) = e, oh(t) = M0k + t), y en general,
%

ti=d

=k Ait —k
vi(t):ekgv-. :
= =7

cond = V~'¢. Es entonces suma de exponenciales multiplicadas por potencias de
menores que,,. Esta soludn puede interpretarse egrinos del vectol = V"4, que
satisface la eali/dt = A'i, o sea,

di* T day, i
di :AkU§+Uf+1,Z:1,...,nk—1, dtk:Akuﬁk

para el bloquek. Las soluciones de este sistema son precisamente las aduthenla
matriz (110). No es posible ahora desacoplar completane¢sistema.
Ejemplo:

d d
—x:ax—i-by, Y

o priak (1112)

En este caso
A:(a b ) — al +bJ,
0 a
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y la ec. caractésticaDet[A — A\I| = (a — \)? = 0, posee undinica rdz A = a. Esta
matriz no es diagonalizable. No obstante,

eat beatt
exp[At] = explalt] exp[bJat] = 0 et (112)
La primer columna nos da la solaci que satisface,; (0) = (}) y la segundai,(0) = (9).
La solucbn general puede entonces escribirse como

’l_[(t) = Cleatl_}i + Cgeat(ﬁg + t171> (113)

—

conv; = , Up = ) que satisfacedv; = \vy, Av, = A, + ;. El sistema

1 0
0 bt
(111) puede tambn tratarse en forma elemental resolviendo primero la eazpaluego
la ec. parar.

Nota La matrizA = (%) es diagonalizable $k # 0. En este caso, la eBet[A —
M] = (A —a)? — be = 0 conduce a\y = a + /be, con autovectores, = (ag/p)s
obtenéndose

expl At]:eat< cosh(rt) gsinh(rt))’ v

7 sinh(rt)  cosh(rt)

Tomando elimite » — 0 se obtiene la ec. (112).

Ahora que sabemos exponenciar matrices, podemos volvesteinga de ec. lineales
(70).
Si[A(t), A(t)] =0V t,t' € I, obtenemos

U(t) = exp [ /t t A(t’)dt/] Us (114)

En efecto, en este caso no importa el orden temporal e@ilosrtos del desarrollo (79).
Se obtiene

/

t t 1 t t
/ A(t')dt / AWt = / A(t)dt / A(t")dt"
to to to to

ya queA(t')A(t") = A(t")A(t'). Anadlogamente,

tn—1
/ (ty dt/ (ta)dts .. /tn)dtn
to

_L A(tl)dt/A(tQ)dtz 5 ./ﬁ(tn)dtn

St to to

y, por lo tanto, el desarrollo (79) conduce a (114).
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En el caso general, la ec. (79) suele escribirse como

t
U(t) = T exp [/ A(t’)dt’] U (115)
to
dondeT es el operador de “ordenamiento temporﬁl{’A( JA(t)] = {ﬁg,)Aft§ Z Z con
definicibn ardloga para un producto deasmde dosérminos.
1.2.5. Ecuacion diferencial lineal de ordem
Consideremos primero la desomog@neade ordem
d"u d" du
— = 116
dt”+ n— 1(t) dpn—1 +.. —|—CL1( )dt +CLO( )U 0 ( )
u
. du/dt . . . .
Escribiendou = , (116) es equivalente al sistema lineal de primer
dnflu/dtnfl
orden
0 1 0
0 0 1
% =A(t)u, A=
0 1

Cao(t) —ar(t) .. —an 1 (t)

Si los coeficientes;(¢) son continuos en un intervalg, los teoremas de existencia y su-
perposicdbn aseguran la existencia desoluciones linealmente independiente§) para

t € I,. Esto implica aqula existencia de: soluciones linealmente independiente§)

de (116), ya que las sig. componentesugleg) son las derivadas de la primer componente
u;(t). Mas an, el determinante

U1 e Up,

duy dun

W(u,...,upy) = Det[U(t)=| @ =
dv 1y, d"lu,
dgn—1 e den—1

denominado usualmeni®@ronskianges no nula € I,, que constituye una condam mas
fuerteque la mera independencia lineal de las funcianés (notemos quél’ puede ser

nulo &in si las funciones(t), ..., ui,(t) son Li.: Siuy = ¢, uy = 2, W(uy,ug) = t
s - . 2
se anula para= 0; mas din, siu;(t) = {{ [, u2 = {329 = W(u1,uz) = 0 V¢; estas

funciones no pueden ser pues soluciones l.i. de la ec. (Et&)yp= 2 si los coef.a(t)
son continuos).

Una solucdn particularu(t) = U(t)c queda aqucompletamente determinada, para
t € Iy, por los valores iniciales dey de sus primeras — 1 derivadas.
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Caso de coeficientes constantes

Consideremos ahora el importante caso enq(t¢ = a;, constante, para= 0, ...,n—1
en (116). La matrizA es constante y las solucionesa@epues del tipa(t) = e 0 e/,
conj entero. La ec. caractstica es

Det[A — Al =\"+a, 1 \" 4. . +a A +ag=0 (117)
que puede obtenerse directamente planteando una@olexjponenciali(t) = ce en
(116).

Si las races de (117) son todas distintas, un conjunto de solucidnes {u(t) =
eMt k=1,...,nylasolucbn gral. es

u(t) = Z et
k=1

Las constantes, pueden determinarse a partir de tasondiciones iniciales

_ d'u

@)= ==
u(0) = -

o=ul, j=0,...,n—1 (118)
En el caso general, podemos escribir (117) en la forma
A=A)" A=) ... A=) =0

donden,, es la multiplicidad de la fa A, (3 ,—, nx = n). Por lo tanto (116) puede
escribirse como

d ne o d o d .
[(% - )\1) l(a — )\2) .. (E — )\m) m]u =0 (119)
donde(%)j = % Dado quq% _ )\k)ez\kt — 0=
(% _ /\k)(e,\kttj) = jeMiti-ly
d Nk ( Akt 1] .
(E_)\k) (e t):()’ ]:0’.__’7%_1

Un conjunto de» soluciones Li. de (119) es entoncgs*‘t/, j = 0,...,n, — 1, k =
1,...,m, Yy lasolucbn general es

ne—1

u(t) = i et Z crit!
k=1 =0

Las constantes,; pueden determinarse nuevamente a partir de las condidiuinieges
(118).
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Ejemplo: Ec. lineal d&° orden con coef. constantes

d*u du
— +2a— +bu=0 120
az g T (120)
Paraa = ~v/(2m) > 0,b = k/m > 0, esta ec. determina la po$iaiu(t) de una paitula
de masan unida a un resorte de constarite> 0 en un medio viscoso con fuerza de
rozamiento prop. ala velocidam% = —ku — 7‘2—1;).
Las rdces de la ec. caractstica\? + 2a\ + b = 0 son

A =—axr, r=+Va2—-0>
Sir # 0, la solucbn general es entonces
u(t) = cpe™t + c_et! (121)
y la solucbn parau(0) = ug, u'(0) = vy €s

Vg + aug

u(t) = e [ug cosh(rt) +
”

sinh(rt)] (122)
Sir = 0 (a*> = b) la soluc. gral. esu(t) = cie™ + et y la soluc. que satisface
u(0) = ug, v'(0) = vy €S

u(t) = e "ug + (vo + aug)t]

gue puede obtenerse de (122) tomandaneité » — 0.

Sia*> > b, r es real y por lo tanto\. son reales. En el caso de la peuta, esto
corresponde & > v4mk, es decir, a amortiguamiento fuerte. Las ec. (121) o (122)
describen en este caso una dismiba@@xponenciatle u(t), ya quer. < 0 (r < a). El
sistemano realiza oscilaciones. El caswiite a> = b corresponde & = v/4mk, donde
tampoco se producen oscilaciones.

Sia® < b, r=iw, conw = v/b — a? real ycosh(rt) =cos(wt), sinh(wt) =i sin(wt) en
(122), por lo que

Vo + aug

u(t) = e~ "ug cos(wt) + sin(wt)] (123)

En el caso de la pddula, esto correspondeya< v4mk, es decir, a amortiguamiento
debil. Las ec. (122) o (123) representan en este caso un newvimnoscilatoricamorti-
guadq con “frecuenci@ngularw = \/g, /1 — % y una amplitud que disminuye expo-
nencialmente (proporcionalet/(2™)),
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Ejemplo: Ecuaddn de Euler

pdu +b t"—ldnilu +...+D 12
N e T

+b()u:0

Podemos llevar esta ec. a la forma (116) epconstante mediante el cambio de variables

2 2
t — e*. Tenemoskt = dude — y=ldu du _ y=2[du _ du] y en general,

d™u T d'u
S =t s
dem Zl Yim i

con «;,, constante (W, = 1). Por lo tanto, en la variable se obtiene una ec. del

tipo (116) conag = by y a; = > .y Parai = 1,...,n — 1. Las soluciones son
entonces de la forma(t) = e** = t*, con\ determinado por la ec. (117), o en general,
ek = tAInt)*, yk =1,...,m — 1, conm la multiplicidad. Los valores d& pueden
tambén hallarse directamente reemplazando en la ec. de Eulesolunzbn de la forma
u(t) =t
Por ejemplo, si ,
d“u du
t2w+ta —a2u:0

reemplazande = t* obtenemos\(\ — 1) + A — a? = 0, cuyas ré&ces som\; = +a. Para
a # 0, la soluc. gral. es
u(t) = cpt +ct™

y la soluc. parai(1) = uy, v/(1) = v; €s

ult) = %[ul (1 +£79) + %(t“ s (124)

Sia — 0, la solucon general es; + ¢, Int y la solucdn parau(l) = uy, v/(1) = v, €s
u(t) = uy + v1 Int, que puede obtenerse tomanddelite de (124) para — 0.
Sia = ilal, t* = cos(|a|Int) +isin(|a|Int) y u(t) = u; cos(|alInt) + =2 sin(|a|Int).
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Apéndice: Método general para hallar la segunda soluéin de una ecuadn lineal
de 2do orden homognea
Supongamos que se conoce una soluei (t) de la ecuadin lineal

u" + a(t)u + b(t)u =0 (125)
La otra soluabn lin. indep. puede hallarse planteando una sétudel tipo
uz(t) = v(t)ua(t)
En efecto, reemplazando esta expvaen (125) obtenemos parda ec.
uy ()" + (2u)(t) + a(t)ui ()" =0

que es una ec. lineal de primer ordeménSu soluddn esv’(t) = cuj?(t)e= /@M de
donde

v(t) =c / e~ ot 12 (1) at (126)

Aunqgue no resulta siempre elétodo nds ®modo, puede aplicarse para cualquigh).
Notese ques(t) no depende explitamente dé(t). El método puede utilizarse tanéi

para determinar el comportamiento de la segunda swoiLen la vecindad de puntos sin-

gulares.

Como ej. simple, consideremos la e¢. — k*u = 0, cuyas soluciones sant) =
cee*M. Siu(t) = eM = v(t) x e M, de dondeuy(t) oc e . Sitomamosu, (t) =
cosh(kt) = v(t) o tanh(kt), de dondeuy(t) = sinh(t).
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Ecuacbn lineal no homognea de orden

Consideremos ahora

d"u d" tu du
gue puede escribirse como
0
du Al ; ) —
= AWut O, FO=|
f(#)

A partir de la soludn general (3.16), la primer fila de la solaoiu(t) (que es la que
importa ya que las restantes son sus derivadas) es entonces

u(t) = ZKlj(t,to)ung/t K, (t,t) f(t")dt’ (128)

dondeK;(t,to) = [U(t)U *(to)]1;, conU(t) una matriz fundamental de soluciones, y
u) = u9=D(ty), j = 1,...,n, son los valores eh= t, deu y sus primeras, — 1 deri-
vadas. El primeré&rmino en (128) es pues una sofutde la echomog@neaque satisface
las cond. iniciales, y el segundo, dado por la integral, essotucon particular de la
ec.inhomogneacon condiciones iniciales nulas. Dado gl¥ét,,t,) = I (identidad),
u(t) = Kix(t,t0) es la soludn de la echomo@nea(116) que satisface

u](gj_l)(to) = 5kj; j = 1, N

es deciru;(t) es la que satisface, (t,) = 1, conu§j)(t0) =0paraj =1,...,n—1,y
u,(t) aquella que sau,(f)(to) =0paraj=0,...,n—2, conu,({t_l)(to) = 1. Estalltima

es la que determina (patg= t') la solucbn particular de la ec. inhomégea
En el caso de coeficientesnstantega;(t) = a; V t), K(t,ty) = exp[A(t — to)], con
K(tg,to) = I (identidad) y podemos reescribir (128) como

u(t) = Zuj(t—to)ug+/ un (t — ') f(t)dl!

to

conu(t), k = 1,...,n, las soluciones de la ebomogneaque satisfacem,(j’l)(o) =
5@', j: 1,...,n.
Por ejemplo, la soluén de

d*u du
— +2a— +bu= f(t
dt2+ adt+u f(t)
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que satisface(0) = ug, u/(0) = vy €S

u(t) = e “[ugcosh(rt) + Yo+ ato

t .
—a(t—t") Smh[r(t — t/)] AT
+ /0 e S () (129)

sinh(rt)]

conr = ya?>—0b. Sir — 0, la fraccbn en (129) se reduceta— t' (y sir = iw, a
sinfw(t — t')] /w). Trataremos este tema con mayor profundidad endzipra clase.
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Apéndice: Reducoin del orden de una ec. diferencial

Cconsideremos la ecuaci de segundo orden

d*u du
2 = f(t . —
dt2 f( 7u7 dt>

Hemos visto que podemos transformarla en un sistema de dde @cimer orden defi-

niendou; = u, us = %, conl = u,, %2 = f(¢,u;,u,). Por ejemplo,

d’x dx
— = F(t -
puede escribirse como
dx dp
e L _F

En general, cualquier sistemadeec. de ordem puede llevarse a un sistemamex n
ec. de primer orden.
En algunos casos simples es posible reducir el orden med&urticas elementales
sin introducir nuevas variables. Por ejemplof sio depende de,
d*u . du

puede llevarse a la ec. de primer orden

definiendow = %-. Si la solucbn esw(t, c), dondec es una cte. de integraxi, luego
u(t) = [w(t,c)dt + .
Otro caso es aquel en giieno depende de la variable independiente,

d?u du
o f(u, g)

Definiendow = %, y considerando & como funcon deu, tenemosit = v — duwdu
u dt

w2 y por lo tanto

que es una ec. de primer orden. Si la s@ooesw(u, c), podemos hallat(t) de dt =
du/w(u, c), 0 sea,
b / Y _du
" w W(u, )

que determina(t) implicitamente. Este resultado @l para fuerzas que dependeias
de la posidbn, en cuyo caso puede obtenerse directamente de congitdesaenergticas.
Ejemplo:
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Sip=m¥ = mde = - 2d ygec, resulta
p dp
- - = T
o f(z)

de donde’dp = f(x)dxy

2 2 T
o~ = [ S = V(o) - Vi@

dondeV(z) = — [ f(z)dx es el potencial. Obtenemos la conser@iacile la enerig
mecanlca

p2

— 4V E

5 T V(@)=
de dondey(z) = /2m[E — V (z)]. Dem§; = p(x) obtenemosit = m ¢ y finalmente

m [ dx’

En el caso de ungndulo simpleV (z) = mgl(1 — cosf), conz = 16, p = mi%. Si

to = 6y = 0, (130) conduce a
131
\/ / \/cos 9/ — cos O,, (131)

donde hemos escritb = mgl[1 — cos(6,,)], conéd < 0,,. Podemos de esta forma obtener
tanto el pelodo exactol’ = 4t(6,,) como tambén la funcon ¢(¢), ain para grandes
amplitudess,,,, en €rminos de funcionesiglticas (se dejan las cuentas para el lector).
Paracos § ~ 1 — 02/2, se obtiene el resultado usuak +/1/g arcsin(6/6,,), i.e.,0(t) =
O sin(y/g/lt), conT = T, = 271/1/g. En el orden siguiente obtenems= Ty[1 +
62,/16 + O(62)]. La ec. (131) es tamén \alida parak > 2mgl (cos(6,,) < —1, 0 sea,
O = T+ ia).

El mismo procedimiento es tandri \valido para reducir et el orden de la ec. dife-
rencial

d'u du d" 1
an = )
Tenemos por ejdt = w, T = ydv,
By _ d d _ dw\2 d? dr
% = wi-lwi] = w[($2)? + wggl], y en gral., 55 sed una funddn de las derivadas

hasta ordem — 1 dew respecto de.. Se obtiene una ec. del tipo

dnflw dn72w
e g(u,w, ..., e )
v o U d
obtenéndose luega det —t, = |, T ORT—

51



.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

[.2.6. Breve introduccion a Teoria de Distribuciones.

1) La Delta de Dirac comoiimite de una secuencia.

Consideremos la ec. diferencial lineal inhoréngaZ — au = f(t). Desde un pun-
to de vista intuitivo, parec@ razonable representar la inhomogeneidé&d como una
suma deé&rminos impulsivos concentrados en intervalos de tiempp megquéios, y ob-
tener luego la solubn como suma de las soluciones particulares para cada ursiae e
terminos. La formalizaéin de esta idea requiere el conceptodiribucion o funcion
generalizada, que discutiremos a contin@aci

Consideremos la funan

ge(z) = { 165 ||§|’ fj//; £>0 (132)

Se cumpleff"oogg(x)dx =1V e > 0. Adenas, sif es una fun@n continua arbitraria,

> €/2 c B .
/_gs@)f(x)dx:el _J;g@dx:” /2) €F< /2)

dondeF es una primitiva d¢f. Paracs — 07, g.(x) estad concentrada cerca del origen y
obtenemos

i [ @)y = i TED T (133)
= F'(0) = f(0) (134)

Podemos entonces definir la distribiutio funcbn generalizada(x) (delta de Dirac)
como el imite

o(x) = El_l,f(%_ g=() (135)
gue satisface
| sy = 10) (136)

Si bien el imite (135) no existe estrictamente (es @:s¥ 0y oo siz = 0) el limite de
la integral (1334 V f continua en un entorno de= 0, y eso es lo que simbolizan las
ec. (135)—(136). Puede obtenerse una buena aproximaéix) mediante (6.1) tomando
¢ mucho menor que la longitud en la cualvaria apreciablemente.isicamente(x)
puede interpretarse como la densidad lineal de masa condigmte a una masa puntual
de magnitud 1 localizada en el origen.

Notemos tamt@n que sib £ 0y a < b,

b b
[ aite =t oo siarn = { 1P S0

e—=0t J, 0<a<b
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Consideraremos en lo sucesifumciones de prueb#, que son funciones acotadas y de-
rivables a cualquier orden, y que se anulan fuera de un altefwito / (recordemos
ante todo que tales funciones existenyf6i) = 0 paraxz < 0y x > 1,y f(z) =
e~1/7*e=1/(1-2)* paral|z| < 1, f es derivable aualquierorden enz = 0y = = 1).
En tal caso existen muchas otras funciongs) que convergen &(z), que pueden ser
derivables a cualquier orden. Un conocido ejemplo es

5 i < 137
(r) = lm —— (137)
En efecto, 72— [* e™™/* dz = 1V > 0y
lim / e fr)de = f(0) (138)
e—=0t /27 J_oo
La grafica deg.(z) = ﬁe‘ﬁ/w es la “campana” de Gauss, carea 1y disperéin

[ ge(x)a*dx = €. Parae — 0%, g.(x) se concentra alrededor gde= 0, pero mantiene
suarea constante.
En general, si.(x) est definiday = € Ry ¢ > 0, diremos que

o

lim g.(z) = d(x)sii lim g-(z) f(z)dx = £(0)
e—0t e—=0t J_
v funcion de pruebgf.
Por ejemplo, si(z) > 0Vzy [* g(z)de =1 =

lim e 'g(z/e) = §(x)

e—0t+

Enefecto, st > 0,6 [*_g(z/e)dz = [ g(u)du =1y lim 6_1f;g(x/5)d:r = lim f;//f g(u)du =
e—0t e—07t

. ’ _ b
b 55058 g ocacs: POT 0 tanto, Sif(2)| < M Yoy ab > 0, lim =] [ (/o) f(a)da| <

M h’m+ g*lf;g(x/s)dx = 0. De este modo, gi> 0y f es continua y acotada,
e—0

o] t
If = lim e dr = 1i 1/ d
= Jim 7 oteloens = tin <[ ote/o s
Sim; < f(x) < M, parax € [—t,t] = my < Iy < M, Vt > 0, pero por continuidad d¢,
lim M; = lim m; = f(0), por lo quel; = £(0).
t—

t—0t
- Ejemplos muy utilizados son (137) y taréhi

1 1 €
= —=— lim I =- lim ——— 139
o(a) o0t m[x + ie] 7m0t 22 4 &2 (139)
1 in’
5(z) = L 1o S/E) (140)
T e—0t X

53



.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

que corresponden @x) = K(sz y g(x) = 2 ( ). No obstante, existen tandsi fun-

cionesg(z) no siempre positivas que satlsfacﬁm+ e tg(xz/e) = §(x). Por ejemplo la
e—0

formula de Dirichlet,

e—0t T

hm—/ £ LD 4 — (o)

corresponde a(x) = sin(z)/(wx) e implica

lim sin(z/e)

e—0t T

=(x)

alin cuandolim sin(x/¢)/x es no nulo (no existe) para# 0 (solo es nulo el promedio:
e—0t

hm tfxﬁt (z/e)dr =0si0 <t <|zo]).

2) Propiedades &sicas de la delta.

La composiddn ded(x) con otras funciones se define de modo tal que se sigan cum-
pliendo las reglas usuales de integaaciPor ejemplo,

/_ézx—xo x)dr = /(5 fu+ xo)du = f(xg) (141)

Asimismo, sia # 0,
/_oo 5az) f(z)dz = ﬁ/_oo 5 f () = Fvlbl (0)

d(ax) =

por lo que
—do(x), a#0 (142)

|al
En particulary(—z) = §(z).

Para una funéin invertible y derivable(z) que posee unada rdz z; (g(x;) = 0),
cong'(z;) # 0, obtenemos

/_00 5(g(2)) f(z)da = /7“+ 5(u)f/(g—<u)))du _ f(xq)

oo - 19'(g7 (u))] 9/ (z1)]

donde(r_,r;) C enlaimagery(R), conr, 20y g~ 1(0) = x,. Por lo tanto, en este caso,

oz —z1)
9/ (1)

En general, para una furéei g(x) derivable con reces aisladas,, y ¢'(z,,) # 0 tenemos

o(g(x)) = (143)

|9/ ()]
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Sin embargad(z?) y en generalj(z"), n > 1, no esan definidas para funciones de prueba
arbitrarias. Tampoco lo &sel productd (z)d(x) = [§(x)]>. Notemos tamléin que sij()
es una fun@n de prueba,

9(x)o(x) = g(0)d(x) (145)

Derivadas de&)(z). Si queremos que se siga cumpliendo la inte@rapior partes, po-
demos definir tamkin la derivada’(z) t.g. (recordar qug se anula fuera de un intervalo
finito)

| v =~ [ s @i = -r)

[e.o] —00

y en general, la derivada esimas™ () t.q.

/_ "5 (@) fa)dx = (1) £ (0)

[e.e]

De este modo,

f(xg) = _/00 8 (x — xo) f(x)dx (146)
fOa) = 0 [ 80— )@ (147)
Notemos tamt&n que si # 0,
5 (ax) = a%M (n)(x)
En particulary™ (—z) = (=1)"6™(z).
Se deja al lector probar que:
g9(x)d'(x) = g(0)0'(x) — g'(0)d(x),
[0(x)g(x)])" = ' (x)g(x )+5( )g'(x) = g(0)d"(x),
[0(g(x))]" = 0"(g(x))g' (x).
3) Funcion de Heaviside.
Consideremos la fungn “escabn”
o ={ g 20 s

Mostraremos que efectivament&(z) = o(x) (lo que es intuitivamente razonable) de
modo que (x) representa la “primitiva” dé(x), al menos en forma sindlica. En efecto,
para una fundn de pruebd (z), obtenemos, integrando por partes,

Ji@) e = - JH) @ = [Flarde -
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de modo que

H'(x) = 6(x)
MedianteH (x) podemos escribir una integral en un intervalo finito comointegral en
toda la recta, donde lognites quedan determinados por el integrando:

[ swir= [ Ho-nie
/ab f(x)dz = /Z[H(b — %) — H(a - 2)|f(z)dz

4) Tratamiento formal. Teda de distribuciones

Consideremos primero un espadiode vectores de dimerisi finita, tal como R".
Podemos definir una forma o funcional lineal como una foméi : V' — R que asigna a
cada vector; € V un mamero reall () y que satisface

L(Clﬁl + Cgﬁg) = ClL(ﬁl) + CQL(ﬁQ)

Puede mostrarse quaieun Gnico vectorft.q.

—

L(u) = (I, 4)

VueV, donde(l «) denota eproducto internale dos vectores <, @) > 0, con(u, @) =
0 solo si@ = 0, (¢, @) = (i, v) (clvl + Colia, W) = ¢ (U, W) + ¢3(vh, w)). Por ej., enR™,
podemos conS|dera® @) = ¥ - « (producto escalar) y e@i”, (v, ﬁ) =U* - U.

Expandiendai en una basertonormalde vectores;, i = 1, ..., n, t.q.(0;, 0;) = d;,
tenemosi = > ¢t y

=1
=Y L) =Y cli= (1)

dondel; = L(7,) y = > v;. De modo que toda forma lineélen un espacio de dim.
finita con producto interno puede ser identificada con urovéctel espacio.

En espacios de dimemdsi infinita, tal identificadn no es siempre posihl€onside-
remos por ej. el espacio de funciones “de pruebabrmado por funciones realgg )
gue poseen derivadas de cualquier orden y se anulan fueraigkeryalo finito. Podemos
definir el producto interno

(9, 1) = / " o) (@)de

[e.9]

Consideremos ahora el funcional lindatjue asigna a cada fur@i un rumero real, con
Licafi + o fo) = a1 L[ f1] + c2 L[]
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dondec, y ¢, son constantes. Para toda furey(z) € D podemos asociar el funcional
lineal Ly, tal que

Pero podemos tamim definir el funcionab t.q.

d[f]1 = f(0)

aunque es obvio quao existey € D que satisfaga

/_ " g(0)f(@)dz = £(0)

oo

YV f € D. El espacio de funcionales es puesasrgrande” que el de las funciongs
No obstante, por comodidad podemos introduciriglb®lo §(z) asociado al funcional
anterior, t.q.

Sedefinela derivada dd. como

L'[f] = =L[f']

para que se siga cumpliendo formalmente la inteQrapor partes. De esta forma,

Lolf] = /J'?x)f(x)dw - —/ﬁx)f(z)dm —[f)

—00 — 00

y en particular,
') = —=o[f1=-r(0)

La funcional de Heaviside se define como
H{f] = / f(z)ds
0

que corresponde@z) = H(x), con

HIf) = ~H[f) = = [7e)dz = 0
Por lo tanto, ' = 6.

Por ejemplo, puede demostrar el lector que, considerandasaa distribuadn,

I ($) ( .17), 2

Las distribuciones son funcionales lineales continuases@b La continuidad significa
que sif,(x) es una suces8n de funciones.q. paran — oo f,, y sus derivadas tienden a 0

26(x)
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uniformemente= L[f,] — 0. Las distribuciones forman pues espacio vectoria(de-
nominado el espacidual de D). Para un espacio finito el dual es equivalente al espacio,
pero esto no es necesariamerdaédo para un espacio de dimesiinfinita.

Se dice que una distribum L se anula en un intervalbsi L[f] = 0V f que sea
no nula $lamente en. En tal casoL[f] no dependér de los valores que tomfgen .
Con esta definiéin, podemos decir quez) =0V z # 0y queH(z) = 0sixz < 0. El
soportede una distribudn es el conjunto cerrado de puntos dofd® se anula (0 sea, el
conjunto cerrado @&s chico fuera del cudl se anula). De esta forma, el soportedde) es
el puntox = 0 mientras que el soporte dé(x) es el semieje > 0. El soporte singular
de una distribud@n L, es el conjunto cerrado &s chico fuera del cudl es equivalente
a una funaddn g(x) derivable a cualquier orden. El soporte singulai@e) (y también
H(x)) es pues el punto = 0.

1.2.7. Matriz de Green como distribucion.

Podemos ahora volver a la defiriinide nuestra matriz de Green en la ecoia¢B8),
y escribirla como distribuéin

Gt t) = K(t,t)H(t —t)

donde
Ktt)=U®U ()

y U(t) es una matriz fundamental del sistema.
En el caso del sistema lineal deecuaciones,

du L =
.%_Amu:ﬂm (149)
es decir, ;
L{i(®)] = fle), L =12 —At),

conii, fden x 1y Aden x n,
Dado queK (¢,t') = 0 es soluddn de la ecuadin homo@neaG(t,t’) satisface

LIG(t, )] = I5(t — ')

donde! es laidentidad de x n, conG(t,t') = 0 parat — t'~. La solucbn de (149) para
u(tg) = 0y ty — —oo puede entonces escribirse como

—

u(t) = /OO G(t,t") f(t")dt

En particular, sif(t) = fod(t — t), con f, constante,
i(t) = G(t,t') fo

58



1.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

es decir,

ui(t) = Z Gij(t. 1) fo

El elemento de matriz;; (¢, t') representa pues el efecto en el tiemen la componente
i de una fuente puntual actuando en el tiertign la componentg. Como

lim G(t,t") =1

t—t'T
parat > t' la columng deG(t,t’) es la soludn del sistem&omogneocon la condiadn
inicial w;(t') = ¢,;. Esto puede utilizarse para hallafz, ¢').

Matriz constanteSi A(t) = A, constantes- U(t) = exp[At|Uyy K (t,1') = exp|A(t—
t')], por lo que
G(t,t') = exp[A(t — )| H(t — ')

Es en este caso una fubnidet — ¢’ debido a la invariancia de la ec. hongoga frente a
traslaciones temporales, y se la escribe cénio— ).

1.2.8. Funcion de Green para ecuaciones diferenciales lineales de or-
denn

Consideremos primero el caso particular de Unica ecuadin lineal inhomo@nea
de primer orden

du
= —altu=f()
es decir,
Llu(t)] = f(t) (150)

conL = £ — a(t) un operador linealHemos visto que la solum parau(t) = uo €s

u(t) = K(t,to)ug —I—/t K(t,s)f(s)ds (151)

con
t

K(t.#) = expl | a(s)ds] = un(t) fun(t)
y up(t) = expl [ a(t)dt] una soluddn arbitraria de la ec. homégea. Consideremos ahora
el caso en qug, — —oo, conugy =0,y

ft) =o(t—1t)
Obtenemos, gi # t/,

K(t,t) t>t

u(t) = /_; K(t,s)d(s —t')ds = { 0 t<t
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La solucbn anterior eda funcibn de Green causalel problema y se la defin& en la
forma

G(t,t)= K(t,t"H(t —t) (152)

La funcibn de Green desemii@ un papel central en la descripeimatenatica de febme-
nos fsicos, y se la denomina a veces ta@mbiuncbn respuesta. La ec. (152) representa
la respuesta del sistema gfiente a una fuente puntual actuanda’eestando el sistema
en reposo para< t'. Debe considérsela como undistribucion. Queda definida por la
ec.

LGt t)) =6t —1) (153)

y la condicbn inicial G(¢,t') = 0 sit — ¢'~. Puede verificarse que la ec. (152) satisface
(153), tanto por derivadn de la distribud@n K (t,t')H(t — t") como por aplicadn del
primer miembro de (153) a una fudai de prueba arbitraria. Se dejan los detalles para
el lector. Para > t/, G(t,t') es la soludn de la echomogneacon la condiddn ini-
cial lim,_ .+ G(t,t') = K(t',t') = 1. Recordemos tamén que, a diferencia d&(t, t'),
K(t,t') es soluddn del sistema homémeo:L[K (t,t')] =0V t.

La solucbn de (193) con la condign inicial ug = 0 t, = —oo puede entonces
escribirse como

u(t) = /_ S G (154)

done el imite superior puede extenderse hastga queG(t, ') es nula pard > t. Dado
que

f0) = [ e -ty

la ec. (154) puede interpretarse como la suma de las sokgioarticulares para cada
uno de losérminosf(t')d(t —t'). Utilizando (153) puede verificarse inmediatamente que
Llu(t)] = [ o(t = ¢) f(t))dt' = [(t).

El operador linealz definido por

Gliw) = [ Gl
desempi@a entonces el papel deversadel operadorL, ya queL[G[f(t)]] = f(t) V
funcion de pruebaf(¢). Notemos que si nos restringimos a soluciones que cumplen
u(tg) = 0, conty = —oo, la solucbn dada por (154) es lanica soluddn de (193).
Notemos taml@in que la aplicadin de L a una funddn de prueba:(t) puede escribirse
en forma similar enérminos de una distribuim L(¢,'): L{u(t)] = [~ L(t, ¢ )u(t')dt’,
conL(t,t') =t —t) —a(t)i(t —1t).

Si a(t) depende de, el operadorl no es invariante frente a traslaciones temporales
por lo queG(t, t') dependex en general dey ¢’ y no $lo det — t'. Por ej. sia(t) = —2t,
G(t,t) = e [ (¢ —¢'). En cambio, siu(t) = a, constanteL es invariante frente
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a traslaciones en el tiempo, por lo gGét,t') dependex Dlo de ladiferenciat — t'. En
este caso,
G(t,t") = e H({t —t)

y se la escribe normalmente cori¢t — t').
Mencionemos finalmente que la soldicigeneral (151) puede escribirse para t,
tambén como

u(t) = G(t, to)ug + /OO Gt t)f(t)dt', t >t

Caso General: Ecuaobn diferencial Lineal de ordenn

Consideremos la ec. lineal de ordegeneral

%—I—an_l(t)(j;;—l?%—. . .+a1(t)2—? + ag(t)u = f(t) (155)
gue puede escribirse como
WA= (1),
con
U 0
" — du/dt ) = 0 ’ (156)
i f(t)
0 1 0
Alt) = 0 0 1 (157)

—ao(t) —ar(t) .. —ap 1 (8)

Consideraremos;(t) y f(t) continuas en un intervalo cerradpen el cual se aplicacan
las consideraciones siguientes.

Como f(t) aparece en laltima fila en (156), y 8lo nos interesa conoce(t), bas-
tara con evaluar el elemento

g(t,t') = G, (t, 1)

de la matriz de Green, que satisface la ec.

d"g d"'g dg ,
I () —2 = = 5(t— 1
s +a,_1(t) = +...4a(t) o +ag(t)g = §(t—t') (158)

cong(t,t') = 0sit < t', y que para > t' es la soludn de la echomogneacon la
condicbn inicial

dnflg

dg

g(t/7t/) = 07 %|t:t’ =0 = ]_7

|t:t’ = 0;
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(recordemos qu$li§n+ G(t',t") = I). Tantog como las derivadaglt%g(t,t’) parak =
- !

1,...,n—2,son pues continuas eén= t'. SOlo la derivada de ordem— 1 es discontinua,
lo que asegura que se satisfaga (158).

Si tantou como sus derivadas se anulan plafat,, y t, — —oo, la solucon de la ec.
inhomognea (155) es

utt) = [ o) ()t

—00

Sif(t) =0parat < 0,u(t) = [ g(t,t')f(t)dt’.
En el caso de coeficientes constantes,

g(t,t') = g(t =), con g(t) = {exp[At]}1n H(t) = un(t) H(2)

dondeu,(t) es la soludn de la ec. homdgnea con la condion inicial u%’“)(o) =0,
k' = 0,...,7’L—2,U£Ln_l)(0) =1.

Ejemplos

1) Ec. lineal de orden 2 con coeficientes constantes:

d*u du
4 9q— = 1
e + a +bu = f(t) (159)

Las rdces de la ec. caracistica
PA) =X +2a\+b=0

son\. = —a £ r, conr = va? — b. La solucdon general de la ec. homegea es, Si

Ay # A
up(t) = c et +c et

y la solucbn parau(0) = ug, v(0) = vy €S

Vot aug
T

up(t) = e "[ug cosh(rt)+ sinh(rt)] (160)

La funcion de Green se obtiene reemplazangle- 0, vy = 1 y multiplicando porH ():

o) = %e‘“t sinh(rt) H (¢) (161)

y satisface
d’q dg
w —0—2@% +bg = (5(t)
Sir = 0\ = A.) la solucbn de la ec. homanea para.(0) = 0, v(0) = 1 es
up(t) = e~ "ty entonces
g(t) = e “tH(t) (162)
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resultado que puede obtenerse directamente de (161) tonehinehite » — 0.
Si f(t) = 0 parat < 0y el sistema eéten reposo hasta= 0, la solucdn de (159)
parat > 0 es pues

u(t) = lfot e~ sinh[r(t—t))] f(t)dt' (163)

,
Como ejemploikico, podemos considerar la ec. de movimiendsicia de una padu-
la de masan colgada de un resorte en un medio viscoso, en presencia diearnar’(t):

d?*u du
— +y—+ku=F(t
maE g = F
dondey > 0 es el coeficiente de rozamiento @mico,k > 0 la constante del resortewy
la coordenada vertical medida desde la pésicie equilibrio (el pese-mg que aparecés
en el lado derecho se cancela al efectuar la trasfaci— u — mg/k, dondemg/k es la
posicbn de equilibrio; en forma @oga podemos tamé cancelar el promedib(¢) en
un cierto tiempo). Esta ecuaci corresponde a
gl k F(t)
Sia® > b (y? > 4mk) = r es real yg(t) es una combinach de decaimientos exponen-
ciales (como < a, a £ r son positivos).
Sia? = b (y? = 4mk) = r = 0 y obtenemos el resultado (162).
Finalmente, si? < b (y? < 4mk) = r es imaginarior = iw, conw = v/b — a? real,

o(t) = ie“t sin(wt) H (1)

gue representa un movimiento oscilatorio amortiguado para.
Notemos taml&n que siu = 0 (roce nulo),

o(t) = isin(wt)H(t)

representa un movimiento oscilatorio @&mico parat > 0, conw = /b, mientras que si
a=b=0,

g(t) = tH(t)
gue representa un movimiento uniforme para0. Este caso corresponde a la ec.
d’*u
= f(t
= 1)

y su solucbn parat > 0y u(0) = +/(0) = 0 es entonces
t

u(t) = / (t—t)f("dt
0
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que equivale, tras una integranipor partes, a

u(t) = /O t dt’ /0 ' f"a”

2) Ec. lineal de orden con coeficientes constantes:
La ec. caractéstica es

P(A) = N'+a, A" . Fa A tag =0

Si P poseen raices)\, distintas, la solud@n general de la ec. homegea es

n

up(t) = Z et

k=1

Construyendo la solugn particular para”(0) = 0sii = 0,...,n-2, conu™ 1 (0) =1,
puede mostrarse que

Mt
g(t) = ; IR (164)

Como P(A) = [[i—i(A — M), P'(M) = 1 .(Ax — A;). Por ejemplo, para = 2

obtenemos

At Aot

— €
= —
g(t) SV

Reemplazada, = a & r, se obtiene la ec. (161).
Si existen ré&ces con multiplicidad> 1, ¢(¢,t") puede obtenerse comiiite del re-
sultado (164).

H{(t)

Ejemplos importantes de ec. inhonéogas
Oscilador armnico de frecuencia propigsujeto a fuerza externa de frecuenciavisto
en detalle en clase.

3)

d

d_z; —au = foeMH(t) (165)
La solucbn parat > 0y u(0) = 0, es, Sia # A,

¢ Ny eM — et
ut) = fo / N gy = f (166)
0 A—a

El primer €rminow,(t) = ;% es una soluéin particular de la ec. inhomégea que
puede obtenerse directamente reemplazandd = ce* en (165), lo que conduce a
¢ = fo/(A—a). El segundoé&rminouy,(t) = —%e“t es una soluéin de la ec. homanea

ajustada para que(0) = 0. Si la ec. homognea describe un decaimientoa < 0, en
cuyo casau(t) es un érmino “transitorio” que se “apaga” al aumentar
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Si A — a en (166) obtenemos comimrlite
u(t) = foe™t (167)

resultado que puede obtenerse directamente de la integfab6) para\ = a. Notemos
la depencia lineal coh

El resultado (166) esalido para cualquiek # a, en particulan\ = iw, conw real, que
corresponde al caso de una fuerzafdida sinusoidal. Siy f, son reales, la parte real de
(166) es la solud@in paraf(t) = focos(wt) y la parte imaginaria parf(t) = fosin(wt).
Vemos de (166) que la soluri particular oscilax con lamismafrecuencia externa pero
con una amplitudy /(iw —a) que depende de la frecuencia, y que tiende a Oparacc.

Por ej., en un circuito con indudm L, resistenciak y potencialV/ (¢), la corrientel

satisface la ec. Jl
L— +RI=V(t

que corresponde@a= —R/L, f(t) = V(t)/L. El caso\ = iw corresponde a un circuito
con corriente altern® (t) = Vpe™.

4)
dii .
d—? — Al = focH(t) (168)

cond, fo den x 1, A den x n. Si@(0) = 0, la solucbn parat > 0 es

i(t) = /0 t explA(t — )] foe ' dt’ = i@, (t) + @n(t) (169)

donde,(t) es una soluéin particular de la ec. inhomégea yui,(t) = exp|At|d, una
solucbn de la ec. homdmnea que ajusta la condbai inicial. Si\ no coincide con ningn
autovalor ), de A, u,(t) seié de la forma

Reemplazando en (168) se obtiene
(A — A)ae™ = foe

de donde .
¢=(\—A)'f

Por lo tantogi,,(t) = — exp|At|Cy
@(t) = (M — exp[At])(M — A) " fo, A% N (170)

Para\ = iw # \;, obtenemos el conocido e importante resultado que la $olymrti-
cular de (169) tendrlamismafrecuencia que eermino inhomo@neo, con una amplitud
dependiente de la frecuencia.
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En cambio, si\ coincide con un autovalox, de multiplicidadn, (Al — A) no es
invertible y la soluddbn anterior no esalida en generali,(¢) contenda trminos de la
formae*tt™, conm < ny, y puede hallarse evaluando (169) en una base conveniente o
bien tomando elimite de (170). Por ejemplo, 8i, = 1, @, (t) se@a de la forma

i, (t) = (¢4 aijt)e!
dondeAuw, = A\,v,. Reemplazando en (169) obtenemos
(Ml — A+ oty = fo

de donde puede obtene@eligiendoa t.q. fo — ab, sea ortogonal &;.

5)
d*u du v
pr) + QGE + bu = foe™ H(t) (171)
La solucbn parat > 0y u(0) =0, /(0) =0, es
t
ut) = fo [ glt = )Nt = uy(t) + wi(0) (172)
0

SiAnoes réz de la ec. caractitica, es decirt) # Ay, condy = —a+r,yr =+a? — b,
obtenemos, para+# 0,

u(t) = foe’\t _ foeM
P A=A )A=A2)  A242ar+b
— foe=*[cosh[rt]4 (A +a) sinh[rt]] /r
(A=A (A=A)
Nuevamente,(t) es una soludin particular que puede obtenerse reemplazano =
ceM en (228) yuy,(t) una soluddn de la ec. homdgnea ajustada t.g(0) = 0.
SiA = Ay = —a 7 (“resonancia’)=
At —at o:

u(t) = £1C7 ) — o T (174)
gue pueden obtenerse commite del resultado anterior o por integraide (172). Si
a =0y r =1iw, conw real, tenemos el caso propiamente resonante, en el que laLamp
de la osciladdn resultante es proporcionat.a

Sir — 0 (raiz doble) yA # —a,

foe)\t
up(t) = ()\‘{‘&)2’
Finalmente, si - 0y A — —a,

(173)

Uh(t) =

—foe 1 4 (a + \)t]
(A a)?

uh(t) =

1
u,(t) = ifoe_“ttQ, up(t) =0

Mencionemos finalmente que para una fuefza = fyt", con. # 0, u,(t) se@ un
polinomio de grade: mientras que si una iaes nula (por ejA_ = 0), u,(t) se@ un
polinomio de grada + 1.
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1.3 PROBLEMAS CON CONDICIONES DE CONTORNO: EL PROBLEMA
DE STURM-LIOUVILLE

1.3. Problemas con condiciones de contorno: el problema
de Sturm-Liouville

[.3.1. Generalidades

Hasta ahora hemos visto ecuaciones diferenciales conaioneésiniciales Para una
ecuacdn lineal ordinaria de segundo orden, las que las constdetegegradn se de-
terminaban a partir de los valores de la fuimcincdgnita y su derivada primera en un
instante inicialt = t,. Comenzaremos a estudiar en esta clase problemas de segundo o
den en los cuales las constantes de integraguedan determinadas, no por condiciones
iniciales, sino porondiciones de contorndn tales problemas, el rango de variacide
la variable (que represengausualmente una positi) esh restringido a un cierto inter-
valo y las constantes de integragise determinan a partir de los valores de la fomci
incognita y/o su derivada en los puntos extremos del intervalo.

Tomemos una ecuam lineal de segundo orden general

d’u

=+ A(:U)Z—Z + Bla)u = F(z) (175)

dondeA(x), B(x) y F(x) son continuas. Tal ecudxi es equivalente a

d du
= [ple) ] + alw)u = f(2) (176)

dondef(z) = —p(z)F(x), q(x) = —p(x)B(z) y

p(l') _ efA(x)da:

es una fun@én positiva

En efecto, com@/(x) = A(z)p(x), se tiene(pu’) = pu” + p'u’ = p(u” + a1u’),
reducéndose (176) a la ec. (175) multiplicada pg#(x).

La ec. (176) se denomina ec. &urm-Liouvilleinhomogenea (la correspondiente
ecuacbn homo@nea se obtiene pafdzr) = 0) y se escribe usualmente como

Llu(z)] = f(z) (177)
donde p p
L= —%[p(ﬂf)%] +q(7)

es el operador lineal de Sturm-Liouville. Tal operadofiactobre funciones(z) de-
finidas en un dado intervalo real< = < b, y Slo queda completamente definido cuando
se especifican los valores de la fultinadgnita, su derivada primera, 0 combinaciones
lineales de ellas en los extremas &) del intervalo. Tales condiciones se conocen como
condiciones de contorno, y las funciones que las satisfaopstituyen eddominio del
operador de Sturm-Liouville
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Problemas de este tipo aparecen frecuentemente en ecegmc@nderivadas parciales
al aplicar el nétodo de separamn de variables, como veremos en la@qimas clases.

Cabe insistir aquen que estudiaremos primero el caso enyg{u¢ esno nuloen|a, b].
Mas adelante, analizaremos el caso en;gu¢ se anula en uno o ambos extremos, que
conduce al estudio de las llamadas funciones especiales.

1.3.2. Tipos de condiciones de contorno

Ejemplo 1:Consideraremos primero la ec. (177) en un intervalo fifité], con las
condiciones de contorno conocidas como condiciond3idehlet homogneas,

u(a) = u(b) =0 (178)

El primer punto importante a analizar es la existencia 0 nsafigciones no triviales
u(z) # 0 de la ecuadnhomogneal[u| = 0, que satisfaga las condiciones (220). Como
veremos, la no existencia de tales soluciones (tamitamadas modos cero) es condicti
necesariay suficiente para que la ecoa@homo@nea tenga solua@n Unica, Va funcbn
de Green.

Por ejempilo, si

d2
dz?

(p(z) = 1, q(z) = 0), la solucdbn general de la ec. homegeal[u] = 0 esu(x) =
cx 4+ d. Siu(a) = u(b) = 0 = ¢ = d = 0. La ecuaddn homo@nea 6lo admite, pues, la
solucbn trivial.

Ejemplo 2:Como segundo ejemplo, si

d2
L=—— -k
dz?

la ec.L[u] = 0 posee la soluéin
u(z) = ce*™ + de=**, que
podemos escribir como

uw(z) = sin(k(z —a)) + d cos(k(z — a))
Siu(a) =0=d =0,y
la condicdnu(b) = 0 implica

¢ sin[k(b—a)] =0

gue posee una solei no trivial (¢’ # 0) siy Dlo si

k(b—a)=nm, neZ

En caso contrario’ = 0y la Gnica soluddn esu(z) = 0.
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Las condiciones de contorno (3) no soasmue un caso muy particular. En general,
las condiciones de contorno que definen el dominio de un dpexe Sturm-Liouville
pueden ser de dos tipdscales o separadas no locales Se llama condiciones locales
a aqeellas que establecen una refatientre la fundn incdgnita y su derivada en cada
borde por separado. Entstas, las usualmente consideradas son las llamadasiooedic
de contorno de Cauchy, o de Robin horangas:

cau(a) + dyu'(a) =0, cpu(b) + dy'(b) =0 (179)

Sid, = d, = 0, estas se reducen a lasdigichlet homogneas mientras que,si =
a, = 0, se obtienen las condiciones Neumanrhomogneasy’(a) = «'(b) = 0. Por
supuesto, puede tenerse taérhi, = ¢, = 0, en cuyo caso se obtienen las condiciones
mixtasu(a) = 0, u/(b) = 0 (Dirichlet en un extremo y Neumann en el otro). En general,
la condicbn impuesta en un extremo es independiente de la impuesta&a.e

Notemos que el conjunto de funciones que satisfacen camgiside contorno del tipo
(179) forman un espacio vectorial (si y u, las satisfacess c,u; + cous tambign las sa-
tisface). No ocurre lo mismo para condiciones de contornleamogeneas (combinagn
lineal deu y su derivada igualada a una constante distinta de cero).

Las condiciones de contormm locales en cambio, establecen una retacientre el
valor que toman la funén incbgnita y su derivada en uno y otro bord@&itos ejemplos
de condiciones de contorno no locales son las condicipeesdicas

u(a) = u(d), pla)u'(a) = p(b)u'(b) (180)
y antiperiodicas

u(a) = —u(b), pla)d(a) = —p(b)u'(b). (181)

1.3.3. Caracter autoadjunto del operador

Una propiedad fundamental del operadoron las condiciones de contorno
(179), (220) o0 (181) es que resuétatoadjunto

Teorema 1.3.1 Siu y v son dos funciones reales que satifacen alguna de las comgisi
de contorno (179), (220) o (181), entonces se cumple

(v, L[u]) = (L[v], u) (182)
donde(v, u) denota el producto interno usual
b
(v,u) = / v(x)u(z)dx
(hemos supuestg v reales).
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Demostraddbn: En efecto, integrando por partes obtenemos

b
(v, L{u]) — (L[o).w) = ﬁv@u')' — u(pv'))da
- L/kvpu»/-<upqudx

= plov’ —w']], = pW(v,u)b =0 (183)
para las condiciones (179), (220) o (181). En efectoaed Yerificar que el Wronskiano
W (u,v) se anula independientemente en cada extremo para functpreesatisfacen
condiciones de contorno de Cauchy, y que la contribnae un extremo se cancela con
la del otro extremo para funciones que satisfacen condesae contorno pebiicas o
antiperiodicas.

O

Notemos que la noon de operador autoadjunto sobre un espacio de funciones es e
tensbn natural de la definibn de matriz autoadjunta. En efecto, en el caso de veciiores
de R" y operadores lineales representados por matdaesles de: x n, con el producto
interno usualv, ) =v- 4 =Y, _, viu;, A se define autoadjunto &F, Au) = (Av,u) V
i, V€ R",0sea, sb_, ; viAju; = >, uiAyv;. Esto implicad;; = Aj; V4, j, es decir,

A"™ = A. Los operadores lineales reales autoadjuntoB’eson, pues, representados por
matricesA simétricas

Como veremos a continudci, el caacter autoadjunto del operador tiene consecuen-
cias muy importantes: La furtmh de Green asociada, si existe, resultaésiiva y se
satisface, por lo tanto, el principio de reciprocidad (veecdn 1.3.4). Por otra parte, el
operador tiene un conjunto completo de autofunciones, gueisa base del espacio vec-
torial de funciones en el dominio (ver semcil.3.6).

1.3.4. Funcion de Green para condiciones de Cauchy. Solum del
problema inhomogeneo

Consideremos ahora la ec. inhordoga (177). Como en los problemas de condicio-
nes iniciales, la herramienta general de reséluciea la funcbn de GreerGG(z, =’) del
operadorL con la condicbn de contorno (179).

Se define dicha funén de Green como la solui de la ecuadin (el sulindice en el
operador indica que el mismo aetsobre el primer argumento de la fultide Green)

L,|G(x,2")] = 6(x — 1) (184)
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(dondea < z,2’ < b) que satisface, en su primera variable, las condicione®le c
torno (179), es decir

dG

/ d —_— et / g
caG(a,2') +d, I (x =a,z) 0,
, dG ,

Probaremos a continu@ci que:

Teorema 1.3.2 i) dicha solucon existe y esinica si y ®lo si la Gnica solucdn de la
ecuacon homo@neal|u(z)] = 0 con la condicbn de contorno (179) es la sol@ci
trivial u(z) = 0V z € [a, b] (N0 existen modos cero) y

i) en tal caso existe unénica solucdn de la ecuadén inhomognea (177) con la
condicibn de contorno (179), dada por la convolanoi

u(x)—/ Gz, o) f(2")dx' (186)

Demostraabn:
Probaremos primero ii). Resulta claro que(siz, 2’) existe,
(186) es solud@n de (177) pues

b

b
Liu(z)] = /Lx[Gu, )] f (') da! = / 5z — o) f(o!)de’ = f(z),

donde hemos usado, primero, gu@ctia sobre la primera variable, no afectada por
la integral; luego, hemos usado la ecuaeidiferencial que define a la furisi de Green
y, finalmente, la definibin de la distribuadn delta de Dirac.

Adenas, u cumple la condid@n de contorno (3) pue& la cumple en su primera
variable, no afectada por la convol@n. En efecto

b
cqu(a) + du'(a) = / caG(a,2") + dacfl—G(x =a,2")f(2")dz' =0
a T
’ dG
cpu(b) + dyu’ (b) = / aG (b, ') + db%(:v =b,2")f(2")dz' =0

Hemos mostrado, entonces, que (186) es sfuci

La unicidad de esta solu@n surge, por el absurdo, una vez probado i). En efecto, si
existenw; y v t.q. L{v;(x)] = f(x),i = 1,2, satisfaciendo ambas (179), por la linealidad
de L se tieneL[v,(z) — vo(z)] = L[vi(z)] — L]va(x)] = 0, lo que implica, por i), que
v; — v = 0 0, equivalentemente; = vs.

La prueba de i) se vardirectamente por construcém de la funddbn de Green.
Seanu,(x) y us(x) dos soluciones de la ecuéci homogneal[u(z)] = 0, cada una
de las cuales satisface la condai de contorno en uno de los extremos:
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catn(a) + dtiy(a) = 0, cous(b) + dyuty(b) = 0 (187)

Por el principio de superposioh paralL|u(z)] = 0, siempre existen solucion@ésicas
u1(x), uz(x) No identicamente nulas que satisfacen estas condiciones. Borpd), Si
v1(x) Yy vo(z) son dos soluciones cualesquiera linealmente indeperedietdl[v] = 0y
no nulas,

ur(z) = v1(x)[cava(a) + davy(a)] — va(2)[cavr(a) + davy(a)],

uz(z) = v1(x)[cpv2(b) + dyvy (b)] — va()[cpv1 (b) + dyvy ()]

satisfacen (187)).

Por otro lado, parap y ¢q continuos yp > 0, no pueden existir dos soluciones lineal-
mente independientes que satisfagan ambas la c@amddz contorno en uno cualquiera
de los extremos del intervalo (pues, en tal caso el detemmténde la matriz fundamental,
es decir el wronskiano de estas solucionesigseulo en ese extremo).

Parax < ', L|G(z,2")] = 0y podemos entonces escrilti(z, z') = ¢ (z")uy(z),
que satisface la condion de contorno em = a. Ardlogamente, st > 2/, G(z,2') =
co(x")ug(x), que satisface la condioh enxz = b. Por lo tanto,

N oa@)u(z) <o
Glo.a) = { e 22 (189)
Integrando (184) entre’ — c y 2’ + ¢,

cone > 0, obtenemos

z'+e
- )G NI+ [ o)l e’ =1

dondeG'(z,2) = £G(z,2').

Debido a la continuidad de y ¢, esta ecuaéin puede satisfacerséls si G(z, ')
es continua y su derivada tiene una discontinuidad de madnitl /p(z') enx = 2’ (es
decir,—p(z)G'(z, z') debe ser de la form&l (x — z’) + ¢(x), con¢ continua enc = 2/,
para que(—pG'’)’ contenga uné&rminod(x — z')).

Esto implica

AW/ N INS S . 1
o (2)uy (') — (2" )uy(2) = o)
conu/(z) = %' lo que determina; y c,:
ca(2) = —us(2)/C, c(a') = —w(a)/C

donde
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C = pla)ur (2 )us(2) — ua(a)ui (2')]

= [pW (g, ), W (1, uz) =

Uy U2

! !
Uy Uy

La solucbn existe 8lo siC' # 0, o sea, 6lo si el WronskiandV (uy, us) €s no nulo.
Esto se cumple si; (x) y uz(x) son dos soluciones linealmente independientes|de=
0.

En tal casoC es una constante, independientextte

/

[p(u1uy — uguy)] H(uruy — upu) + p(uruy — usuy)

=D
= w1 (pus) — uz(pui)’ = q(urug — uguy) =0
El resultado final paraC' # 0 es pues

n | —ui(z)ug(a)/C oz <
G(z,2') = { —up (2 )ug(x)/C x>

SiC = 0, la funcibn de Green no existe. En este caso las soluciop@s y us(x) son
linealmente dependientes, es deeitz) = cu;(z), por lo queu, (z) satisface la condi-
cion de contorno en ambos extremos. Esto implica qudé si 0, existe una soluén no
trivial u; # 0 que satisfacd.[u;] = 0y las condiciones de contorno (3). En otras pala-
bras, la funcon de Green existe si Y si la Gnica solucbn de la ecuadéin homognea
L[u] = 0 que satisface las condicionésr9) esu = 0. Esto concluye la prueba de i) y,
al mismo tiempo, (189) da una expi@siexpicita para la funcon de Green.

(189)

O

Notar: El resultado es completamentélmgo al que se obtiene al resolver sistemas
de ecuaciones lineales algebraichs = b, con A una matriz dex x n, y x, b vectores
columna dex x 1. Silalnica soluddn al sistema homa@meoAzr = 0 esz = 0, entonces
existe la inversal~*, definida porAA~! = I, con/ la identidad (es deci(AA™"), ; =
d:;)y, en tal caso, la soluah de Az = b eslnica y esh dada porr = A~'b (0 sea,
xr; = E]. A;;b;). En cambio, si existe # 0t.q. Az = 0, la inversad™~! no existe.

El operador lineal definido por
b
Clu(z)] = / Gla, o ulz')dz’ (190)
es, pues, éhversodel operadot. y se lo denota a veces taréhicomoL .
Notemos que i) el inverso del operador lind#derencial L es un operador lineah-
tegral (G(x, z") se conoce como elieleo del operador integral) y que @& depende no

solo de los coeficientes(z), ¢(x) de L sino tambén de lacondicbn de contorno
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Notemos taml@n, volviendo a la ecuamn (189), la simeia

G(x,2') =G, z), (191)

gue permite enunciar el

Principio de reciprocidad.a respuesta del sistemaefrente a una fuente puntual en
2’ es icentica a la respuesta del sistemaréfrente a una fuente puntual enain sip y
g dependen de. Esto se debe al cacter autoadjunto d&. En efecto, debido al cacter
autoadjunto dd.:

(L.G(z,2"),G(x,2")) = (G(x,2"), L,G(x,2")) .

Usando la ecua6h diferencial que satisface la fubaide Green, y la definign de la
delta de Dirac:

b b
/ dzd(x — 2")G(z,2") = / deG(z,2")o(x — 2"),
gue conduce a
G(:L’/,:l://) _ G(JJ//,SC/>

A partir de (191), es#cil ver que el operador inverge, definido en (190) es tarrdm
autoadjuntof(v, G[u]) = [ [*v(2)G(x, 2’ Yu(a’)dzdz’ = (G[v],w).

Obsrvese que la funén de Green (189) no es invariante frente a traslaciones espa
ciales (debido a las condiciones de contorno). La invaadraslacional eatrota, aun si
pY ¢ son constantes, por lo qU&z, 2') # G(xz — ').

La solucbn (186) puede entonces escribirse como

— T b
) = 7 lua(a) 0o+ () (o) £ ')

y puede verificarse exigitamente qud.[u] = f. Siempre es posible escribirla en la
formau(z) = u,(z) + up(x), dondeu, es una soludin particular de la ec. inhomégea
(Lup] = f) Yy up una soluddbn de la ecuabin homognea ([u,] = 0) ajustada para
satisfacer la condion de contorno.

2

Ejemplo 1 L = —j? (p(x) = 1, g(x) = 0). En este caso, tomando= 0,b > 0y
u(0) = u(b) =0,

w(z) =z, wus(x)=x->

yC =z — (z —b) = b. Obtenemos

/ x(b;x’) T = x’
G(.T, x ) - wl(bffl‘) ’ (192)
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La solucbn de la ecuadin

d2
—— = f()

para0 < z < bconu(a) = u(b) = 0 es, entonces

b

u(z) = /OG(az,x’)f(x’)da:

Si f(x) = z* se obtiene

1 x? b3
- b3 3 - _ s
u(x) 12:1;( x°) 15 + 75
que se compone de la sol@niparticular—z*/12 mas la
solucbn de la ec. homdgnear)? /12, tal queu(0) = u(b) = 0.

Ejemplo 2 L = —dd—2 w?,a=0,b> 0. En este caso, parda) = u(b) = 0,

uy(x) = sin(wx), wuz(x) = sin(w(x—>b))

y C' = wisin(wz) cos(w(z—b)) — cos(wx) sin(w(z—0b))] = wsin(wb).
La funcibn de Green existedo sisin(wb) # 0, es decir, Siv # nw/b, conn € Z (ver
ejemplo en la secon 1.3.1). Cuando existe, se tiene
1 i i - <z
Glo,a') = { sin(wz) sin(w(b—2")) z <=

wsin(wb) | sin(wz’)sin(w(b—=x)) ¢ >

Paraw — 0 se recupera el resultado (192).
Siw = ik, conk real, la funcon de Green existé k # 0 y se obtiene reemplazando
w — k, sin — sinh en el resultado anterior.

Ejemplo 3
. 2 . -
Consideremos nuevamente= —-L;. Si la condicon de contorno es'(a) = u/(b) =
0, la funcibn de Green no existe: Tenemos

ur(x) = c1, us(x) = co

y, por lo tanto,C' = 0. Esto se debe a que la soliconstante.(z) = ¢ # 0 es
solucbn no nula deL[u] = 0y satisfaceu'(a) = u/(b) = 0. Obfrvese que, en este
caso, la soluén del problema inhomamea, si existe, no dsica. En efecto, dada una
solucbn, siempre se le puede sumar una constante arbitraria atjgiase la ecuacn
homogenea y la condiéin de contorno.
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Ejemplo 4 Consideremos ahora = —d—2 — w?, con la condidnu/(a) = «'(b) = 0.
Tenemos

uy(z) = cos(wx), ug(r) = cos(w(x — b))

conC = —wsin(wb).
La funcion de Green existe nuevamenddossisin(wb) # 0, es decir, Si
w # nm /b, conn € Z. En tal caso,

cos(wa') cos(w(b—x)) = >z

G(z,2') =

~

1 cos(wz) cos(w(b—2")) = <a
w sin(wb)

Si (z,2")| = oo.

Por otro lado, siv = ik, conk real,G(z, 2') existeV k # 0.

1.3.5. Resolucdn de ecuaciones lineales homégeas por series de po-
tencias
El formalismo basado en la furizi de Green, visto en la sebai anterior, permite
resolver la ecuadn inhomo@neal[u] = f conociendo la soludn general de la ecua-
cion homo@neal|[u] = 0. No hemos dicho, sin embargd@roo resolver en general esta
Ultima ecuadn, cuando las funcionesgz), ¢(x) (0 equivalentemented(z), B(z)) no

son constantes. Esto es lo que discutiremos a contionuaci
Consideremos la ecudxi general lineal de segundo orden

u" + A(x)u' + B(z)u =0 (193)

Teorema 1.3.3 Si A(z) y B(x) son anaiticas en un entorno de = 0, es decir,
=> A", B(x)=)» Ba", |z[<R, (194)
n=0 n=0

las soluciones de (193) son aitadas en ese entorno y pueden, pues, representarse como
una serie de potencias:

=> e, || <R (195)
n=0

Demostraddbn: Supondremos primero que existe una sduadael tipo (195), y probare-

mos que converge.
n+1

Dado queB(z)u(z) = Zx Z B —mCm, Alx)d (x) = Z:c Z Ap 1M,
=0
reemplazando (195) en (193) se obtlene luego de d@mllr_

n+1
Zx [Chia(n+2)(n+1) +Z cm(MmAn—mi1 + Bpom)] =0
n=0 m=0
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Por lo tanto, como el coeficiente dé& debe ser nulo,

E :n —10 Cm [m4 1n—m-i—l Bn—m]
a - _&m= > 196

donde el segundo miembro depende de los coeficientes prgyios, ¢, 1. Se obtiene
ad una relacbn recursiva que determina todos los coeficiemfgsaran > 2 a partir de
los dos primerosgy, ¢;. Por ejemplo,

AoCl + BQCO
Cy = —T
c A101 + 2A002 + Blcg + B()Cl
3 = -
6
CQ(Bl — A()Bo) + (Al + BO — A%)

- ; (197)

Demostraremos ahora que esta serie converge para R. Seat t.q.0 < |z| < t < R.
Comolim A,t" = lim,,_,., B,t" = 0 (condicibn necesaria de convergencia de las series
n—o0
(194))3 M > 0t.q.
|Bn| < M/t", |A,| < M/t" 1,

Y n.
Por lo tanto,
MZZ:!O |cm|tm(m + 1)

t"(n+2)(n+1)
Definiendo recursivamente los coeficientes no negativos

|Cn+2| S

M Znilo dt™ (m + 1)

m

t"(n+2)(n+1)

dn+2 =

condy = |col, di = |c1|, tenemose, | < d,, V n. Adends,

dovs = ooy n Mt(n +2) ]
T+ 2) T (n+2)(n+ 1)
por lo que
dpi2lz|"t? 2|
lm —————=—<1
nl—{l;.lo dn+1|x|n+1 t

lo que implica, por el criterio del cociente, que - d,z, converge absolutamente si
|z| < t, esdeciry |z| < R.Estoimplicaasuvezque -, c,z, converge absolutamente
para|z| < R.

La solucbn general puede pues escribirse como

u(z) = coui(x) + crug(x)
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conu, la solucbn paracy = 1, ¢; = 0y up aquélla paracy =0, ¢; = 1:

ui(z) = -5 5 +...,
A Ay + By — A2
us(z) = x—%ﬂ—%x?’—h..

O

Obviamente, las mismas consideraciones rigen si los ceefiés son andicos en un
entorno de un punte,, en cuyo casod(x), B(z), u(z) pueden expresarse como series
de potencias efx — x,) en ese entorno.

Ejemplo:
u —ku=0
La solucbn general es(x) = ae* + e = ag cosh(kz)+ay sinh(kz), conag; = a+
3. Podemos obtenerla con ebtdo anterior (para(z) = 0, B(z) = —k?), planteado

la serie (195). Se obtiene

D aenya(n+2)(n+ 1) — kc,] = 0

n=0

de donde

k%c, Ent2nl 0
= = >
@2 T )+l ko)l

(198)

Paracy = 1, ¢; = 0, la relacon recursiva se satisface si

n

Cn = n par, ¢, =0, nimpar

H>
que conduce a,(x) = cosh(kx),y Sic; =1, ¢g = 0,
k.n
Cn =5, N impar, ¢, =0, n par
n.

que conduce a»(z) = sinh(kz). El presente teorema implica la convergencia de estas
seriesv z € R. Veremos ahora otro ejemplo de aplicati
Ejemplo:Ecuacion de Legendre

(1 — 2" — 220 + XA+ Du =0 (199)
Puede escribirse tan# en la forma de Sturm-Liouville,
(1 — 2] + XA+ 1Du=0
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y corresponde al(z) = 2%, B(z) = Al(fii), siendo ambos arititos parajz| < 1.

Surge al considerar la eqgu = —\(A+1)u, dondeA, es la parte angular del Laplaciano
en coord. edricas yu una funcon depen- dientetdo ded:

1 0,. Ou
() 90 ") 5g)

= A\ + Du

la cual se reduce a (199)si= cos ¢ (Sinl(a)% = —2).ComoA(A+1) = (A\+1/2)*—1/4,

es suficiente consider&e[\] > —1/2. Planteando la serie (195) se obtiene

Zx"{cn+2(n +2)(n+1)—cynin—1)+2n = AN+ 1)]} =0

de donde

nn+1)—AA+1) (4 A+D(A—n)
n+2)(n+1)

Chy2 = Cp — —Cp

(n+2)(n+1)

Parac; = 0y ¢g # 0, Se obtiene la soluon par, dondecy,,,; =0y

MAHD AA=2(+ DA+3)
g AT« 4]

Cy = —(Cp

mientras que para = 0y ¢; # 0, se obtiene la soluchimpar, dondecy, =0y

. A=1)(A+2) A=A =3)(AF2)(A+4)
3 = —Co , €5 = Co 5l ye

3!

Dado qu€c,2/c,| — 1 paran — oo, el radio de convergencia de la serie resultante es
1. Puede verse que la sol@oino es en general acotada para (—1, 1) (Jju(x)| — oo en
al menos uno de los bordes).

La excepabn ocurre siA = [, conl entero positivo, en cuyo casg,., = 0. Esto
implica que la solud@n con lamisma paridadie! se convierte en upolinomio de grado
[, que se denomin®&olinomio de LegendreEn tal caso, los coeficientes no nulos del
polinomio esan dados por

(=1)™(Is1)*(1 4 2n)!
lo = n)!(lo +n)!l(2n 4 i)!’

anJrZ':Cil!( i:O,l,nzo,...,lg

dondel, = [I/2] ([ | denota parte entera)iy= 0 corresponde a la solum par pard
par,i = 1 a la solucbn impar pard impar. Los polinomios de Legendre se defininen
exactamente como la soldci para los coeficientes iniciales = (—1)21!/[(ly!)?2!77],

i = 0,1,y pueden por lo tanto escribirse como (llamaide [, — n)

CLh (DR -2R
h(z) = ikzzo k(1 — k)1 — 2k)1"
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Dado quel=20lyi=2k — & 221-2k y k1] — ) = [1/(L), pueden tamign reescribirse

(I—2k)! da!
como

Pl(x) — iil (_1)k(l )1217216
21! da' 4= K
1 d o,
= —— (22 -1 2
g @ Y (200)
(Férmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son
1
P(zr) = 1 Py(z)= 5(3552 -1)
Pi(z) = z Py(z) = 3(52° — 3x) (201)

Los Polinomios de Legendre satisfacen las relaciones

1
2
P(1)=1 P(x)Py(x)dx = oy
W =1, | R@P s = b5

IP(z) =2l —1)zP_1(x) — (I = 1)P_s(x), | >2

Cabe destacar entonces que soluciaetadasde la ec. (199) para € (—1,1)y A >
—1/2 se obtienerunicamente cuandd = [, entero, y en tal caso para la sofuticon
la misma paridad dé la cual es un polinomio proporcional al Polinomio de Legend
(200). Por ejemplo, puede verificar el lector que para 0, las soluciones l.i. de (199)
sonu(z) = Py(z) = 1y us(z) = 1In %, siendouy(z) la solucbn impar, la cual
diverge parac — +1.

Tanto los polinomios de Legendre como las soluciones,ld(x) de la ec. (199) para
A general (denominadas funciones de Legendre de primeraupdagspecie) st di-
rectamente incorporados en la magate los programas démputo andtico.

Ejemplo:Ecuacion asociada de Legendre:

m2

(1 —2®)u” — 220’ + AN+ 1) — T

Ju=0 (202)

Sereduce ala ec. de Legendre para- 0, y surge al considerar laesgu = —A(A+1)u
parau(d, ¢) = u(f)e™?:

1 0, . ou m?
sin(0) %(sm(@)%) T sin?g

= A\ + Du

que se reduce a (202) tras el reemplaze cos §. Podemos asumir obviamerite[m| >
0, Re[\] > —1/2. Es conveniente realizar el cambio de variable (1 — 22)™/?w. Se
obtiene entonces la ec.

(1 —2*)w” —2(m + Dzw’ + [AA+ 1) —m(m + 1)jw =0 (203)
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Planteando una serie de potencias parae obtiene

. B Cn(n—1)+(2n+m)(m+1)—)\()\+1)
mem (n+2)(n+1)
_ _Cn(n—i-)\—i-l—i-m)()\—m—n) (204)
(n+2)(n+1)

Si A —m = k, conk entero positivog;,, o, = 0y la solucbn con la misma paridad de
es un polinomio de grade Estas son lagnicas soluciones acotadas de (203}-ei, 1).
En el caso usualn es entero, y soluciones acotadas de (203) eaistntonceso para
A = [ > m, conl entero positivo. La soluén con la misma paridad de-m se@& entonces
un polinomio de gradd— m.

Si bién podemos obtener dichos polinomios por medio de (204kaisvier que si
u(z) es soluddn de la ec. de Legendre (199), entonces su derivadssiemau™ ()
satisface la ec. (203):

(1 — x2)u(m+2) _ 2(m + 1)$u(m+1) + [)\()\ + 1) _ m(m + 1)]u(m) -0

Por lo tanto, para: entero positivo, las soluciones de (202) son de la farimac?)™/2u(™ (z),
conu(z) solucbn de (199). Para y m entero, com\ = [ > m, obtenemos adas deno-
minadadunciones asociadas de Legendiefinidas por

dm

P (z) = (~1)"(1 = 2" Pi(x), 0<m <l

gue son polinomios@o param entero (en tal caso de gradpy que constituyen las
Unicas soluciones acotadas de (202}-em, 1). Se define tamin

(I —m)!
(I +m)!

B () = (=)™ B (x)

verificandose

v . 2 (I+m)!
/_lpl (@B @)de = w0

1
m —m m 2
| Pr@p@ds = fo-1n g
Teorema 1.3.4 (Teorema de Frobenius-Fuchs): &{x) posee, a lo sumo, un polo simple
enz =0y B(z), alo sumo, un polo de orden 2 en= 0, de modo que para < |z| < R
se cumple

n=—1
= . B, B,
n=—2
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entonces una de las soluciones L.i. de la ec. (193) tienertadppara0 < |z| < R, de
una serie generalizada de potencias

up(x) = Z a "t =t Z anr" (205)
n=0 n=0
dondeay # 0y s es una de las rfi@es de la ecuadn indicial
s(s—1)+ A 1s+B =0 (206)
0 sea, A
1-A_
s = Tlr r=\/(1—A_)?—4B_, (207)

Si la diferenciar entre las dos races de esta ecudm no es entera, entoncesda solu-
cion de (193) es tamén una serie generalizada de potencias, etaotra raiz de (250).
En cambio, st es entero, |2 solucbn tiene la forma

uy(z) = Cuy(z) Inz + 2 Z byx" (208)
n=>0

dondeC es una constante (que puede ser @) ka otra raiz de (250), coRe[s'] < Rels].
Sir=0(s=s")C #0.

La necesidad de una serie generalizada de potencias pu@derenderse analizando
el comportamiento de la solwm parax — 0. Conservando@o los €rminos de mayor
orden en estdinite, la ecuadn (193) se reduce a

A_ B_
u =+ —Pu =0 (209)
i i
que es una ec. de Euler (vista en la clase 5) con soluciofies= cx® (y tambénz® Inz
para raices multiples). Reemplazando esta s@o&@n (209) obtenemos

cx’ls(s—1)+A_1s+ B_s] =0

gue conduce precisamente a la ec@acindicial (250). Si las dos fiaes de (250) son
distintas, las soluciones de (193) deben ser, pues, de fador® para x cercano al
origen. Si las réces son iguales, la segunda sofutiinealmente independiente de (209)
esz® Inz, por lo que la segunda solua de (193) debe ser de esta forma para> 0.

La ecuaodn indicial surge, de todos modos, al reemplazar (249) eB).1®btenemos

n

sz+n_2[an(n+s)(n+s—l)+ am(An—m—1(m=+s)+By_m_2)] =0

La anulacbn del coeficiente de*~2 (n = 0) implica

agls(s — 1)+ A_1s+ B_5| =0
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gue conduce a la ecuam indicial (250) al ser # 0. Luego, la anuladn del coeficiente
dez"*s=2 paran > 1 conduce a la reladin recursiva

ZZz_:lo a’m(An—m—l(m + S) + Bn—m—2)

(n+s)(n+s—1)+A (n+s)+ By

S (A1 (M + ) + Bus)
nn+2s+A.1—-1)

a, = —

n>1

donde el2° miembro depende de),...,a, 1. Comon +2s+ A ; — 1 = n £+ r (ver

(207)), esto esalido sin + r # 0, 0 sean — r # 0. Los problemas con una solaci
del tipo (249) pueden surgir, entonceélscuandor es entero y, en tal caso, para laira

1-A_1—r

menors = 5+ en cuyo caso |2 solucion es de la forma (251).
0
Ejemplo 1 Consideraremos, en realidad, primero un contraejemplo:
u’ +u/zt =0. (210)

Esta ecuaéin no es de la forma contemplada en el teorema 1.3.4, pye$ posee un
polo de orden 4. Puede verificarse que la s@nigieneral de esta ecuansies

u(z) = xfcy cos(1/x) + cosin(1/z)],

gue no es de la forma (249) o (251).
Notemos, sin embargo, que la soluties de la forma (249) en = 1/z (u(z) =
(c1 cos z + co8in 2) /2). En esta variable, la ecuéci (210) se convierte enl’ + 2u’/z +
u = 0, que es de la forma contemplada en el teorema 1.3.4, y la Ecuadicial es
s(s —1)+2s =0, conracess = —1y s = 0, en acuerdo con el desarrollo en serie de

Ejemplo 2:Ecuacion de Bessel

/ 2

(1= D=0 (211)
xXr xr

Es de la forma contemplada en el teorema 2 y surge en muchbemas fsicos con
simetiia cilindrica o esfrica al resolver la parte radial del Laplaciano, como veem
en pioximas clases. Siguiendo el procedimiento anterior, @ers, definienda_, =
a_y =0,

ZxSJ“"_Q[an[(n +8)n+s—1)+(n+s)—v’]+a, =0

Paran = 0, se obtiene[s(s—1)+s—v? = 0, que conduce a la ec. indicied — > = 0,
es decir,
s ==+v
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Se obtiene entonces = 0. Paran > 2,

Qp—2 Ap—2
a,n = — =

(n+s)2—v2  n(n+2s)

Sis = v, conRe(v) > 0, esto implica

Ao, 1 (=2 (n — )T (n+v)

Aon_o  4n(n+v) (=122 2pIT(n +v + 1)

Hemos utilizado adgua funcion Gammea, definida para: > 0 por

['(z) = / et
0
que satisface, para> 1, la relacon
['z)=(x—1)I'(z—1)

(esto puede verse integrando por partes). Aaeii(1) = 1, I'(1/2) = /7. Se obtiene
entonces, para natural o semientero positivo,

1 V7 (2n)!

F(n) = (TL — 1)!, F(n + 5) = W
Parar — +oo, I'(z + 1) = v/2me %2 "1/2[1 + O(2~1)], lo cual determina el comporta-
miento den! paran grande. La definiéin anterior es tambn \alida parar complejo si
Re[z] > 0. Paraz complejo arbitrariol'(z) se define por continuami analtica, siendo
analtica en todoC' excepto en los enteros negativos ares 0, donde posee polos sim-
ples (lim (z +n)I'(z) = (—1)"/n!). Se verifica adeds quel’'(—v)['(v + 1) sin(v7) =
- r——n
La relacbn recursiva se satisface entonces si

(=n"

CQZ”n!F(n +v+1)

Qopn =

Parac = 277 se obtiene dda funcion de Bessel

. —)" L\v+2n
Tla) =2 n!F(7(”L +>1/ )

n=0

llamada tamk@n funcbn de Bessel de primera especie, que es una de las soluciones de
(211). Aplicando el criterio del cociente puede verageilfnente que la serie converge
x € Rox € C. Sivno es entero, la otra soldri lin. indep. de (211) es

- —1)" T\ _vion
Tule) =2 F(E’L o 02

n=0
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Siv > 0 es entero, la relagn recursiva para = —v no puede prolongarse pata> v,

y el procedimiento anterior no eghdo para obtener la segunda soéurclin. indep (para

n > 0 entero,/_,(z) = lim J,(x) = (—1)"J,(x)). Se utiliza entonces, como segunda
vV——n

solucbn, la funcon

Y, (z) = cos(vm)d,(z) — J_,(x)

sin(vm)
denominada funéin de Bessel de segunda especie o fuamcle Neumann o Weber. La
ventaja es que elrhite deY, (z) parav — n, conn > 0 entero, proporciona la otra
solucbn lin. indep. de (211), que es de la formhdz) In(z) + 27 >, b,a™. La forma
explicita deY, (z), ad como otras propiedades y funciones asociadas, se latadatas|
apéndice géfico.

Parav semienterpJ, (z) y Y, (z) pueden expresarse &rminos de senos y Cosenos.
Por ej., esdcil ver queJ; p(z) = /22522 Y) o(x) = —y /222 En general,

m T

Teap(e) = () ()
Venp(r) = oy T (- ()

Cabe destacar finalmente qué:si 0, las funciones/, (kz), Y, (kz), son soluciones

lin. indep. de la ec.
2

u v
" - ]{?2—— :O
u—i—$+( IQ)U

El nUmerok puede ser real o complejo. Para= i, las funciones, (ix), Y, (iz) son com-
binaciones lineales de las denominadas funciones de Bessificadas/, (=), K, (z)
(véase apndice).
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Funcion Hipergeométrica confluente
Consideremos la ec.

zu" + (b—2)u —au=0 (212)

gue surge en muchos problemas de améca céntica al resolver la ec. de Sédiinger
monodimensional. Las tees de la ec. indicial(s — 1) + bs =0sons =0y s = 1 — b.
Por lo tanto, sb no es 0 0 entero negativo, una de las soluciones es una s@otateias
u(z) =37 c,x™, con

n+a
n+1)(n+0b)

y ¢o # 0. Paracy = 1 se obtiene dda solucbn

Cnt1 = Cn<

1
uy(z) = Fla,b,z] = 14+ 2ot ala + ):v2+...

b 21b(b+1)

b =~ Tn+ad
['[a] nz_% n! I'[n + b ’ (213)

gue se denominéuncion hipergeoratrica confluenteConvergev = (como es obvio a
partir de (212)). Para = —n, conn entero positivo, se reduce a polinomiode grado
n. En particular, lopolinomios de Laguerrgeneralizados se definen, péar& m < n,
como
LMz = (—1)7"&17[—(71 —m),m+1,z2]
" m!(n —m)! ’ ’

y surgen al resolver la ec. de Sotinger para ehtomo de Hidogeno. Paran = 0 se
denominan simplemente polinomios de Laguerre.

Es facil ver que sb no es entero, la otra soldci l.i. de (212) es

uy(x) = 2" "Fla —b+1,2 — b, 7]
ya que si se sustituye = z'~*w se obtiene para la ec.
zw'+2-b—x)w' —(a—b+1w=0

gue es de laforma (212) con— 2 — b,a — a — b+ 1.
Parar — coy a # —n, Fla,b,z] =~ %e%“*b. La funcibn F[a, b, ] y sus propie-
dades et tamben directamente incorporada a la magade los programas délculo

analtico.

Funcion Hipergeométrica
Consideremos ahora la ec.

(1l —z)u”" + [b— (a1 + ag + 1)zju’ — ajagu = 0 (214)
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Las rdces de la ec. indicial(s — 1) + bs = 0 son nuevamente = 0y s = 1 — b. Por
lo tanto, sib no es 0 o0 entero negativo, una de las soluciones es una sep@aleias

u(z) =37 c,x™, con

nn—1+a +ay+ 1)+ ajas
(n+1)(n+0b)

. (n+a1)(n+ as)

" (n+1)(n+0b)

Cnt1 = Cp

y ¢y # 0. Paracy = 1 se obtiene dda solucbn

Uq (flj) = F[ala ag, b7 ZU]
a10a9 al(al + 1)&2(&2 + 1) 2

=1
* 1|bx—|— 20b(b + 1)
2 T'[n+ ai]T[n + as]
= " 215
[[a1]T]as] Z n!T[n + 0] o (215)

n=

que se denominfuncion hipergeoratrica. Converge paré| < 1 (como es obvio a partir
de la ecuadin) y es obviamente sigtrica con respecto@ Yy a,. Sia; = —n (0ay = —n),
conn entero positivo, se reduce a palinomiode grada:. En particular, lopolinomios
de Jacobise definen como

Mo +n+1]

PYP(g) = ——
W) = a1 1]

Fl-n,a+B8+n+1,a+1,(1—-2)/2

Parac = 5 = 0 se reducen a los polinomios de Legendre, vistos anteridemen
Es facil ver que sb no es entero, la otra soldai l.i. de (214) es

ug(z) = 2" Flag —b+ 1,0y —b+ 1,2 — b, 2]

ya que si se sustituye = z'~®w se obtiene para una ec. del tipo (214) con, —
ay—b+1,a0 - a1 —b+1yb— 2 —b. Esta funadbn y sus propiedades asiambén
incorporada a los programas daaulo anaitico.

1.3.6. Autovalores y Autofunciones deL

Consideremos nuevamente el operador de Sturm-Liouvilgi existen un amero
y una funcénv(z) # 0 que satisfacen la ecuéci

Liv(z)] = Mv(z) (216)

Vx € [a,b], conjuntamenteon alguna de las condiciones de contorno mencionadas
en la secdn 1.3.2, se dice qu& es unautovalor(o valor propio) yv(z) una autofun@n
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(o funcibn propia) deL con dicha condién de contorno. Enfatizamos quey v(z)
dependen tanto dey ¢ como de la condiéin de contorno.

Es obvio que sb(x) es autofundn, cv(z), conc una constante no nula, es ta@i
autofuncon con el mismo autovalor, por lo géstas quedan definidas a menos de una
constante multiplicativa.

Hemos visto que la funén de Green para una determinada coraiae contorno
local (3) 0 (179) existe si y&o si no existe una funénu(z) # 0 que satisfagd.[u] = 0
con dichas condiciones. Esto implica qiér, z’) existe siy 6lo si L no poseeingin
autovalor nulocon dicha condién de contorno (de alproviene el nombre de modos
cero).

Es facil mostrar el siguiente

Teorema 1.3.5 Si L es autoadjunto, las autofunciones beorrespondientes a autovalo-

res distintos son ortogonales respecto del producto it¢mv) = ff u(z)v(z)dz.
Prueba: SiL[v;(z)] = \vi(x), Lv;(z)] = \jv;(x),

0 = (0 L)) — (L) = =) [ wia)oy(a)da

de donde

b
/vj(x)vi(x)dx =0 s \#N
0

En muchas situaciones, como veremdssradelante al estudiar funciones especiales,
surge un problema similar en el que debe encontrarse unaéfune) # 0 que satisfaga,
conjuntamente con la condii de contorno, la ecudm

Llv(x)] = Mp()v(x) (217)

dondep(x) > 0 es una fundn continua ypositiva denominada usualmente “fudai
de peso”. En este caso, se dice gues autovalor y autofuncon deL con pes (y una
dada condidn de contorno).

Siguiendo el procedimiento anterior, puede mostrarse agi@uitofunciones corres-
pondientes a autovalores distintos resultan ortogonasgeecto del producto interno

b
(u,v)pz/ p(x)u(x)v(x)dx (218)

es decir

b
/p(a:)vj (x)vi(x)de =0si A\; # N\
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dondeL[v,(x)] = Ap(a)ui (@), Llv; ()] = Ayo()o, ().

Propiedades fundamentales:

Tanto en el caso (216) como (217), el problema de valoresqgeale un operador de
Sturm Liouville autoadjunto en un intervalo finite, b, con una determinada condci
de contorno, posee las siguientes propiedades fundame(fabemostradn de las mis-
mas se realiza en el marco de la faate ecuaciones integrales y queda, entonces, para el
curso de Mtodos Materaticos de la isica):

1) Existe un conjunto numerable de autovalores

A< << <A

correspondientes a autofunciongée), va(z), . . . v,(x), . . ., que satisfaceh[v, ()] =
Ap(z)v,(x) y sonortogonalesespecto del producto interno (218):

b
(Uivvj)p = / ,O(x)vz(x)vj(x)dx =0 si 1 7&]

Para las condiciones de contorno locales (129)< A; sii # j, ya que no pueden
existir dos soluciones linealmente independiented d¢ = \pu para un mismo\ que
satisfagan ambas (179) (pues en tal caso el wronskiareoradp).

2) Cualquier fundn «(z) definida en el intervalu, b] que satisfaga las condiciones
de contorno y posea derivada segunda, puede escribiréenginds de las autofunciones
v, (z) por medio de una serie absoluta y uniformemente convergergste intervalo:

u(@) = 3 catla) 219)

El conjunto de todas las autofunciones forma pueshasgdel espacio vectorial de
funciones derivables a segundo orden que satisfacen ldgcaores de contorno en el in-
tervalo[a, b]. Se dice entonces que las autofuncioneg éierman un conjunt@ompleto

Consecuencias
a) Asumiendo @lido el desarrollo (219), e&€il mostrar que los coeficientesesén
dados por

_ fa p(x)v, (x)u(z)dx _ (Un, ), (220)

fab p(l’)v,%(x)dx (Umvn)p

n

En efecto, multiplicando (219) por(z)v,(x) e integrando, obtenemos, debido a la
ortogonalidadde las autofunciones,
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bp(x)vn(x)u(x)dx = icm bp(x)vm(x)vn(x)dx
/ e

obtenéndose (220). Queda tarébi claro que, para una dadalos coeficientes del
desarrollo sorfinicos. Sy~ | ¢,v,(x) =0= ¢, =0V n.

b) Base ortonormal: Como hemos dicho, cada automgj(z) esé definida a me-
nos de una constante multiplicativa. Resulbaodo elegir esas constantes de modo de
obtener una base en la que Ias autofunciones (que llamargimoy esénnormalizadas

es decir(z,, z,), f p(z)v%(x)dx = 1 ¥n, de modo que

(oms 20)p = / p(2) 2 ()20 ()T = S

En tal caso,

b
Cp = / p(z)zn(x)u(z)de = (2,,u),

¢) En una base ortonormal, el cuadrado dedemade u, definida por

b
ul| = (u, w)/2 = | / pla )i () da) /2

puede expresarse como

l|ul]> = Z cncm/ m(x)dx

n,m=1
=Y (221)
n=1

La igualdad anterior se denomina identidad de Parsevalstitaye la generalizatn
del teorema de Fagoras.

Es \alida para cualquier conjunto completo de funciones ommates{zl(x),z' =
1,2,...}. Siel conjunto es incompleto, obtenemos en canfjbi¢? > > > | 2.

c) Dada la suma finita

= Z by zn ()

donde las autofunciones (z) son ortonormales, el error cuatico medio, definido
por
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em = ||u(z) — S (2)[]* = / p(@)[u(z) — Sp(@)]*dx

es mnimoparab, = ¢, = fab p(x)z,(x)u(z). En efecto,

[

b m m
el = / plu® — 2 Z bpznt + Z bybp 2 2| dix
a n=1

n,n'=1
= ulP4+) b2 = 2buca] = [[ulP=>_ +> (ea—bn)?
n=1 n=1 n=1

obtenéndose el rimimo valor para,, = c,,.

La “mejor” aproximacdn au(z) por medio de una suma finita se obtiene, pues pa-
rab, = c,, si definimos como “mejor” aquella suma que minimiza el epmedio
anterior.

La ecuaddn anterior tamlin muestra que (pata = ¢,), > 7, 2 = ||u||? — &3, <

n=1"n
o) 2

||u||?, V m, indicando entonces qU€° 7 ¢2 es una serie convergente.

n=0"n

Desarrollo de la fundn de Green en autofunciones. Tipos de convergencia

La propiedad 2) requiere, para que el desarrollo en autmfnes converja absoluta
y uniformemente, que la funm a desarrollar admita derivada segunda y satisfaga las
condiciones de contorno. Ciertamente, este no es el castagarecion de Green, cuya
derivada primera es discontinua. Sin embargo, puede mestgaie existe para ella un
desarrollo de la forma (2) ()
, Znlx)zp(x
G(z,2") = Z T

n

que converge & (x, 2’) débilmente (en el sentido de las distribuciones).
Consideremos ahora la ec. gral. inhoranga

Llu] = f(z) (222)

dondeu debe satisfacer alguna de las condiciones de contorno omauas. Asumiendo
que podemos desarrollar tantaomo f(z)/p(z) en autofunciones normalizadagx),
con L[v,(z)] = App(z)v, (), €s decir,

u(zr) = chvn(x), cn:/ p(x)v, (x)u(z)d (223)
f@) = p@) > fanla), fu= [ wnla)f(a)ds (224)
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se obtiene, al reemplazar en (222),

o0

S (eudn — fu)pla)va(z) = 0

n=0

de donde, asumienggz) > 0y A, # 0,
Cp = fn/>\n

Se puede llegar al mismo resultado directamente mult. [222) porv, (z) e integrando:
b b
[ enLu@)ds = [0, (0)f@)ds

de donde, teniendo en cuenta elazder autoadjunto dé se obtiene la relaon

)\ncn = fn

Podemos entonces escribir la so@rccomo

b
:/ G(z,2') f(z")dx'
donde

Glr,a) =Y %ﬁfm (225)

n=1

Esta expregin constituye l@xpansbn en autofuncionede la funcon de Greer:(x, z'),
vista en la clase 8. Es muiyil y sera utilizada y discutida en lasq@ximas clases. Notemos
queG(z, z') existe siy 6lo si no existe ningn autovalor nulo, en acuerdo con discusiones
previas.

Es preciso destacar, no obstante, que la convergenciaelépside desarrollos es
mas cebil que la convergencia puntual. S&a(z) = Y| c,v,().
Se dice qu&,, (z) convergepuntualment@w(x) param — oo Silim,, oo S (z) = u(z)
Ve lab.
Se dice en cambio que,, (x) convergeen mediaa u(x) Si

; 2
Tim Ju(z) = Sn(@)|F =0

donde||o||* = fab p(z)o?*(x)dx. La convergencia puntual asegura la convergencia en me-
dia, pero lalltima no asegura la primera (ya que por ejempldx) puede diferir de:(z)
en un rumero finito de puntos sin que esto afecte a la integral). &store por ejemplo
con el desarrollo en autofunciones de funciong@s continuas a trozos.
Finalmente, se dice qug, (z) converge a:(x) como distribuddn (convergencia ébil) si

b

b
lim Sm(a:)(b(x)da::/ u(z)p(x)dx

m—ro0 a
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para cualquier funéin de prueba(x) enla, b]. Estalltima condicon es mucho s cbil
que las anteriores, ya que ni siquiera requiere que la 3€7ig c,v,(x) sea convergen-

te. Por ejemplo, sb(z — 2/)/p(x) = D07 chun(z) = ¢, = ffun(:c)é(x — 2')dx =

n=1

v, (2'), de modo quej(z — ') = p(z) Y, v,(z)v,(2'), donde la igualdadddo in-
dica igualdad como distribumn. La serie de la derecha de hecho no converge, pues
limy, o0 Un () v, (2") # 0. Sin embargo, sp(z) = > 7, a,v,(z), cona, = (v,, @),
= ffozlp(:r)vn(x)vn(x’)gb(x)dx = anvn(2") = ¢(a’), de modo que la serie con-
verge como distribuéin ad(x — z').

Puede verse entonces a partir de (225) que

LIG(z,2")] = ) _ p(a)vn(@)vn(a’) = 8(z — ')

G(z,z") puede pues tambi obtenerse directamente resolviendo (222) para= o(x—
x').

Problema variacional asociado

El problema de valores propios deest asociado a un problema variacional.
Parau # 0y derivable, definimos el funcional

Elu] _ [,Ip(@)u* (@) + g(z)u?(z))de
[Jul[? ff p(x)u?(z)dz

que satisface? [ou] = H[u] sia # 0 siendo, por lo tanto, independiente de la nor-
ma deu. Veremos luego qué/[u] puede interpretarse como una efi@argNotemos que
Hlu] > 0sig(z) > 0.

Podemos preguntarnos ahoralkde todas las funcionegx) con derivada segunda
gue satisfacen alguna condini de contorno (de las mencionadas) es la mpir@miza
H(u), y cual es el valor imimo deH [u] entre estas funciones.

Suponiendo que tal fun@n existe y llamandolav, con H[v] = A, debe cumplirse

Hlu]

Hv+6v] > H[v] = X

v funcion év que satisface la condimn de contorno.
Considerando ahor& pequéio, y conservandeétminos $lo hasta orderwv, obte-
nemos

Hlv + év] — H[v] =~ 2||U||_2/ [pv' (0v)" + (¢ — Ap)vdv]dz

= 2ol [ [Lle] — Moul(Bo)de + (5ol (226)

a
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donde hemos integrado por partes el primé&mino (ffpv’(év)’dx = p'dvlb —
fab(pv’)’(Svdx).

Por lo tanto, siH [v] es mnimo, la ec. (226) debe anularpara cualquiervariacbn
dv(x) que satisfaga la condim de contorno.

Consideremos, primero, la condiai de contorno d®irichlet u(a) = u(b) = 0. En
tal casoyv(a) = dv(b) = 0y el Gltimo termino en (226) se anula, lo que implica

Llv(z)] = Ap(z)o(z) = 0 (227)

es decirp(z) debe seautofuncon de L con autovalon.

Es claro entonces que dicha autofumcidebe ser adplia con el autovalomas bajq
de modo que(z) < vi(x) Yy A = Ay.

Notemos que, integrando por partes,

fab pu*de = pu'ul® — ff(pu’)’udw

por lo que

J2 u(z) L[u(z)]de
[Jull?

Hlu] = si pu'ul® =0 (228)

Por lo tanto, siu(z) = v,(z), conL{v,] = Apv, Y v,(a) = v,(b) =0,

Hlv,] =\,

de modo que = vy, conH[v;] = Ay. Sig(z) > 0=\, > 0.
El problema anterior es equivalente a la minimibacile F[u| con la condigdn adi-
cional||u|| = 1, lo que a su vez es equivalente a la minimibadile

Flu] = Elu] = NJul[*

donde\ es un multiplicador de Lagrange. La conditiestacionarid’[v + dv] =
Fv]+0O(év)? paradv pequéio conduce nuevamente a la ecéadi|v(z)] = A\p(z)v(z),
por lo quev debe ser autofungn de L y A el autovalor correspondiente. En tal caso,
Elv] = Mf[vi]].

Para las condiciones ddéeumann(u’(a) = u/(b) = 0), puede procederse en forma
similar. lo cabe aclarar que, en este caso, no es necesario impaoadiabn de con-
torno. La condiddn v/(a) = «'(b) = 0 surge naturalmente al buscar €lmmo absoluto
de Hlu|, para anular elltimo término en (9.7) que aparece al integrar por partes. El
primer autovalor correspondiente al problema de Neumarpues menorque el corres-
pondientes al problema de Dirichlety’ < \P.

Consideremos ahora el subespagjade funciones: que satisfagan la condan de
contorno y que seaortogonalesa la primera autofundn v, (), es decir,

b
(o), = [ pla)on(@u()ds =0
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Puede demostrarse, siguiendo un procedimiento similarebualor minimo de H [u]
parau € S; se obtiene para una fuidei v que debe satisfacer targbila ecuadin (227)
con la correspondiente condici de contorno, pero que debe ser obviamente ortogonal a
v;. Esta funobn debe pues ser proporcional a la autofanaeL con elsegundo autova-
lor \o. Es decirp o< vy, CONA = Hvg] = A > A,

Procediendo en forma aloga, puede probarse que €inimo de H[u] en el subes-
pacio.S,,_; formado por funciones ortogonalesauv,,...,v,_1,n > 2, Se obtiene para
v < vy, siendo el valor rmimo H|v,] = A,. De esta forma puede construirse todo el
conjunto de autovalores y autofunciones mediante un pnoeecto variacional. Puede
probarse tamiin que\)Y < \P Vv n,

El procedimiento anterior permite probar tagia completitud del conjunto de au-
tofunciones. Daremos a continuagiun bosquejo de la demostragj asumiendo que
A, — oo paran — oo (véanse los siguientes ejemplos).

Seau(z) una funcdn de norma finita que satisface la conditde contorno y consi-
deremos el resto

con

Sp(z) = Z Cnn (), ¢ = (Vp,u),

n=1

Y (vn,vn), = 1 (autofunciones normalizadas). Tenemos

(Un, Rin)p =0, n=1,...,m
Por lo tanto,H [R,,(z)] > A, puesk,,(z) es ortogonal ay, . .., v,,. Ademas, utili-
zando (228) y, dado quﬁf R, (z)L[S,,(z)]dx = 0, se obtiene

_ Ll PH = S M

|| R () []?
de donde, sh,, > 0 (como ocurre para(x) > 0)

(][ H[u]

2
<
IR (@) < HE

Por lo tanto,
, 2
Tim || Ry (@)]]* = 0

si \,, = o0, lo que asegura la convergeneia mediapero no la convergencia pun-
tual).

Aproximaciones variacionaleta formulacon variacional del problema de autova-
lores de Sturm-Liouville permite desarrollar aproximaas variacionales en las que
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u(z) se aproxima por una cierta fudci que satisface las condiciones de contorno y que
contiene algunos pametros libres. Estos se optimizan minimizarfdp:|, lograndose

ad unacota superiora A\; (y en general a,, si imponemos que(x) sea ortogonal a
Uy e e 7Un—1)'

Ejemplos

1) Consideremog = —% en|0, 5], conu(0) = u(b) = 0.
La ec.L[v] = \v, es decir,
d*v

T2 M

posee la soluéin generab(x) = CetV* 4 De=iV2* que puede escribirse como

v(z) = Asin(VAz) + B cos(V )

Las condiciones de contorno implicah= 0, y sin(v/Ab) = 0, por lo queyv/\b = n,
n=1,2 ... (paran = 0, v = 0), es decir,

n?m?

An:?’ n:1,2,...

Las correspondientes autofunciones son

() = Apsin(nrz/b) n=1,2,...

conA, # 0,y puede verificarse que

b
/ U (2) V0 (2)d2 = 0y A2D/2
0

Las autofunciones normalizadas corresponden pugs-a /2/b.
Para funciones que se anulan en los extremos, el valinma de

Hiu] = fobu’Z(x)dx B fobu(x)u”(x)dx
fob u?(x)dw fob u?(z)dx

es, entonces), = 72 /b* ~ 9,87/b* y corresponde a,(z) = A; sin(7z/b).

Por ejemplo, planteando como aproxintacivariacional una pabolau(z) = z(b —
r), que satisface(a) = u(b) = 0, obtenemodH [u] = 10/b* > ;.

Es importante destacar que este ejemplo corresponde mattaal problema énti-
co de una partula en una dimen’dén confinada al interval@, a|, libre dentro de este
intervalo. La funddn v(z), con|[v||> = 1, representa en este caso la fumcde onda de
la paricula, y la ecuadin L{v] = Mv es la ecuaéin de Schiadinger independiente del
tiempo, conE,, = h*\,/(2m) la enerda del estada. %H[u] representa aquel valor
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medio de la eneiig correspondiente a la furlei de ondau(z), el cual es rimimo para
u(z) = vi(z).

2) Consideremos nuevamerfte= —% en|0, b] con las condiciones de contorno de
Neumann./(0) = «/(b) = 0. Estas implican ahor& = 0y sin(v/Ab) = 0, es decir,

n?n?

An:?’ n:0,1,2,...

con autofunciones

vy (x) = By, cos(nmx/b)

Los autovalores son los mismos que en el caso anterior, par@@e el autovalor
adicional)\y, = 0, en cuyo caso, = By, constanteSe cumple

b
/ V() v (2)de = 5nt721{g/2nn:>00
0

Las autofunciones normalizadas se obtienen gara= 1/vb, B, = /2/b, n =
1,2,....

El valor minimo de H[u] para esta condioh de contorno e$, = 0 (Aqui hemos
llamado por conveniencia, al autovalor nas bajo de.).

3) Nuevamentd. = —% con las condiciones mixtas(0) = 0, u/(b) = 0. Estas
implican B = 0y cos(v/Ab) = 0, es decir,

A= (04172272 /b*, n=0,1,2,...

gue son distintos a los hallados en los ejemplos 1y 2, coritmdiones
vn(z) = Apsin[(n + 1/2)ma /0]
Se cumple
b
/ U (2) V() dT = Gy A2D /2
0

y las autofunciones normalizadas se obtienen gara- /2/b.
El valor minimo de H[u] es\; = 72/4b?, intermedio entre el mimo obtenido con
las condiciones de Neumann y @jobtenido con las de Dirichlet.

4) Nuevamentd, = —% con las condiciones de contorno faelicasu(—a) = u(a),
u'(—a) = u/(a). Obtenemos las autofunciones

vo = By, vp(x) = By, cos(nmx/a), u,(x) = A, sin(nmx/a),

conn = 1,2,... correspondientes a los autovalores

97



1.4 SERIE DE FOURIER

Mo =0, \,=n*72/b, n=12,...,

Paran > 1 existen, pues, 2 autofunciones (z) y u,(z)) por cada autovalor.
Se cumple

/ vn(@)vm(@)de = S B2,

a

/ (@) () = Gy Aa, / " ()0 () = 0

—a —a

obtenéndose las autofunciones normalizadas pare- 1/v/2a, B, = A, = 1//a.
En este caso resulta, en generahsndmodo utilizar una base compleja de autofun-
ciones, dada por

’LUn(.flf) _ Cneiﬂnx/a

Cplcos(nmz/a) + isin(nwx/a)], n=0,£1,£2,...

que es ortogonal respecto del producto intgmne) = [° u*(z)v(x)da:

/ W (2) W (1) dT = 6| C2|2a

a

|.4. Serie de Fourier

Como hemos visto en la se6ail.3.6, cada operador de Sturm-Liouville determina un
desarrollo para una dada fudnif en serie de autofunciones dentro de un cierto intervalo.
ParalL = —% y p(z) = 1, la serie correspondiente se denomina, en general, serie
trigononetrica o serie de Fourier, y la estudiaremosiapudetalle. Analizaremos primero
la base proporcionada por las autofuncionesiolzas del. en[—m, ], de la cual pueden
derivarse los defs casos.

Es facil verificar (ver trabajos picticos) que las autofunciones correspondientes a tal
operador de Sturm-Liouville son de la forma:

Asin (nz)

Bcos (nz) n=1,..00 (229)

w(z) = C;  up(z) = {

La propiedad fundamental 2) en la misma séocsegura la convergencia absoluta
y uniforme del desarrollo en estas autofunciones para daesi con derivada segunda
que satisfacen las condiciones de contornogoicas en—, 7|; pero el desarrollo es
aplicable tami#n a funciones @&s generales, como discutiremo&sradelante en esta
seccon.
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1.4.1. Coeficientes de Fourier

Supongamos, primero, que tal desarrollo es convergefite)aEn ese caso, pueden
determinarse los coeficientes

f(z) = %ao + Z[an cos(nx) + by, sin(nzx)], Vo € (—m, ) (230)

En primer lugar, asumienddlida la expangin (230), los coeficientes,, b, pueden
determinarse haciendo uso de la ortogonalidad (y la normdjgifuncionesos(nz),
sin(nx) discutida anteriormente. Por ejemplo, integrando amhisslde (230) entre-
y 7, tendremos

/W dx f(z) = mag . (231)

—T

Notemos quea, = f = 5= [ f(z)dx es elvalor mediode f en[—, 7).
Para calculat,,, n # 0, multiplicamos ambos miembros de (230) pos (kx) , k # 0
e integramos entre 7 y 7, de donde resulta

ak:%/ﬁ dx f(z)cos (kz), k=1,...,00. (232)

—T

Similarmente, multiplicando potin(kz), k # 0 e integrando:

bk:%/7r dx f(z)sin (kz), k=1,...,00. (233)

—T

Los coeficientes asleterminados se denominan coeficientes de Fourier. Le iseri
sultante est dada por

flx) = % /j f(x)dz + % Z /_7r dx' f(2') [cos (nz) cos (na)
+ sin (nz) sin (n2')] | (234)

gue puede escribirse en formascompacta como

flx)=f+ % Z /_7r d' f(2") cos [n(z — )] . (235)

1.4.2. Teoremas de Fourier sobre convergencia

Sedin se adeladt estudiaremos ahora condicioneaswkbiles para la convergencia
de la serie de Fourier, contenidas en dos teoremas, éansbinocidos como teoremas de
Fourier. Para poder demostrarlos, necesitaremos demastss el siguiente lema:
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Lema I.4.1 (de Riemann-Lebesgue}i g es continua ena, b] salvo, a lo sumo, en un
nimero finito de puntos en los que permanece acotada, entonces

b
lim [ g(z)sin(sz + a)dz =0. (236)

S§—00 a

Demostraddbn del lema: Si es derivable effu, b], la demostradin es inmediata. En
efecto, integrando por partes,

b b d .
/g(m) sin(sx + a)de = — /g(x)d—wdx =
a a T

S
b b
+ [0 Y0 (2an)

expresbn que tiende & paras — oo. El mismo razonamiento eshdo si g es deri-
vable salvo en unimero finito de puntos, siempre y cuando existan (y seand)rida
derivadas laterales.

Sig es $lo continua ena, b], sea(xy = a,x,...,x, = b) una particon dela, ],
conz; — z;_1 = (b — a)/n. Entonces,

b n z;
|/g(x) sin(sr + a)dzx| = |Z /g(:v) sin(sz + a)dz|

T

— | Z{g (x; jém(sx + a)dz —|—/[( (x)—g(x;)] sin(sx + a)dx}|

x Ti—1

cos(sz + a)
s

- g(x)

| cos(sx; + ) —cos(sxi—1 + )|  my(b—a)
< Z real + ]
s n
2Mn
<
s

+ M,(b—a) (238)

dondeM es el ndximo deg en|[a, b], m; el maximo delg(x) — g(x;)| en[z;_1, ;] y M,
el maximo de losn,. Por lo tanto,

h’m\/ )sin(sx)|dx < M, (b — a)
S$—00

pero M, puede hacerse tan chico como se desee al aumenfaor ser g continua
(lim M, = 0). Lo mismo ocurre si reemplazamsia(sz + «) por cos(sx + «). Esto
n—oo

demuestra el lemalm sig(z) no es derivable en nirign punto.
Finalmente, siy es discontinua@o en un fumero finito de puntos en Ios que perma-
nece acotada, podemos separar estos puntasediante mtegralej’ vete (x) sin(sz +
a)dz, que tienden & paras — 0 por serg acotada, y repetir el razonamlento anterior
en los intervalos restantes donde es continua.

O
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Ahora 3§ podemos demostrar tres teoremas de Fourier sobre la gemaa de la
serie.

Teorema 1.4.2 (Teorema 1 de Fourier)Seaf(z) derivable (por lo tanto, continua) en
[—m, 7], entonces la igualdad (235) vater € (—m, 7). Si, aderas, f(—n) = f(n), la
serie converge & en|[—m, 7.

Demostraddn : Las sumas parciales en (235) @sidadas por

Sp(z) = %ao + Z A cO8(ma) + by, sin(maz)
— %/fﬁ(t)dt{%ﬁLZ cos(mx) cos(mt)+sin(mx) sin(mt) }

= /t —1—2005 (t—x }— (t)Kn(t—x)dt,

con
z (n+1)s __ e—ins
K.(s) = —+Z cos[ms] Z ems = e 1)
_ M (239)
2sin(3s]

donde se asume que, si= 0 0, en generals = 2kw, con k entero, K,,(2kr) =

h’n% K,(s) = n+ 3, que es el valor correcto de la suma para= 2kw. Adenas, de
s—2km

la suma de cosenos que defin&'a(s) se ve que

/7T K,(t—x)dt=m (240)

Por lo tanto, sumando y restanddz),

S.0) = fl@)+ 1 [ (0 - F)Kale - )i

—T

L f)—flz) 1

= — —)(t—z)|dt 241
f(x)+7r 771_2 Sln[%(t—l’)] Sln[(n+2)< l’)] ( )
Usando el lema de Riemann-Lebesgue es, ahora, inmediatostiamla conver-
gencia parar € (—,7). En este caso, la funmn g(t) = FZEL9 sit # 2, con

g(x) = f'(x), es continu&’ t € [—x, |, incluyendd = z, si f es derivable:

t)— jlz ,
n SO @)

t—z 2sin[3(t — z)]
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por lo que la integral en (241) se anula pana— ooy

lim S, (x) = f(x) Va € (—m, 7). (242)
n—oo
Hasta a qu, hemos demostrado la primera parte del enunciado.
Siz = +m, el denominador dg(¢) se anula tanto para — = comot — —x. Sin
embargo, sic = +m, K, (t — ) es una fundn par det. En efecto,

fn) = BT sl iten
sl hCren 025)
y, por lo tanto,
/_i Ko(t — 2)dt — /0 Ko (t — 2)di = %w
Paraz — - podemos entonces escribir
Su(x) = L (”)+2f (=) +% 0; ”ng[)%_(tffﬂi)] sin[(n+%)(t—$)]dt
fLIO—TED G - g (244)

2

)2 sin[%(t —x)]

donde el primer y segundo cociente permanecen acotados para yt — —m respec-
tivamente (tienden @' (£)). Aplicando el lema de Riemann, obtenemos pues

lim S, (+m) = L0+ /=)

n—oo 2
coincidiendo cory (+n) si f(7) = f(—mn).
0

Teorema 1.4.3 (Teorema2 de Fourier)Si f es continua enfa, b] pero f'(x) no existe
en un rumero finito de puntos aisladas, donde & existen, en cambio, las derivadas
laterales

£ f(t> — f(xc)
o) = lim —————— 245
f (@) Jim == (245)
la serie de Fourier converge A(x), aln paraz = x..
Demostraddn: En tal casog(t) = % es continua para # x y permanece

acotada parat — x, alin siz = z, (h’mi g(t) = f*(x.)), cumpliendo con las condicio-
t—xe

nes del lema de Riemann-Lebesgue.
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1.4 SERIE DE FOURIER

O

Teorema 1.4.4 (Lema 3 de Fourier) Si f es continua y derivable dr-7, 7| salvo en un
nimero finito de puntos aisladas, en los que existen sin embargo losites y derivadas

laterales ) — F(a)
t)— f(x
£\ — 11 1% , c
=1 o) = lim ———<~
f(z) i, f(x),  f7 () ==
entonces la serie tamém converge g (z) en los puntos € (—=, 7) dondef es continua.
En los puntos:. donde es discontinua, la serie converge al punto medio:

I Su(x) = S[f(e!) + £(a;) (246)

Demostraddbn: En primer lugar, sic € (—m, w), combinando (240) con el lema (236) obtenemos,
parac > 0,

s T+e
7= lim [ K,(t—x)dt= lim | K,(t— z)dt
n—oo J_ o n—oo J.._ o
T+e ™
= 2 lim K,(t—z)dt=2lim [ K,(t—z)dt (247)
n—oo T n—oo T
por serk,(s) par.
Notemos ahora que(t) = % satisface las condiciones del lema para [, 7]

six # x., Y parat # x. Siz = x.. En este caso,

Sulee) = xhﬂ%@—xwﬁ+i/ﬂﬂKAt—%mt (248)

La segunda integral podemos escribirla como

1) [ o - agars [LLO-Se0)

v 2m sin[3(t—x.)]

sin[(n—i—%)(t—xc)]dt

Paran — oo, el segundoérmino se anula por el lema de Riemann, pyéy = %
2 c

permanece acotado para— z; ( h’m+ g(t) = ' (z.)), mientras que el primegrmino tiende a
t—xe

%f(mj‘). Analogamente, la primera integral en (248) tiendéﬁ(x;). Esto conduce al resultado
(246).

O

Convergencia uniformeSi f posee derivada continua éar, |, y f[—=n| = f[n],
puede demostrarse que la convergencia de la serie de Fesaiesolutay uniformepara
x € [—m,7]. En este caso la serie de Fourier es derivaimino a érmino, convergiendo
la serie derivada @' (z) paraz € (—m, 7).

Si f(z) es discontinua en un puntQ o f[—n] # f[r] entonces la convergenaie
es uniformeEn tal caso, si derivamos la serérnino a &rmino obtendremos una serie
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1.4 SERIE DE FOURIER

gue no necesariamente es convergente punto a purdasd\el ejemplo 4 siguiente). Otra
de las manifestaciones de la convergencia no uniforme esyantno de Gibbs en los
bordes de una discontinuidad.

Condiciones ras cebiles de convergenci®uede demostrarse quefses continua en
[—7, 7] y posee un amerofinito de maximos y ninimos locales= nlggo Sn(z) = f(z)
parax € (—m, ), an cuandof no sea derivable. Y en 1966 fue demostrado de s
asumiendo qug” [f(x)]Pdx existe par@ =1yp =2 =

lim [f(z) = Sp(z)]?dx =0
n—oo
Este tipo de convergencia se denomina convergencia en jteedigl es menos restrictiva

gue la convergencia puntuallA menos exigente es la convergencia como distriouci
(convergencia &bil): Se dice qué,, converge g como distribuddn si

lim S x)dr = / f(zx

n—oo

para cualquier funéin de pruebay, alin si la serieS,,(x) no converge puntualmente en
ningln punto (ease el ejemplo 3). Este tipo de convergencia es frecuentemtizado
en fisica.

1.4.3. Forma compleja del desarrollo

Comofs‘)ljl((’;fc)) = 1(e* £ e~"*), podemos escribir (193) como una serie de potencias

ene®,

o o
flz)=1co+ Z e e =P Z cpe'™
n=1 n=—o00
o m X .
conP > = lim ) elvalorprincipaly
n=—oco0 MT7®p=—m

1
Cp = cin - 2( _ Zb / f fzna:dx

1.4.4. Serie de Fourier para otros intervalos

Si f esh definida eri—a, a|, el reemplaza: — x7/a conduce al desarrollo

+ Z a, cos(nwz) + by, sin(nwz), (249)

n=1

%
2
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1.4 SERIE DE FOURIER

paraz € (—a,a), donde
w=m/a
[ 1 [ )
n =~ f(z) cos(nwx)dx, b, = o f(z) sin(nwx)dx

La serie converge a una fuia perbdica de pdpdo2a = 27 /w, siendo pues la fre-
cuencia angular correspondiente. En la forma compleja,

s . 1 [@ .
f(z) = PZ cpe™, ¢, = %/af(x)e_mwzdx

n=—oo

1.4.5. Desarrollos de medio rango. Series de senos y de cosenos
Si f(z) = f(—=x) (funciobnpar) = b, =0V ny

flz) = % + i a, cos(nwr) (250)
a, = g/oa f(z) cos(nwx)dx
Si f(z) = — f(—=x) (funcibnimparn = a, =0V ny
flz) = i by, sin(nwx) (251)

b, = s/oa f(z) sin(nwx)dx

Una funcbn f definida en|0, a] puede pues desallorarse en serie de cosenos o se-
nos, convergiendo la serie a la exté@msperbdica par o impar d¢. Estos desarrollos
corresponden al problema de autovalored.@m [0, a], con las condién de contorno de
Neumann (caso par) y Dirichlet (caso impar).
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1.4 SERIE DE FOURIER

Norma def: En ttrminos de los coeficientes de Fourier, la identidad de Parsena
la forma

a 1 oo o
7P = [Pa)de = alzad+Y"al+5]=aPy |c)]
—a n=1 n=-—00

Ejemplos:
1) f(z) = x, x € [—7,x]. Se obtiene, = 0Vny

17 (1)t
b, = —/ xsin(nz)dr = A=)™

™ n

—T

por lo que
T = 22 "“Sln nz) |zl < (252)
Enx = <+, la serie converge & f(7) + f(—n)] =
La serie converge en realidad a la exténgberbdica

flx)=xz—2n7m si —7m+2nw <z <7+2n7

siendo discontinua en= +7 + 2n.
2) Sif(z) = 222, b, =0V nya, =2(—1)"/n*sin > 1, conay = 7% /3, por lo que

1
1 :_+22 COS |x|§ﬂ'

gue coincide con la integraétmino a é&rmino de la serie (252). El desarrollo converge
también enr = +7,yaquef(r) = f(—mn). Parar = 0y 7, el desarrollo anterior conduce
a las identidades

i n+1 2 & 1 71_2
7 _2:_
n=1 n:ln 6
3)
f@) = o, lal <a<
xXr A a T
24

con f(z) = 0 si |z| > a. Obtenemos$,, = 0y a, = sin(na)/(nma) sin > 1, con
ap = 1/m. Por lo tanto,

f) = 20+ 3 T o), el < 7 (253)

Paraxr = +a, la serie converge al punto medjg).

106



1.4 SERIE DE FOURIER

Se pueden extraer dos conclusiones muy importantes:

i) Al disminuir a¢, aumenta el amero de coeficientes, con valor apreciable en (253). En
efectosin(na)/na ~ 1 sin < 1/a, anubindose por primera vez patax 7/a. EI nlme-

ro de coeficientes,, con valor apreciable aumenta pues cae al disminuira. Cuanto
mas corto es el pulso (respecto dgmayor es el imero de frecuencias necesarias para
representar correctamente el pulso

i) Paraa — 0, f(z) — 6(x) y obtenemos comarhite

—l—Zcos nx) :%Pi et ol <

n=—oo

=1|»—
l\l)lr—A

que puede obtenerse directamente utilizandodeasilas usuales parg(z) = d(x). La
serie anteriono converge puntualmentgero si convergeomo distribuddn a é(x) para
|z| < 7. En efecto, la suma parcial es

sin[(n + %):17]

27 sin(2

Sa(x) = %[% + Y cos(ma)] =

z)

y satisface, utilizando el lema de Riemann,

/ Sp(x)dr =1, Yn >0

—Tr

tin [5uonwrar = 100+ i [T i

—r 5
= f(0) (254)

v funcion de pruebd. Por periodicidad obtenemos entonces, pasR,

o

Zd(x —2mm) = %[% + Zcos(nx)] = %PZ e

m=—o0 n=1 n=—00

4) Si derivamosérmino a érmino el desarrollo (252) d&(xz) = x obtenemos la serie
2 Z 1) cos(n) (255)

qgue no converge puntualmente. Esto se debe af¢ue) # f(7), siendo entonces la
convergencia de (252) no uniforme. No obstante la serie) @5%erge como distribuan
a

fllx)y=1-2m Z §(x — 7+ 2mm)

m=—00
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1.4 SERIE DE FOURIER

gue es la derivada (como distriban) de la extenséin perbdica der.
5) Desarrollo en serie de Fourier de medio rango de la umde Green efD, a| para
condiciones de contorno de Dirichlet:

N _ rx(l—2'/a) O<z<z'<a
G(‘Ta ZL‘) - {x’(lfx/a) 0<x'<z<a

Se obtiene

b, = 2 /Oa G(z,2')sin(nrx/a)dr = sin(nwa’/a)/(n7/a)?

a

y por lo tanto

Gz, o) = Z sin(nmz/a) sin(nmra’ /a)

2
(nm/a)
que coincide con el desarrollo general en autofunciones dada clase 12(f(z, 2') =

2 net Un(T)un () / An).
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1.4 SERIE DE FOURIER

Ejemplo de desarrollo en serie de Fourier:

(1 |zl <1)2
f(x)_{ 0 |z|>1/2
Intervalo: [—1,1].

1 B ) ' )
= [ (= 1)/2H n impar B ) B
ap, = /71 f(x) cos(nmx)dx = { 0 n par by, = B f(z)sin(nmra)dz =0

con ag = 1. Suma parcial de orden n:

Sn(z) = 2ao + Z A, cos(mmz)

m=1

Se muestran los graficos de fy S, paran =1,3,5,11,21,51. Los dos ultimos paneles muestran la gréafica

de la derivada dsgéw) para n =21 y 51, que converge como distribucién a §(z + ) — d(z — &) en [-1,1].

1.5 1.5
n=1 n=3
1 4
0.5 0.5
1 0.5 0.5 ] X 1 0.5 0.5 1 x
0.5 -0.5
1.5 1.5
n=5 n=11
41 JAN 4. N
0.5 0.5
X X
T 0.5 0.5 1 1 M. 5 0.% 1
-0.5 5
1.5 .5
n=21 n=51
A <2 A \ 1 ,
0.5 0.5
A A X A A X
1 V.5 0.% 1 1 5 0.5 1
0.5 0.5
40 40




1.5 TRANSFORMADA DE FOURIER

|.5. Transformada de Fourier
|.6. Funciones especiales

|.7. Bibliografia correspondiente al Cajptulo |
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Apéndice: Funciones de Bessel

L e (=)™ 22 . _cos(vm)J,(2) = J_,(2)
Ju(z) = (3) ;m(z) . V()= Sin(vm) (v¢ Z)
e = Pewi- Gy CEE Al 2y gy Loty e
n=0 n=0

con ¢p(m) =TI"(m + 1)/T'(m) y la dltima suma presente si v # 0. J,(kz) y Y, (kx) son soluciones de la
ec. diferencial

Formulas asintéticas para z grande:

2 1 2 1
Jo(2) ~ \/Ecos[zf(qug)g], Y, (2) ~ —sin[z—(y+§)g]
Funciones de Hankel (o funciones de Bessel de 3% especie): HY?(2) = J,(z) £iY,(2).

Funciones de Bessel modificadas:

L(2) =iV J,(iz), K,(2)= z’”“g[Jl,(iz) + Y, (i2)]

I, (kz) y K, (kz) son soluciones de la ec. diferencial
/ 2
u”—i—u——(kQ—i—V—Q)u:O
x x

Para z grande,

I,/(Z) ~ \/%7 l,(z) ~ Z —z
Gréficos:
1k Jo(z) 1
0.5 N J1($) 0.5 JQ(x)
/ \ 4 \J3($) —

0.5 0.5
N 1
o(x) ()
0.5/ \~\Yo(z) 0.5 ~Yi(z)

\ \ X

1
N B 20




C3 —

—Co

Ecuaciones de Legendre, Bessel e Hipergeométricas
(Resumen)

1) Ecuacién de Legendre:
(1 —2H)u” — 220" + X\A+1Du=0 (1)
Puede escribirse también en la forma de Sturm-Liouville,
—[(1 = 2] = XA+ 1u

o en la forma estandar

y' + A(x)y' + B(x)y =0 (2)
con A(z) = 2%, B(z) = % Tanto A(z) como

B(z) son analiticos para || < 1 (o sea, |z| < 1). La ec.
(1) surge en problemas fisicos al considerar la ecuacién
de autovalores del Laplaciano en una superficie esférica:
—Agu = A(A + 1)u, donde Ag es la parte angular del
Laplaciano en coord. esféricas y v una funcién dependi-
ente s6lo de #. En tal caso la ecuacién anterior resulta

1 0 ou
_ (s Y= 1
Sn(0) ae(sm(@) 30) AA+1u
la cual se reduce a (1) si * = cosé (ﬁa% = —%).

Como A(A+1) = (A+1/2)2—1/4, es suficiente considerar
Re[A] > —1/2. Planteando v =Y, ; ¢,x™, se obtiene

> a™{enga(n+2)(n+1)—co[n(n—1)+2n-AA+1)]} = 0

n=0
de donde

nn+1)—AA+1) (m+A+1)(A—n)

Cn = —Cn

Cnt2 = (n+2)(n+1)

(n+2)(n+1)

Para ¢; = 0y ¢¢ # 0, se obtiene la solucién par, donde

Cont1 =0y

AA+1)
2!

AN =2)A+1)(A+3)
n

C2 = —Cp y C4 = Co

mientras que para ¢ = 0y ¢; # 0, se obtiene la solucién
impar, donde co,, =0y

A=1(A+2)
3! ’

A=1A=3)(A+2)(A+4)

Cs = Cp

Dado que |¢p42/cn] — 1 para n — oo, el radio de con-
vergencia de la serie resultante es 1. Puede verse que
la solucién no es en general acotada para = € (—1,1)
(Ju(z)| — oo en al menos uno de los bordes).

La excepcion ocurre si A = [, con [ entero positivo, en
cuyo caso c¢;+2 = 0. Esto implica que la solucién con la
misma paridad de | se convierte en un polinomio de grado
l, que se denomina Polinomio de Legendre. En tal caso,
los coeficientes no nulos del polinomio estan dados por

(—1)"(Ia))2(1 + 2n)!

= 1=0,1,n=0,...,ls

2t = Gy — ) l(ls + )1 (20 + )L

=] s

donde Iy = [1/2] ([ ] denota parte entera) y ¢ = 0 corre-
sponde a la solucién par para [ par, ¢ = 1 a la solucién
impar para [ impar. Los polinomios de Legendre se defini-
nen exactamente como la solucién para los coeficientes
iniciales ¢; = (—1)"21!/[(12!)22!~%], i = 0,1, y pueden por
lo tanto escribirse como (llamando k =l — n)

1 & (—DRFEI—2k)
Pie) = ?kzzok!(l—k)!(l—%)!xl ”

Dado que ((211_722;3)!%1*2’“ = ddfg;iﬂzlfzh y k= k) =11/(3),

pueden también reescribirse como

1 d' kgl 2l—2k
P(z) = 21 dal (=1)%(p)z
’ k=0
1 d
= ﬁ@(mz—l)l (3)

(Férmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son

P()(SU) =1
Pi(z) = x

Py(z) = 1(32® — 1)
Ps(z) = 1(52° — 32) (4)
Los Polinomios de Legendre satisfacen
A1) =1
! 2
/ B(Ji)ﬂ/(fﬂ)d% = 5”/7
1

_ 20+ 1
IPi(x) = (2 - )aPi_1(z) — (1 - 1)Pi_a(a), | >2

(ortogonalidad)

Cabe destacar entonces que soluciones acotadas de la ec.
(1) para x € (—1,1) y A > —1/2 se obtienen unicamente
cuando A = [, entero, y en tal caso para la solucién con
la misma paridad de [, la cual es un polinomio propor-
cional al Polinomio de Legendre (3). Por ejemplo, puede
verificar el lector que para A = 0, las soluciones 1.i. de (1)
son uy(z) = Po(z) =1y uz(x) = 1 In 122, siendo us(x)
la solucién impar, la cual diverge para x — +1.

La solucién general de (1) para A arbitrario puede ex-
presare como

u(z) = c1Pa(z) + c2Qa(7)

donde Py(z) y Qx(z) se denominan usualmente fun-
ciones de Legendre de primera y segunda especie. Para
A = [ natural, P\(x) es el polinomio de Legendre.
Ambas estdn directamente incorporadas en la mayoria
de los programas de coémputo analitico tales como
mathematica. Nétese que Qy(x), y también Py (z) para
A no entero, presentan divergencias de tipo logaritmico
en al menos uno de los bordes z = +1 (véase sec. 7).

2) Ecuacién asociada de Legendre:

m
1—22

(1 — 2 —2zu' + AN+ 1) — Ju=0 (5



En la forma de Sturm-Liouville, equivale a

m2

—[(1 = 2] + 1= 22

=AA+ Du
Se reduce a la ec. de Legendre para m = 0, y surge al con-
siderar la ec. —Aqu = A(A+1)u para u(6, ¢) = u(6)e’™?:

1 0, . ou m?2
sin(0) —e(sm(ﬁ)%) * sinZg "

= A+ 1u

la cual se reduce a (5) tras el reemplazo x = cos 6. Pode-
mos asumir obviamente Re[m] > 0, Re[\] > —1/2. Es
conveniente realizar la transformacion u = (1 —z2)™/?w.
Se obtiene entonces para w,

(1—2?)w” —2(m+1)zw +[AA+1)—m(m-+1)]w = 0 (6)
Planteando una serie de potencias para w, se obtiene

nn—1)4+2n+m)(m+1) —A(A+1)
(n+2)(n+1)
m+A+1+m)(A—m—n)

o (n+2)(n+1) @)

Cnt2 = Cp

Si A—m = k, con k entero positivo, cio = 0y la solucién
con la misma paridad de k£ es un polinomio de grado k.
Estas son las unicas soluciones acotadas de (6) en (—1,1).
En el caso usual, m es entero, y soluciones acotadas de
(6) existirdn entonces s6lo para A =1 > m, con [ entero
positivo. La solucién con la misma paridad de [ —m sera
entonces un polinomio de grado [ — m.

Si bién podemos obtener dichos polinomios por medio
de (7), es fécil ver que si u(x) es solucién de la ec. de
Legendre (1), entonces su derivada emésima u(™) () sa-
tisface la ec. (6):

(1—22)u" 2 —2(m+1)2u ™D+ AXOA+1)—m(m+1)]u™ =0

Por lo tanto, para m entero positivo, las soluciones de (5)
son de la forma (1 —22)™/2u(™)(z), con u(z) solucién de
(1). Para A y m entero, con A\ = > m, obtenemos asi
las denominadas funciones asociadas de Legendre,

dm
(@) = (-1 (1= )P T Pi(a), 0<m <]
xm
que son polinomios sélo para m entero (en tal caso de

grado 1) y que constituyen las tinicas soluciones acotadas
de (5) en (—1,1). Se define también

—-m m I —m)! m
P @) = ()" e @)
verificindose
! 2 (I4+m)!
P ()P (x)dx = —
/,1 @) P @) dr = ow g )

1
2

P (x)P, ™ (z)dx = O (—1)" ———
[11(3)1 (z)dx 1 ( )21+1

La solucién general de (5) para m y X arbitrario se ex-
presa como

u(z) = 1 P (x) + QY ()

siendo P{"(z), QY (x) las funciones asociadas de Leg-
endre de primera y segunda especie. Para m # 0,
presentan en general divergencias del tipo (1 — a:)_'m‘ y
(x+ 1)1 enz =1 y/oen z = —1 (véase sec. 7), salvo
P (z) en los casos ya descriptos.

3) Ecuacién de Bessel

!/
" u 14

— 4+ (1-)u=0 8
WL (1= D 8)

Es de la forma contemplada en el teorema de Fuchs-
Frobenius y surge en problemas fisicos con simetria
cilindrica o esférica al resolver la parte radial del Lapla-
ciano, como veremos en préximas clases. Planteando
u = ZZO:O an2*T™ obtenemos, definiendo a_» = a_; = 0,

o0

> @ ay[(ns)(n+s—1)+(n+5) =2 +a,] = 0

n=0

Para n = 0, se obtiene ag[s(s — 1) + s — %] = 0, que

conduce a la ecuacién indicial s2 — 2 = 0, es decir,
§s=zxv

Se obtiene entonces a; = 0. Para n > 2,

Ap—2
n(n + 2s)

4 = — Ap—2 _
" (n+ )2 —v?

Si s =wv, con Re(v) > 0, esto implica

(—1)"H22n(n — )T (n +v)
(—1)m22n+2plD(n+v 4+ 1)

a2n 1

dn(n+v)

a2n—2

Hemos utilizado aqui la funcién Gamma, definida
para z > 0 por

I'(z) = / et dt
0
que satisface, para x > 1, la relaciéon
I(z)=(z—1I'(x—1)

(esto puede verse integrando por partes). Ademas,
I'(l) = 1, I'(1/2) = /m. Se obtiene entonces, para x
natural o semientero positivo,

I'(n) = (n—1)
Para x — +oo, T(z+1) = v2re %2 T/2[1+O(z~1)], lo
cual determina el comportamiento de n! para n grande.
La definicién anterior es también véalida para x complejo
si Re[z] > 0. Para x complejo arbitrario, I'(z) se define



por continuacién analitica, siendo analitica en todo C

excepto en los enteros negativos o en x = 0, donde posee

polos simples ( lim (z+n)I'(z) = (—1)"/n!). Se verifica
r——"n

ademas que I'(—v)I'(v + 1) sin(vw) = —7.
La relacién recursiva se satisface entonces si

e
222pllT(n4+v +1)

a2p =

Para ¢ = 277 se obtiene asi la funcién de Bessel

N (=n" x
To(x) = Z nT(n+v+1) (5

n=0

)u+2n

llamada también funcién de Bessel de primera especie,
que es una de las soluciones de (8). Aplicando el criterio
del cociente puede verse facilmente que la serie converge
VaxeRoxeC. Sivno es entero, la otra solucién lin.
indep. de (8) es (véase sec. 6)

- =" x

J_ ) = YN—v+2n
/(@) Zn!l‘(n—y—i—l)(Q)

n=0
Si v > 0 es entero, la relacién recursiva para s = —v
no puede prolongarse para n > v, y el procedimiento
anterior no es valido para obtener la segunda solucién
lin. indep (para n > 0 entero, J_,(z) = lim J,(z) =

V——n

(=1)"J,(x)). Se utiliza entonces, como segunda solucién

cos(vm)Jy,(x) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (z) =

denominada funcién de Bessel de segunda especie o
funcién de Neumann o Weber. La ventaja es que el
limite de Y, (z) para v — n, con n > 0 entero, pro-
porciona la otra solucién lin. indep. de (8), que es de la
forma J,(z)In(z) + 27 Y.~ b,a™. La forma explicita
de Y, (), asi como otras propiedades y funciones asocia-
das, se las detalla en el apéndice grafico.

Para v semientero, J,(x) y Y,(x) pueden expresarse
en términos de senos y cosenos. Por ej., es facil ver que

Ta(@) = \Z 5 Yy o() =~ [Z 22, Bn goneral,
Tunapala) = /2L ()
L)

Cabe destacar finalmente que si k # 0, las funciones
Jy(kz), Y, (kx), son soluciones lin. indep. de la ec.

2z .n

Yigi2(z) = —\/ZFa"(—

8|~

/ 1/2

U
— 4+ (k= =)u=0

ol Gt DL

El nimero k£ puede ser real o complejo. Para k = i, las
funciones J,(iz), Y, (iz) son combinaciones lineales de
las denominadas funciones de Bessel modificadas I, (z),
K, (z) (véase apéndice).

4) Funcién Hipergeométrica confluente
Consideremos la ecuacién

o+ (b—2)u —au=0 9)

que surge en muchos problemas de mecédnica cudntica
al resolver la ec. de Schrédinger monodimensional. Las
raices de la ec. indicial s(s — 1) +bs = 0son s =0y
s =1 —1b. Por lo tanto, si b no es 0 o entero negativo,
una de las soluciones es una serie de potencias u(x) =
oo o cna™, con

_ n+a
Cntl = Cn (1) (ntb)
y ¢ # 0. Para ¢y = 1 se obtiene asi la solucién

a ala+1)
T T e

_ I~ Tlntal ,
B mzn!F[n—i—b]x (10)

ui(z) = Fla, b, x] i

n=0

que se denomina funcion hipergeométrica confluente.
Converge V = (como es obvio a partir de (9)). Para
a = —n, con n entero positivo, se reduce a un polinomio
de grado n. En particular, los polinomios de Laguerre
generalizados se definen, para 0 < m < n, como

(n})?

Lifla] = (=1 ml(n —m)!

n F[—(n—m),m—i—l,m]
y surgen al resolver la ec. de Schrédinger para el dtomo
de Hidrégeno. Para m = 0 se denominan simplemente
polinomios de Laguerre.

Es fécil ver que si b no es entero, la otra solucién 1.i.

de (9) es
uy(z) =2 Fla —b+1,2 — b, z]

1-b

ya que si se sustituye u = ="~ °w se obtiene para w la ec.

w' +2-b—2)w —(a—b+1w=0

que es de la forma (9) con b —2—b,a —a—b+ 1.

Para z — ooy a # —n, Fla,b,z] = %e”x
La funcién Fla,b,x] y sus propiedades estd también
directamente incorporada a la mayoria de los programas

de célculo analitico.

a—b

5) Funcién Hipergeométrica
Consideremos ahora la ecuacién

(1 —2)u” +[b— (a1 + az + 1)z’ —ajagu =0 (11)

Las raices de la ec. indicial s(s — 1) + bs = 0 son nue-

vamente s = 0y s = 1 —b. Por lo tanto, si b no es 0

o entero negativo, una de las soluciones es una serie de
. oo n

potencias u(z) =Y ", cpz™, con

nn—14a +as+1)+aja
(n+1)(n+0)

o (ntal)(n+ ay)
" (n+1)(n+b)

Cnt1 = Cp



y ¢o # 0. Para ¢y = 1 se obtiene asi la solucién

ui(x) = Flay,a9,b,x]

ai(a1 + 1)ag(az +1) ,

a1a2
i

= I T T e )
[y > Cln+ai]ln+ a2 ,
T[a1)T [az] 2 nlln+b

(12)

n=

que se denomina funcion hipergeométrica. Converge para
|x] < 1 (como es obvio a partir de la ecuacién) y es
obviamente simétrica con respecto a a; y as. Si a; =
—n (0 ay = —n), con n entero positivo, se reduce a un
polinomio de grado n. En particular, los polinomios de
Jacobi se definen como

IMa+n+1]

Pﬁ"ﬁ(ac) - n!la 4 1]

F[—-n,a+p+n+1,a+1, (1—x)/2]

Para a = 3 = 0 se reducen a los polinomios de Legendre,
vistos anteriormente. Es facil ver que si b no es entero,
la otra solucién Li. de (11) es

us(z) = 2 PFlag —b+ 1,01 —b+1,2 — b, 2]
ya que si se sustituye v = z!"Pw se obtiene para w una
ec. del tipo (11) con a3 — aa —b+1,a3 a3 —b+1y
b — 2 —b. Esta funcién y sus propiedades esta también
incorporada a los programas de calculo analitico.

6) Método general
solucién
Supongamos que se conoce una solucién wui(x) de la
ecuacion lineal (2). La otra solucién lin. indep. puede
hallarse planteando una solucién del tipo

para hallar la segunda

uz(z) = v(x)us(x)
En efecto, reemplazando en (2) obtenemos para v la ec.
ur(2)v” + (2u)(z) + A(x)ur (z))v' =0

que es una ec. lineal de primer orden en v’. Su solucién
es v/ (x) = cuy }(x)e~ S AT de donde

v(z) = c/e_f Al@)dz 12 (2)dx (13)

Aunque no resulta a veces el método mas comodo, puede
aplicarse para cualquier A(x). Notese que v(z) no de-
pende explicitamente de B(z). El método puede uti-
lizarse también para determinar el comportamiento de la
segunda solucién en la vecindad de puntos singulares.
Para el caso del teorema de Frobenius Fuchs, puede
verse de (13) que si ui(z) es de la forma > 7 a,z™ ",
con s la rafz de la ecuacién indicial (s = 1(1—A_; +r),

r= \/(1 — A% ) —4B_,), entonces

v(z) = c/x_QS_AflR(x)dx

4

donde R(z) =Y " jrpx™ (conrg # 0) y 2s+A_1 = 147
Por lo tanto, si r no es entero, us(x) = z¥ Yoo o bna™,
con s’ = s—r la otra raiz, mientras que si 7 = m natural,
uz(z) serd de la forma Cuj(z)Inz + > 77, 2°' " con
C#0sir, #0.

Como ej. simple, consideremos la ec. u” — k*u = 0
cuyas soluciones son u(r) = ciet*. Si uy(z) = e
= v(z) x e~ 2** de donde uz(x) o e **. Si tomamos
up(x) = cosh(kz) = v(z) o« tanh(kz), de donde
uz(x) = sinh(z).

)

kx

7) Condiciones de contorno cuando p(z) se
anula en un extremo
La ecuacién de autovalores de Sturm-Liouville,

Llu] = =(p(2)u)" + q(x)u = Ap(x)u

puede escribirse, si p(z) > 0 en (a,b), como

u” + A(z)u’' + B(z)u =0, (14)
Aw) =T B = PESLE )

Hasta ahora habiamos supuesto p(xz) > 0 en [a,b], con
p y g continuos en ese intervalo. Consideremos ahora el
caso en que p(x) posee un cero simple en x = a, es decir,

px)=ci(xr—a)+c(r—a)’+..., ¢ >0

en un intervalo [a, ], permaneciendo positiva y continua
en el resto del intervalo. En tal caso, A(z) tendrd un polo
sitmple con residuo 1 (A_; = 1). Mostraremos a contin-
uacién que esto implica que sdlo una de las soluciones l.i.
de (14) permanecerd acotada para x — a™, de modo que
la condicién de contorno a imponer cuando p(x) posee
un cero simple en un extremo es que la autofuncién per-
manezca acotada para r — a.

Demostracién: Si ¢(z) es continuo en [a,b], B(z)
poseerd a lo sumo un polo simple en z = a, por lo que
B_5 = 0. Por lo tanto, las raices de la ec. indicial en
T =a,

s(s—1)+A_1s+B_2=0

sons=0ys=1—A_; =0. En tal caso, una solucién
de (14) serd una serie de potencias naturales, siendo por
lo tanto acotada en x = a, mientras que la otra solucién
tendrd una divergencia logaritmica en x = a (véase la
clase de Fuchs-Frobenius). La exigencia de que u(x) per-
manezca acotada ya descarta entonces una de las solu-
ciones de la ec. (14). Notemos que el operador L per-
manece autadjunto para funciones u que satisfagan

lim p(x)u(z) =0, lim p(z)u'(z) =0 (16)
r—at r—at
Si tanto u como u’ peramence acotadas para x — a™, las
condiciones anteriores se satisfacen ya que p(a) = 0 (cero
simple en = = a).

El razonamiento anterior se extiende facilmente al
caso en que ¢(x) posee un polo simple en = a, con



lim,_,,+ ¢(x) = 400 (residuo ¢_; > 0), lo que implica
que B(z) posee un polo de orden 2 en x = a (con
B_5 = —q1/c1 <0). En tal caso, las raices de la ecuacién
indicial son

s ==+ _B_2

es decir, reales y de signos opuestos. Por lo tanto,
s6lo una de las soluciones de (14) (la que corresponde
a s = ++/—B_3) permanecera acotada para x — a¥. La
condicién de acotacon nuevamente descarta una de las
soluciones. También se cumplen aqui las ec. (16).

Estas propiedades pueden también demostrarse con el
procedimiento de la sec. 6. En términos de p(x),

ug(x) = cul(x)/ dz

@@ ™

Si up(z) «x (z — a)® para x — a, con s > 0, uz(x) no
serd acotada para x — a si p(x) posee un cero simple en
x = a. Se dejan los detalles para el lector.

Puede demostrarse que las propiedades anteriores del
conjunto de autofunciones siguen siendo vdlidas si p(x)
posee un cero simple en uno de los bordes, siempre y
cuando se exija que la autofuncién permanezca acotada
en ese borde. Si p(x) posee un cero simple en ambos bor-
des, entonces dicha condicién debe imponerse en ambos
bordes.

8) Ejemplo: Serie de Polinomios de Legendre
Retornemos a la ecuaciéon de Legendre, escrita ahora en
la forma

—((1 = 2*W) =M, x€[-1,1] (17)

Esta ec. puede verse como la ec. de autovalores de un op.
de Sturm-Liouville, con p(z) = 1 —2? = (1 + z)(1 — z)
y q(z) = 0. En este caso p(x) posee un cero simple en
x =1y x = —1 por lo que imponemos como condicién de
contorno que u(x) permanezca acotada en ambos bordes
(x = £1). Como vimos en la clase 9, esto ocurre sélo
siA=1(l+1), conl =0,1,... (lo que determina los
autovalores), y en tal caso para la solucién con la misma
paridad de I, que es un Polinomios de Legendre:

u(@) = Pua), A=I(+1),

los cuales forman pues una base completa ortogonal en
[—1, 1]. Podemos expandir entonces una funcién en dicho
intervalo como

1=0,1,...

e[-1,1]

= Z aPi(x)
1=0
con (recordar que fil PA(z)dr =2/(20 + 1))

21+1
/f )Py (a

Notemos que las raices de la ec. indicial en x = +1 son
ambas 0. Esto implica que la solucién no acotada de (17)
tendrd una divergencia logaritmica en el extremo.

9) Serie de Polinomios asociados de Legendre:
Consideremos ahora

m2

—((1 = 2®)) + ——u=\u,

-1,1
s el-1,1]

Puede verse como la ec. de autovalores de un operador
de Sturm-Liouville, con p(z) = (1 — 2?%) y

q(r) = m?/(1—22). En este caso ¢(z) posee un polo sim-
pleenz=1yenxz=—1,y es positiva para z € (—1,1).
La condicién de contorno a imponer es nuevamente que
la autofuncién permanezca acotada en x =1y x = —1.
Como vimos en la seccién 7, esto implica, para m > 0
entero, que l =m,m+1,m+2,..., con [ entero, y en tal
caso que u(x) sea el polinomio generalizado de Legendre:

u(z) = P"(x),

Podemos expandir entonces una funcién en [—1,1]
también como

A=I1l4+1), I=mm+1m+2,...

xz € [-1,1]

= Z clle(x),
l=m

con

o = T | fwrr s

10) Serie de Bessel
La ec. de Bessel u” + u'/x + (k?
escribirse como

v?/z?)u = 0 puede

—(zu) + V—Qu = \zu (18)
—u =

con A = k2, que corresponde a una ec. de autovalores
de un op. Sturm-Liouville con p(z) = z, ¢(z) = v/x y
p(z) = z. Esta ec., con & = r, surge por ej. al resolver
—Aw(r,0) = Aw(r,0)

con A = aTQ +1 - ar + le 892 el Laplaciano en coordenadas
polares, en una regién circular (ag < r <a, 0 <80 < 6y),
para soluciones de la forma w(r,0) = u(r)e™?. Supon-
dremos v real.

Consideremos primero = € [0,a]. Como p posee un
cero simple en z = 0, la cond. de contorno en x = 0
debe ser |u(0)] < co. En z = a supondremos la cond. de
Dirichlet u(a) = 0, aunque para otras cond. de contorno

locales el procedimiento es similar. La solucién general
de (18) es

u(z) = AJ, (V) z) + BY, (V)

La cond. |u(0)| < oo implica B = 0, mientras que la
cond. u(a) = 0 implica

J,(VAa) =0



o sea,

Via=k", n=1,2,... con J,(k¥) =0
Aqui kY son las raices de J,(x), que forman un con-
junto numerable de ntmeros reales. Los autovalores
son entonces A\, = (k%/a)? y las autofunciones corre-
spondlentes son ortogonales respecto del prod. interno
= [lu x)xdx:
0

/ J, (k2 x/a) g, (kY x/a)wde = 8 N2
0
donde
a a2 9
Ni= [ RWafaade = G L0)
0

En efecto, mult. (18) por —2zu’ obtenemos
2[(zv) zu’ + ()\x —v3)uu'] = 0, de donde
[(zu')? + (A2? — vH)u?) =2 \au? y

9 B (xu")? + (Az? — v?)u?
/u (x)xdr = o

Por lo tanto, si u(z) = J, (kz),

/a Jf(ﬁx)xdx = %Q[J’,Z,(\F)\a) +(1- VTQ/\)JE(\F)\a]
0 a

que conduce al resultado (19) para A = (k% /a)?.

El conjunto de autofunciones {J,(kkxz/a), n =
1,2,...,} es completo en [0, a] por ser L autoadjunto con
las presentes cond. de contorno. Podemos pues expandir
una funcién f para z € [0,a] que sat. dichas cond. como

E C’I’LV

(kyxz/a)

donde remarcamos que la suma es sobre n y no v, con

Cn = 2J/2ku/f

Por ejemplo, los primeros ceros de Jy(x) son

y(krz/a)zdx

k9 ~ 2,405 = 0.7657, kY ~ 5,52 = 1,76, k3 ~ 8,65 = 2,757

con kO =~ (n— 7)77 para n grande en virtud de las férmulas
asintéticas para Jy(z).

Para una condicién de contorno de Neumann en z = a
(u/(a) = 0), el tratamiento es similar pero tendremos que
utilizar los ceros de J,(z). Se dejan los detalles para el
lector.

En el caso de un anillo 0 < a < = < b, con condiciones
de contorno de Dirichlet u(a) = u(b) = 0, la solucién
general de (18) serd

u(x) = A[J, (VAz) + oY, (V)]

Tanto los autovalores \,, como el coef. a,, que determina
las autofunciones deben determinarse a partir de las
ecuaciones u(a) = 0, u(b) = 0. Se dejan también los
detalles para el lector.



Matematicas Especiales 11

Transformada de Fourier (Resumen)

Consideremos nuevamente la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier de una funcién
f:[-L,L] = R

f(.%') — n:z_:oo Cnelnﬂ'CC/L’ Cp = ﬁ /_L f(x)e mﬂ'a:/de (11)
[o¢] m
donde la suma indica el valor principal > = lim Y . Podemos reescribir la serie como
n=—oc0 M TOp——m

1 A
= — N F(k)e** Ak, 1.2
fla) = S e (12)

donde k = %, Ak =Ty

L 1 L ,
F(k)=+vV2 cn—:—/ z)e*®dx 1.3
() = Varan = —= [ f@ (1.3
Consideremos ahora el limite L — oco. En tal caso, Ak — 0 y las ec. (1.2)—(1.3) tienden a

1 > ikx
f(z) = \/%/_oo F(k)e* i (1.4)

F(k) = \/127 [ O; F(z)e—*dg (1.5)

asumiendo que ambas integrales convergen, con [*° = lim [” el valor principal.
r—00

La funcién F' : ® — R definida por (1.5) se denomina Transformada de Fourier (TF) de la
funcién f (f : ® — R) y laexpresion (1.4), que recupera f a partir de F, es la “antitransformada”
de F'. Constituyen la generalizacién de la serie de Fourier para funciones f definidas en (—oo, c0)
(y de médulo integrable). Debido a la simetria de las ec. (1.4)-(1.5), son posibles también otras
convenciones para definir la TF (puede por ej. omitirse el factor 1/v/27 en (1.4) y reemplazar
el de (1.5) por 1/(27) o viceversa, y también reemplazar e*** por e¥¥?). Las ec. (1.4)-(1.5)
son vélidas para cualquier funcién f : R — R continua que satisfaga [ |f(z)|dz < oo y que
posea un nimero finito de maximos y minimos. Si f posee una discontinuidad aislada finita en
un punto zo, la integral en (1.4) converge al punto medio, como ocurre en la serie de Fourier.

Desde el punto de vista fisico, las expresion (1.4) se entiende como la expansion de la funcién
f(z) en términos de funciones arménicas puras e’** = cos(kx) 4 isin(kx), de frecuencia angular
k (y periodo 27 /k), siendo F(k) el peso (amplitud) de la frecuencia k en la expansién de f.

Demostraremos ahora explicitamente la validez de las ec. (1.4)—(1.5) para funciones f con-
tinuas y derivables lateralmente en cualquier punto, que satisfagan [*_|f(z)|dz < co. La dem.
es muy similar a la efectuada para la serie de Fourier. Las ec. (1.4)—(1.5) implican

© 1 [ /
f@) = [ ol e an e
—o0 2T J oo
de modo que lo que debe demostrarse es que

! /OO Pl = 5z — ) (1.6)

PL

ez'rt _efzrt

1
it Tt

l/ sin(rt) g — l/ sin(u) du1

TJ)o L TJeoo U

donde [ dk = rll)rgo J”, dk. En efecto, % I, Rtk = %

-1 -



Por lo tanto

/—0:0[2177/_TT e*@=2) gk f (2 )da' = /_O:O Mf(w’)dx’

m(x — a')

:/OO Sln7(7%)[]”(33—1%)—]”( ) +f(x) +/ sin( Tt t)_f(x)dt (1.7)
oo Tt Tt
Para r — o0, el segundo término en (1.7) se anula por el Lema de Riemann (véase clase de
series de Fourier) si f es una funcién derivable al menos lateralmente en z (ya que en tal
caso (f(x +1t) — f(x))/t permanece acotado para t — 0) e integrable en (—o00,00). Queda asi
demostrada la ec. (1.6).

La ec. (1.6) implica también

R L% (=i /
/ 60 () op()de = — [ e dr = §(k — ) (1.8)
o 21 J—x

indicando que las funciones ¢ (z) = €**/y/271 son ortogonales respecto del producto interno
(u,v) = [Zo u*(x)v(z)dr y estdn “normalizadas” respecto de la variable k, si interpretamos
por esto tltimo precisamente la condicién (1.8). Nétese que la convergencia de las integrales
(1.6)—(1.8) debe entenderse como distribucién (convergencia débil).

Propiedades basicas de la transformada de Fourier

Se resumen en la siguiente tabla:

f(x) F(k)
0 f(=z) F(=Fk)
1 f(az) (a # 0) F(k/a)/|al
2 flz+0) ™ F (k)
3 f'(z) ikF (k)
4 f0) () (ik)"F (k)
5 "f(z) (n € N) i"F (k)
6 F(z) f(=Fk)
7 | f(x)e® (beR) F(k —b)
8 (f *9)(x) V21 F (k)G (k)
9 f(z)g(x) (F x G)(k)/V2m

donde (f % g) denota la convolucion de fy g:
(Fro)@) = [ o= agla)da’ = (g % )
y (FxG)(k) = [% F(k—K)G(K)dK' = (G * F)(k) la convolucién de F' y G.

Demostraciones:

00 e~ tkx B 1 ) efiku/a B F(k/(l)
/;f(a:c)id:n = a’/f(u) du =

Var |al

7’Ll€$
/ o+ 0) e = / flu Zkbdu — R (k)

77,’61‘ 'Lk fzkx
/f —ds — f ()r|_oo+zk/f —dz = ikF (k)

donde hemos asumido que f () — 0 para © — +o00o. La prop. 4 sigue por induccién (asumiendo
™ (£o00) = 0si m < n) yla5 se obtiene en forma similar (asumiendo F(™(4+00) = 0 para



m < n). La prop. 6 es consecuencia de las ec. (1.4)—(1.5). La prop. 7 se deja como ejercicio.
Prop. 8:

/c(>of o) e—tkz dw _ / /f o I zk(\j%ﬂ ) i —

efzk:r ;L
/f ’k“du/ (@) e — VorF(k)G(k) (1.9)

Prop. 9: Se deja como Ejercicio.

Otras propiedades de la TF:
10) La TF conserva el producto escalar entre funciones (producto interno complejo):

/OO g () f(x)dx = \/12? /_O:O g(x)dz /_o:o ek P (k m/ / Yet*t da F(k)dk
_ /G* k)dk = (G, F)

(9, f)

donde G es la TF de g. Esto implica en particular que la TF conserva la norma:

WIE= (0 = [ 1@ = [ 1Pk = (F.F)

11) Si f es real = F(—k) = F(k)* (para k real). Se deduce inmediatamente de la expresién

F(k) /f Ye Ry = — N /f x)cos(kx) dx—z/f sin(kz)dz] (1.10)

T Vor

12) La prop. 0 implica que si f es par (f(—xz) = f(x)) = F(k) es par (F(—k) = F(k)).
A partir de (1.10) vemos también que en tal caso, [ f(z)sin(kz)dz =0y

F(k) = \/12? /_O:O f(x) cos(kx)dx = \/E/OOO f(x) cos(kx)dx

siendo F' real si f es real.

Si f es impar (f(—z) = —f(x)) = F(k) es impar. En tal caso, [°°_ f(z)cos(kz)dz =0y

)sin(kz)dx = —l\/>/ f(x)sin(kx)d

F(k

siendo F' imaginario si f es real.
13) A partir de la def. (1.5) y la prop. 5, se obtiene
/Oo f@)dr = VarF(0) (L.11)
/ T f@atde = VamitF™(0), (1.12)

donde n = 0,1,2,.... Las derivadas de F'(k) en el origen permiten pues evaluar en forma in-
mediata las integrales (1.11)—(1.12) (ver ejercicios en practica).



Ejemplos: de TF: (H(x) denota la fn. de Heaviside y a > 0, b real )

f(@) F(k)
—alx 2 a
1 e~all \/1;a?+1k:2
2 € amH(l,) \2x atik
3 6712/(2a2) aefa2k2/2
4 $2ia2 V #e_a‘k‘
2 sin(ak
5 | H@+a) - Hz —a) /2o
6 o) N
7 etbr \/ﬂé(k —b)
. cos(ba) PR E)
9 sin(bx) V2m %{Wﬁb)
10 6712/(2(12)6%33 aefaQ(kfb)Q/Q
Demostraciones:
00 . oo . 0 . 1 1 2a
—a|x\*’lk$d / 7m(a+zk)d / x(afzk:)d — —
/_ooe ! 0o e Tk Tasik T a2gr ©70
oo . o0 . 1
—ar F (1) e— M gy — / —a(atik) gy 1.13
[m e (x)e = e x i (1.13)

(o) ik
/Zofa:2/27ik:vdm _ /67(x+ik)2/27k2/2dx _ o H2 /Oo+ez2/2dz _ ore /2

donde z = (x + ik). Se ha completado cuadrados en el exponente y utilizado el resultado

0 2/2
I:/ew de = \/2r

—0oQ

el cual se obtiene de

2 <[ —(z%2+y?%)/2 < —r2/2 * _u
I:/ / e Y d:rdy:27r/ e rdr:27r/ e “du =27
—o0 J—00 0 0
(también hemos utilizado el hecho de que e=%"/2 es una funcién analftica de z que se anula para

Re[z] — %00, como se verd en las préximas clases). El resultado general 3 (para a # 1) se
obtiene utilizando la prop. 2.

Este ejemplo demuestra que la TF de una gaussiana (de ancho a) es también una gaussiana

(de ancho 1/a). Esto posee una importancia fundamental en diversas aplicaciones. Notemos
que la norma se conserva:

o0 o
/ e~/ gy — a2/ e~ R dk = /7a

El ej. 4 se obtiene de 1 utilizando la prop. 6, mientras que el ej. 5 sigue de

& . a —ika __ _ika in(k
/[H(f’«" +a) — H(z —a)le " *dz = /€_kad1' _€ —e 2sm( a)
o —a —ik k

Los €j. 6 y 7, que deben entenderse como la TF de una distribucién (siendo el resultado otra

distribucién), son consecuencia inmediata de (1.6). El resultado 6 puede también obtenerse de 5

dividiendo a f y F por 2a y tomando el limite a — 0, de acuerdo con la relacién §(x) = H'(z).
eiam_’_efiaw

Los ej. 8-9 se derivan de lo anterior en forma inmediata, recordando que cos(ax) = “—5—,

— 4 —



etar _p—iax

sin(azx) = 57 “2 . Implican que la TF de una funcién f(z) periédica de periodo 2L (que puede
desarrollarse en serie de Fourier) tendra pues picos tipo § localizados en +nw, con w =7/L y n
entero. Finalmente, 10 se deriva inmediatamente de 3 (se deja como ejercicio). De 10 se puede
reobtener 7 en el limite a — +oo (ejercicio).

Es importante destacar que cuanto mas esparcida esté f(x) (por ej., a grande en el €j. 3),
tanto mas concentrada estara F'(k), y viceversa. Los ej. 6-7 son casos extremos de esta propiedad,
la cual esta estrechamente relacionada con el principio de incerteza de la mecanica cuantica.

Desarrollos de medio rango: Transformadas seno y coseno

Anélogamente al caso finito, para un intervalo (0,00) podemos considerar las extensiones par
e impar de una cierta funcién f definida para x > 0. Si completamos a f en forma par para
x < 0, obtenemos, teniendo en cuenta la prop. 10,

flz) = \F /OOFC(k:)cos(kx)dk: (1.14)
F.(k) = \/7/ ) cos(kx)dx (1.15)

La ec. (1.15) se denomina transformada coseno de f(z) y coincide con la TF de f completada
en forma par. La transf. inversa es en este caso idéntica.
Si se completa a f en forma impar para x < 0, se obtiene, utilizando nuevam. la prop. 10,

flz) = \/7/ ) sin(kx)dk (1.16)
F(k) = \/; /0 £ () sin(kz)da (1.17)

La ec. (1.17) se denomina transformada seno de f, y satisface Fs(k) = iF(k), siendo F'(k) la TF
de f completada en forma impar.

2 La transformada discreta de Fourier

Consideremos, en lugar de una funcién f : R — R, una funcién definida sélo en un ntmero
finito n de puntos xj, j = 0,...,n — 1, tal que f; = f(z;). En tal caso es posible definir una
transformada discreta de Fourier Fj, de la siguiente forma:

1 n—1 -
Fo=—=3 fie ®™ikin | =0,... n-1 (2.1)

Conocidos los n valores Fj,, los n valores f; pueden recuperarse exactamente mediante la trans-
formacion inversa, dada por

1 n—1 N
— Y Fpefiikin j=0,...,n—1 (2.2)
i

Esto puede demostrarse facilmente, reemplazando Fj, por su definicion:

Z Z f/ —27r1j’k:/n 27r2]k/n _ Z f Z 2mik(j—j )] fj
k=0

fi=

donde hemos utilizado el resultado
L ik 1 j=7
2N e2mik(i=i)/n — 5., — Y 2.3
n kgo 17 0 ] # ]/ ( )

-5 -



vélido para j, j' enteros. En efecto, si j = j/, e2mk(=i")/n =1y > hso L e2mik(i=3")/n — p mientras
que si j # j' (v |7 —Jj'| <n)

1 — e2mili=i)

n—1
Z eka(j—j’)/n _ _
1 — e2mi(j—j")/n

k=0

para j — j’ entero.
Ejercicios:
1) Probar que si f; es constante (f; = ¢V j) = Fj, = dgocy/n (0 sea, Fy, = 0 salvo para k = 0).
2) Probar que si f; = ce?™mi/m con 0 <m <n—1= F = cOpmy/n
3) Probar que si fj = c¢djn, (o sea, f; =0 salvo para j =m, con m entre 0 y n — 1) =
Fj, = ce”2™mk/n ) /n k=0,...,n—1 (o sea, |F| = |c|/v/n ¥ k).

3 Transformada de Laplace

Para una funcién f definida para z > 0, la transformada de Laplace (TL) se define como

Lip) = [ 7 f(@)da (3.)

Si f(z) < e para © — oo = L¢(p) converge para Re[p] > a. Supondremos esta condicién
en lo sucesivo. Notemos que Ly (ik) = \/g(Fc(k) — iFs(k)) en el caso en que L¢(ik) existe. Si

completamos a f t.q. f(z) =0 para x <0, Lf(ik) = V21 F (k).
La propiedad fundamental de (3.1) es que la TL de las derivadas f (n) () quedan expresadas
en términos de L¢(p) y las derivadas de f en el punto inicial = 0. Integrando por partes,

Lpl) = [e7r@)a=—f0)+p [ fl)erda
= —f(0) +pLs(p) (32)
Por induccién, obtenemos en forma andloga,
Ly () = e 1) @)da = —F0(0) 4 6710 (w)da
—fT(0) = pfT(0) — . = " F(0) + "Ly (p) (3.3)

Otra prop. util se refiere a la TL de la convolucién de funciones f y g definidas para argu-
mentos positivos, definida como

(F9)(a) = [ fa—a)g(e)ds’ = (g )
Obtenemos
Lreolo) = /ooo /0 fla—a')g(a')e P da'dw =
= /0 N /0 " o — a)e Mg (o) e P do' da

= /Ooo f(uw)e P du /Ooo g(z')e P da!

= Li(p)Ly() (3:4)

Para hallar la transf. inversa, completando a f en forma nula para x < 0, y considerando la
TF de e~ ** f(x), con a > 0, podemos escribir

O 1 > ikx ke —aa’ / /
flz) = 277/ dk/o e e Y f(2")dx

-6 —



de donde

1 oo . o
f($) - em(a—l—zk)dk/ e (a—l—zk)f(x/)dx/
27 J -0 0
1 a+i00 .
= 2—7”/7 e Ly(z)dz (3.5)

con z = a+1k. El resultado es en principio indep. de la eleccién de « si las integrales convergen,
es decir, si « es suficientemente grande. Si es posible cerrar la integral (3.5) con un semicirculo
de radio muy grande a la izq. de «, a lo largo del cual la integral tiende a cero, por el teorema
de los residuos obtenemos en tal caso

f(x) =) Res[e™"Ly(z)]

2

donde la suma se extiende sobre todos los polos z; de e**L¢(z).

El mayor inconveniente de la TL es que la relacién inversa requiere el conocimiento de L¢(p)
para valores complejos de p. Si se dispone tan sélo de una tabla de valores numéricos de L¢(p)
para cierto conjunto finito de valores reales de p (y no una expresién analitica de Lf(p)), como
ocurre en algunos problemas préacticos, no es posible recuperar f(z) con gran precisién (es un
tipico problema “ill posed”).

Algunas propiedades y ejemplos (en todos los casos a > 0):

f(z) Ls(p)
1 f(ax) Ly(p/a)/a
2 | flz+a) e’ L (p)
3 /() —f(0) + pL¢(p)
4 f(x) —d[Ls(p)]/dp
5 | (f*x9)(=) Li(p)Ly(p)
6 e ﬁ
T [ costar) | 0@+ 7)
8 sin(ax) a/(a® + p?)
9 H(x —a) e~ /p
10 §(x —a) e Pe

Ejemplo: Hallar u(t) t.q.
u” + k= f(t)

para t > 0, con u(0), u’'(0) datos conocidos y k # 0. Mult. la ec. anterior por e ! e integrando,
obtenemos, utilizando la ec. (3.3),

—u/(0) = pu(0) + (p* + k) Lu(p) = Ly(p)
de donde
u'(0) + pu(0) 1
p*+ k2 p? + k2

Utilizando ahora las prop. 5, 7 y 8 de la tabla anterior, obtenemos

Lu(p) = L¢(p)

u(t) = %u'(O) sin(kt) + u(0) cos(kt) + i/ogin[k‘(t — ) f(t)at

que coincide con el conocido resultado para la solucién de esta ecuacién obtenido mediante la
funcién de Green.
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Ecuaciones en derivadas parciales. Introduccién

Consideremos primero la ecuacion lineal de primer or-
den mas simple,

ou

oy
donde u(z,y) es una funcién de dos variables. Es obvio
que la solucién general de esta ecuacion es

u(z,y) = f(x)

donde f es una funcién arbitraria que depende sélo de x.
Asi, mientras que el conjunto de soluciones de una ec. dif.
lineal ordinaria homogénea de primer orden depende de
una constante arbitraria, formando un espacio vectorial
de dimensién 1, en el presente caso la solucién general de-
pende de una funcién arbitraria f de la variable x, siendo
por lo tanto un espacio vectorial de dimensién infinita.
La segunda observacion es que la soluciéon permanece con-
stante a lo largo de una curva (las rectas verticales = c).
Tales curvas se denominan curvas caracteristicas.
Consideremos ahora la ecuacién

ou ou

con a2 + ai # 0. Podemos reescribirla como @ - Vu = 0,
de modo que toda funcién que varie sélo a lo largo de
una direccién perpendicular a @ (es decir, dependa de
la coordenada ”perpendicular”) serd solucién. Si por ej.
a, # 0, con a, y a, constantes, la solucién gral. de (1)
puede escribirse como

u(e,y) = flz— =),

con f derivable, como es ficil verificar: @ - Vu = (a, —
a, / Ay _
aya—y)f (x — a—yy) = 0. En este caso la sol. es constante
Qg ) A a
a lo largo de las rectas z — Yy =cosea, y=c + 2,
que son paralelas al vector a.
Podemos obtener este resultado en forma mas sis-
tematica. Notemos primero que si se efectiia un cambio

de variables (z,y) — (2/,y’), con
¥ =F(x,y), v =G(z,y)

siendo la transformacion invertible, tenemos

9 _ . 0 0 0 _ p 9 0

o = Fager + Gogyrr 5y = Fygy + Gypy, donde el
subindice indica derivada parcial respecto de la variable
respectiva. Esto puede escribirse en forma matricial como

D=wD'

1%} 1o}
o W F, G, 57
b= 3 ) , N ( \ \ > ’ D/ B ( i )

con Det[W] # 0.

La ec. (1) puede escribirse en forma matricial como
(ag,ay)Du = 0. Planteando la transformacién lineal

P =rtay, y =x+Py, a#p (2)

se obtiene D = W D', con

() e

!

 _
y)D'u=0, o sea,

y la ec. (1) se transforma en (a,,a
Ou ou
a,— +a,— =0
oz’ Yoy
con

(a;,a;) = (az, ay )W = (a; + aay, a; + Bay)
Anulando por ejemplo a;, tenemos a, + aa, = 0, o sea
a = —ay/ay. Eligiendo 8 # «, se obtiene a;, # 0 y la ec.
se transforma finalmente en

ou
oy
cuya solucién es
/ Ay
u=f(@') = flz——y)
ay

Hemos supuesto a, y a, constantes. Si a; y a, son
funciones de (z,y), podemos emplear un procedimiento
similar pero utilizando una transformacién general que
cumpla por ej. con la condicién a!, = a, F, + ayFy, = 0
y a; # 0. La curva carcteristica serd entonces 2’ = ¢, o
sea F(z,y) = c.

Ecuacion lineal homogénea de 2° orden. Conside-
remos ahora la ecuacién de segundo orden

0%u 0%u 0%u
— +2—— +c— = 4
e + Oxdy + c@yQ 0 )

Sia=c=0yb#0, se reduce a

0%y

0x0y -

0 sea %(g—;) = 0. Entonces g—; = h(y), de donde se

obtiene la sol. gral.

u(z,y) = f(x) +g(y)

donde f y ¢ son funciones de una variable derivables
arbitrarias. La solucién general se expresa entonces en
términos de dos funciones arbitrarias.

Volviendo al caso general, para a, b y ¢ constantes la
ec. (4) puede escribirse en forma matricial como

D'ADu =0, A:(a b)
b c



con Dt = (£, 0%) Asumiremos en lo sucesivo ¢ # 0.
Efectuando la transf. lineal (2), obtenemos, en términos
de las nuevas variables, la ec. D"*A’D'u = 0, o sea,
0%u 0u
a’ + 20 +c =0
92’2 o' Oy’ oy?

con

/ /
A’:(Z, 2,)=WtAW

y W dado por (3), es decir,
a' = a+2ba+ca?, V = a+b(a+B)+caf, d = a+2bB+cB>

Podemos anular ahora tanto a’ como ¢’ si elegimos a y
B como las dos raices de la ecuacién a + 2bz + cz? = 0:

a  —bExVb?—ac
8 c

Si b? —ac # 0 (o sea, Det[A] # 0), a # B y en tal caso
V =2(a—0b*/c) #0
La ecuacion se reduce entonces a

2
0“u —0
ox' Oy’

cuya soluciéon general es

u(z,y) = f(2') +g(y')

1) Caso hiperbdélico: b* —ac > 0 (Det[A] < 0). Las
dos raices «, 8 son reales y distintas. La soluciéon general
es entonces de la forma

u(z,y) = f(r +ay) + g(z + By)

y posee dos rectas caracteristicas: t+ay =c,y v+ Py =
¢, donde f y g son respectivamente constantes. Un nuevo
cambio

s=a'+y, t=a"—y (5)

lleva la ec. hipérbdlica a la forma
?u 0%u B
0s2  ot2
El ejemplo tipico de ec. hiperbdlica es la ecuacién de on-
das
Pu 1 0%

27 " om " ©

(b=0,a=1,c=—1/v?), en cuyo caso a, 3 = +v y la
solucién general es entonces

u(z,t) = f(x — vt) + g(a + vt)

es decir, un pulso descripto por f que se propaga hacia
la derecha con velocidad v més uno descripto por g que
se propaga hacia la izquierda con la misma velocidad.

2) Caso eliptico: b2 —ac < 0 (Det[4] > 0). Las
dos raices son complejas conjugadas, por lo que
y' = (2')*. Podemos escribir entonces la solucién como

u(@,y) = f(2) +9(z%), 2=2a" =2 - %y—i—é ac — b2y

Esto significa que la solucién es una suma de una funcién
analitica f(z) (definida, por ejemplo, a través de una
serie de potencias), y una funcién antianalitica g(z*). El
ejemplo tipico por excelencia es la ecuacién de Laplace

?u  9%u
(a=c=1,b=0), cuya solucién general es

u(z,y) = f(x +1iy) + g(z —iy), z=2z+1y

Esto esta de acuerdo con el conocido resultado de que las
partes real e imaginaria de una funcién analitica satis-
facen la ec. de Laplace. Notemos también que mediante
la transformacién real

'+ b -y  Vac— b2
=r—-y l=—= Yy
2 c 21 c

es posible llevar la ec. eliptica a la forma de Laplace,

Pu
0s2 = ot

3) Caso parabélico: b2 — ac = 0 (Det[4] = 0). Aqui

existe una sola raiz, por lo que tomamos, si b # 0 (en cuyo

caso a = —b*/c #0) a = —b/c, B = 0. Esto conduce a

d=ayb =ad=a-b*/c=0,por lo que se obtiene
0%u

oy "

cuya solucién general

u(e,y) = J)+o/g(e) = o~ 2) + a9l 29)
= flz - gy) + yh(z — gy)

Sib=0yc#0=a=0y podemos tomar =’ = =z,
y' = y en las expresiones anteriores. El ejemplo tipico
es la ecuacién de difusion, pero esta contiene ademas
un término de primer orden (se discutird mds adelante).
Notemos que en este caso hay una séla curva carac-
teristica: x — %y =c.



Simetrias
Destaquemos que la ec. de Laplace (7) es obviamente
invariante frente a rotaciones:

2 =xcosf+ysinh, y = —wsinf+ycosh

cosf —sinf

t _
sinf cos6 >’ con W* =

ya que en tal caso W = (

01
Esta propiedad se extiende obviamente a la ecuacion de
Laplace en n dimensiones.
Andlogamente, la ec. de ondas (6) es claramente in-
variante frente a transformaciones de Lorentz
(boosts)

W1y entonces A’ = W'AW = A = (1 0 )

' = xcoshf +vtsinhf, ' = (z/v)sinhd+ tcosd
coshd v~ 1sinhé
vsinhf  coshé )
1 0
0 —v 2

Ambas ecuaciones son ademads obviamente invariante
frente a traslaciones ©’ = x+a, ¥y’ =y+0b (o' =t+Db).

ya que en tal caso W = (

y#:W%W:A:(

Clasificacién general. La clasificacion de la ec.
(3) en hiperbdlica, eliptica y parabdlica es totalmente
andloga a la clasificacién de secciones cénicas o ecuacio-
nes cuadréticas (z,y)A(;) = 0. La matriz A es simétrica
y por lo tanto es siempre diagonalizable por medio
de una transformacién unitaria real: Existe W, con
W= = W' tal que A" = W*AW es diagonal, es decir,
b = 0. En tal caso, la transformacién

= WHI + ngy, y/ = W1217 + W22y
lleva la ec. (5) a la forma diagonal

,0%u

2
u , 0%u
8%'2

ay/2 =0

+b

donde a/, ¢’ son los autovalores de A, que son siempre
reales:

a a+c a—

= + ( 5

V2 o p2
c 2 )+

Caso hiperbolico: Corresponde a autovalores no nulos de
signos opuestos: Det(A) = a'c’ = ac —b* <0
Caso eliptico: Corresponde a autovalores no nulos del

mismo signo: Det(A) = a’d > 0.
Caso parabdlico: Corresponde a un autovalor nulo:
Det(A) =d'd =0.

El caso general de n variables se clasifica de igual man-
era. La ec. de segundo orden

" 0%u
Z Aij 8$i8$j =0

i,g=1
con A;; = Aj;, puede escribirse en forma matricial como

D'AD =0

con la extensién de la notacién anterior. La ecuacién se
dice de tipo eliptico si los autovalores de A son todos no
nulos y del mismo signo, hiperbdlico si son no nulos y
todos del mismo signo excepto uno, metahiperbdlico en
los demés casos cuando son todos no nulos, y parabélico
cuando existen autovalores nulos.

Términos de primer orden Consideremos final-
mente la ec. general lineal homogénea de segundo orden
con coeficientes constantes

0%u 0%u 0%u ou

ou

Puede escribirse en forma matricial simetrizada como
D'ADu + %(BtD + DtB)u +fu=0

con B = (4), B* = (d,e). Si Det[4] # 0 (casos

hiperbdlico o eliptico), podemos reescribirla en la forma
(D' — CYA(D — C)u+ f'u=0

con C=—3A'B= (&), f' = f—C'AC. En tal caso,

el reemplazo
u(z,y) = e (z, y)

conduce, dado que (D — C)u = e“=*T<¥ Dy y
(Dt — Ct)eloTFtew¥ ADw = e*T9Y D! ADw, a

D'ADw + f'w =0

es decir, a una ecuaciéon sin términos en derivadas
primeras, para w. Esto no es siempre posible en el caso
parabdlico.

El mismo tratamiento puede aplicarse al caso n-
dimensional.
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Ondas en una dimension (resumen)

Recordemos que para una cuerda tensa, la ec. que de-
scribe la propagacién de ondas u(x,t) de amplitud sufi-
cientemente pequena es

Ut — V2 Ugy = 0 (1)

donde los subindices indican derivadas parciales y v =
/T'/p es la velocidad de propagacién, con p la densidad
lineal de masa (constante) y T la tensién. La energia de
un segmento de cuerda es

o [V
Eu. = 5/ (u? + v*u?)dx

donde el primer término representa la energia cinética
por unidad de longitud y el segundo la energia potencial
elastica. Su derivada temporal es

dEab
dt

b
= p/ (ututt+v2umuzt)dx

b
p/ [ (e — V¥ ld + pr2uzue|)
a

donde hemos efectuado una integracién por partes. El
primer término se anula si u(x,t) es solucién de la ec.
de ondas (homogénea) mientras que el segundo término
representa el flujo de energia por unidad de tiempo (po-
tencia) a través de los bordes del segmento. El mismo
es nulo si u(xz,t) = 0V ¢t en los bordes y también si
Ug(z,t) =0V ¢ en los mismos.

Esto permite demostrar, en particular, que la solucién
de la ec. de ondas en una region x; < x < xo para una
determinada condicién inicial del tipo u(z,0) = ¢(z),
ue(x,0) = (), y de contorno del tipo u(z;,t) = fi(t)
(o bien uy(x;,t) = fi(t)) es tnica. En efecto, la dife-
rencia w = uy; — ug entre dos posibles soluciones del
mismo problema debe anularse inicialmente (w(zx,0) = 0,
we(z,0) = 0) y en los bordes satisface w(z;,t) = 0 (o bien
wy(x;,t) = 0), por lo que su energia F,, ., es constante e
igual a su valor inicial, que es nulo. Esto implica w(x,t)
constante, es decir w(z,t) = 0 en virtud de la condiciones
de contorno e iniciales que satisface.

Mencionemos también que la ecuacién de ondas (1)
puede obtenerse a partir del Lagrangiano

1
L= %p/ (u? — v*u?)dx
0

Las correspondientes ecuaciones de movimiento %é% +

6%% = 0 conducen inmediatamente a w;y — v2uyy = 0.

Hemos visto también que la solucién general de (0)
(que corresponde a una ec. hiperbdlica) es

u(,t) = fla—vt) + gla+ot) (1)

lo que representa una “perturbacién” f(z — wvt)
propagandose hacia la derecha con velocidad v y una
pert. g(z + vt) propagdndose hacia la izquierda con ve-
locidad —wv. El primer término es constante a lo largo de
las rectas caracteristicas x — vt = ¢, y el segundo a lo
largo de = + vt = c.

Solucién general para la cuerda infinita: Dadas
las condiciones iniciales (elong. y vel. inicial de la cuerda)

u(z,0) = ¢(z) = f(z) + g(z)

uy(x,0) = ¥(x) = v[g'() - f'(2)]
podemos determinar las funciones f y g como

1

F(&) = 516(z) ~ W)/
o(x) = 16(x) + () /o]

donde ¥(z) = f;o (x')dz’ es una primitiva de 1(z). La
solucién estard dada entonces por (notando que ¥(z +
vt) = W(z —ovt) = [T (o) da!)

x—vt

x+vut
u(z,t) = %[qﬁ(z—vt)—&—d)(z—kvt)]—ki/ WPz )dx' (2)

2v —vt

(Solucién de D’Alembert). La forma inicial ¢(z) se se-
para pues en dos pulsos %(;S(a:j:vt) que viajan en sentidos
contrarios, mientras que la velocidad inicial origina dos
pulsos de distinto signo +5-¥(z + vt).

Podemos escribir la solucién como

u(z,t) = /OO [Ki(z — 2/, t)p(a") + K(z — 2, ) (2)]da’

— 00

donde

K(z—2',t) = %[H(m — 2 +vt) — H(x — 2’ — vt)]
es la solucion de la ec. homogénea para la condicién inicial
u(z,0) = 0y w(x,0) = d(x —2’). K se denomina a
veces funcién respuesta, y depende, en el caso de una
cuerda infinita, sélo de la distancia |z — 2’|, debido a la
invariancia traslacional. Para t > 0, K(z,t) = 1/(2v) en
el cono del futuro (la regién |z| < vt), anuldndose fuera
del mismo, mientras que para t < 0, K(x,t) = —1/(2v)
en el cono del pasado (|| < —wt), anuldndose también
fuera del mismo (recordar diagramas hechos en clase).
Para t > 0, K(x — 2/,t) es por lo tanto no nula (e igual
a 1/(2v)) sélo en el intervalo | — 2’| < vt, mientras que
Ki(x—2a',t) = (§(x—a'+vt)+6(z—2'—vt)) /2. Parat > 0,
los datos iniciales que se encuentran fuera del cono del
pasado del punto (z,t) no afectan pues el valor de u(z, t).
Notemos también que la solucién para u(z,0) = é(z) y
ut(2,0) = 0 es la derivada temporal de la solucién para
u(z,0) = 0y w(z,0) = ¢(x), lo que puede verificarse
directamente.



Consideremos ahora la ec. inhomogénea
Utt — U2uww = f(.’IJ,t) (3)

donde f(x,t) = F(z,t)/p, siendo F(x,t) la fuerza apli-
cada por unidad de longitud. FEn tal caso, tenemos
(asumiendo que u, y wu; se anulan para x — =+00)
dE/dt = ffooo u F(z,t)dz, donde la integral representa
la potencia aplicada.

La solucién de (3) puede obtenerse por distintos
métodos. Consideraremos aqui tnicamente el método
basado en la funcién de Green. La funcion de Green
causal la definimos como

G(z,t) = K(x, ) H(?)

donde H(t) es la funcién de Heaviside. Puede verificar el
lector que G(z — 2/,t — t') satisface la ecuacién

Gu(r—a' t—t) =0’ Gop(x—2' t—t') = 5(t—t")5(x—2)

dado que Ky — 02K,y =0y K(z,t)0(t) = K(x,0)0(t) =
0. G(x—1',t—t') representa pues la respuesta del sistema
a una fuerza impulsiva en el punto =’ y en el instante ¢,
estando el sistema en reposo para t < t’. Depende sélo
de |x — 2’| por la invariancia traslacional. Como funcién
de z,t, es por lo tanto no nula (e igual a 1/(2v)) sélo en
el cono del futuro del punto (2/,t) (Jz — 2’| <wv(t —t')),
mientras que como funcién de z’/,t es no nula sélo en
el cono del pasado del punto (z,t) (|2’ — z| < v(t —t'))
(recordar esquemas hechos en clase). La solucién de la
ec. inhomogénea (3), asumiendo que el sistema estd en
reposo para t = —oo y teniendo en cuenta la linealidad
de la ecuacién y el hecho de que podemos descomponer
f(x,t) como una integral de fuerzas impulsivas

() = [, [, F@ )3(x — /)3t — ¢')da'dt’), es

u(z,t) = / / Gz — o't —t)f(a', t")d' dt

donde el integrando es, por su puesto, no nulo sélo en
el cono del pasado del punto (z,t) (se sugiere al lector
que verifique, utilizando la linealidad de la ecuacién, que
efectivamente uyy — v Uz, = f(x,t)).

La solucién general a la ecuacién

Ut — ’Uzuzw = f(.’L',t)
con f(x,t) = 0 para t < 0 y las condiciones iniciales

u(z,0) = é(x), u(z,0) = (z), puede entonces es-
cribirse, para t > 0, como

uet) = [ T [Gile — o' (') + Cla — o typa))da’

+/ Gz — ' t — ) f(a' ¢ )dz' dt’ (1)

donde hemos utilizado el principio de superposicién,
derivado de la linealidad de la ecuacién dif. Como ejem-
plo simple, si f(x,t) = —cH(t) (campo constante para
t>0)y é(x) =0, ¥(x) =0, se obtiene, para t > 0,

21 (2ut)t/2 = —vt? /2

u(z,t) = ~ 3

lo que corresponde a una aceleracion constante.

Cuerda semi-infinita: Consideremos ahora una
cuerda con origen en x = 0. Supondremos primero que
la cuerda se encuentra fija en ese extremo, lo que im-
plica la condicion de contorno u(0,t) = 0 V t. Consider-
emos primero la ec. homogénea (f(x,t) = 0) con condi-
ciones iniciales u(x,0) = ¢(x), ut(x,0) = ¥(x), donde
¢ v 9 estan definidas para x > 0. Podemos simular
esta condicién de contorno en una cuerda infinita exten-
diendo las condiciones iniciales en forma impar respecto
de x = 0, es decir,

P(—x) = =¢(x), ¥(—z)=—Y(z)

ya que en tal caso, la solucién (2) satisface

vt
umozlw@w+wﬂMH~5/ w(a)da' =0
2 20 J_;
La consecuencia fisica inmediata es que los pulsos se re-
flejan en el origen con inversion de signo, ya que el pulso
que se propaga hacia la izquierda se encuentra, al lle-
gar al origen, con el pulso “virtual” que proviene de
x < 0y que tiene el signo opuesto, el cual luego continua
propagandose hacia la derecha en el sector “real”. La
funcién respuesta correspondiente, definida para = > 0,
' >0, es

K(z,2',t) = K(z — 2',t) — K(z + 2/, t)
y satisface

K, (z,2',t) — v’K,, _(z,2',t) =0

Ky(z,2',0) =0, K, (z,2',0)=0d(z—2"), K(0,2',t)=0

representando la soluciéon de la ec. homogénea con las
condiciones iniciales ¢(z) = 0, ¥(z) = §(z — '), que
satisface la condicién de contorno (K(0,2',t) = 0). Esta
no es otra cosa que la solucién de la ec. homogénea para
la cuerda infinita con las condiciones iniciales ¢(z) = 0
y ¥(z) = d(z — 2') — §(z + 2'). Notemos que K,(z,z’,t)
no es mds funcién de |x — 2’|, ya que se ha quebrado la
invarianza traslacional. La solucién final puede escribirse
como

uwt) = [ K2, 00() + Kol ', (2!’

1 x+vut
— §[¢(x —vt) + ¢(x + vt)] + / ()da' w > ot
r—vt
1 x+ut
= [0t —2) + 6(z +v)] + / W(a)ds © < ot
vt—x

Del mismo modo, la solucién de la ec. inhomogénea
ugr — v2uze = f(x,t) puede hallarse extendiendo f(x,t)
en forma impar para < 0 (f(—=z,t) = —f(z,t)) y uti-
lizando entonces la solucién para la cuerda infinita:

u(x, t) = / / Gz — o' t—t)f(a', t")d'dt/
/ dx’ / Gs(z 't =) f(a, t')dt’
0 —oo



con
Gl t) = Ky(2,2/ ) H(t) = Gla—a',t)— Gla+', 1)

la funcién de Green causal para la cuerda semi-infinita,
que satisface (para z > 0, ' > 0)

G, (z, 2" t—t) =Gy, (z, 2/ t—t") = §(x—2")o(t—t'),

Stt
con la condicién de contorno G4(0,2',t —t') = 0 y la
condicién inicial G(z,z’,t —t') = 0 para t < t'. Es fécil
verificar entonces que u(z,t) es la solucién particular de
la ecuacién inhomogénea que satisace u(z,t) = 0 para
t = —o0, con u(0,t) = 0V t. (Recordar graficos hechos
en clase).

Finalmente, consideremos el problema con condiciones
de contorno inhomogéneas

Uy — v uyp =0, u(0,t) = g(t)

Supondremos u(z,t) = 0. us(x,0) = 0 para t — —oo, de
modo que la elongacién se origine sélo por la condicion
de contorno. Es facil ver que la solucién, que tiene que
ser de la forma (1), es sencillamente

u(xz,t) = gt — x/v)

ya que satisface uy — v?uze = 0 v la condicién de con-
torno. Las excitaciones en x = 0 directamente se propa-
gan hacia la derecha con velocidad v. Puede escribirse la
solucién también en términos de G5 como

u(z,t) = v* / Gs,, (z, 2’ t —t')|or—0 g(t")dt’

va que Gy, (x, ', t)|pr—0 = v '6(x — vt)H(t) (z > 0).
Debido a la linealidad, la solucién general a la ecuacién

g — v}z = f(z,1)
Y(x), y la condicién de contorno wu(0,t) g(t

suponiendo que tanto f como g se anulan para t < 0
puede escribirse como

con las condiciones iniciales u(z,0) = ¢(z), ui(x,0) =
)

() = /0 TG (2 D6 + Cals ! D))

+/dx’/ dt' Gs(z, o' t — ') f(2', t') + g(t — x/v)
o Jo

Para el caso de la cuerda con el extremo I[ibre
(uz(0,t) = 0, lo que implica que no existen fuerzas ver-
ticales en = 0) puede procederse en forma anéloga,
completando las condiciones iniciales (y la inhomogenei-
dad si la hubiese) en forma par respecto de z = 0

(p(—x) = é(z), Y(—x) = ¥(z)). En tal caso, la sol.
(2) implica

ua(2,0) = 5[0/ (08) + &' (~0)] + o [(ot) — (1)) =0

1
2

La consecuencia fisica es la reflexiéon de los pulsos en el
origen sin cambio de signo. La funcién respuesta corre-
spondiente es

K.(z,2',t) = K(x — 2/, t) + K(z + 2/, 1)
y la funcién de Green es
Gola,a' 1) = Kola, ', ) H(t) = Glo—a!,t)+Glo+a',t)

Se dejan los detalles restantes para el lector.

Cuerda Finita: Resolucion por Separacion de
Variables

Consideremos nuevamente la ecuaciéon de ondas
2 2
Planteando una solucién particular del tipo
u(z,t) =T ()X (x)
se obtiene T"(t) X (z) = v2 X" (x)T(t), es decir,
(

T//(t) B X 1’) o
=X - "

2T (1)

donde k debe ser constante pues el primer y segundo
miembro dependen tinicamente de t y x respectivamente.
Se obtienen asi las ecuaciones

X" = —k*X, (3)

T" = —(vk)*T (4)

cuya solucién general es

X(z) = Acos(kz) + Bsin(kz)

T(t) = acos(vkt) + bsin(vkt)
sik#0y

X(x)=A+ Bz, T(t)=a+0bt
si k = 0. La solucién para k # 0 puede escribirse como
u(z,t) = [Acos(kz)+ Bsin(kx)][acos(vkt)+bsin(vkt)]

= 1[cos(kx—vkt)(Aa+ Bb)+cos(kz+vkt)(Aa— Bb)
+ sin(kx —vkt)(Ba— Ab) + sin(kz+vkt)(Ba+ Aa))
verificindose que es de la forma f(z — vt) + g(z + vt).

Lo mismo ocurre para k = 0 (z = 1((z + vt) + (z — vt)),
t=1((xz+vt) — (z—ot))/v.

Cuerda finita con extremos fijos. Considere-
mos ahora una cuerda finita de longitud L. Si los
extremos estan fijos, tenemos la condicién de contorno

u(0,t) =u(L,t) =0 (5)



En tal caso A = 0 y se obtiene la ecuacién

Bsin(kL) =0
de donde, si B # 0,
k= % n=12,...

Esto determina que k es efectivamente real (no hay
solucién para k complejo). Los valores de k son precisa-
mente 1os autovalores del operador de Sturm Liouville
L = —+ con la condicién de contorno (5), y

= Bsin(ﬁx)

X(z) 7

son las correspondientes autofunciones, que recorde-
n‘n’

mos son ortogonales fo sin(%z) sin(28x)dr = £6,.m).
Representan los modos normales de VlbI‘aCIOD con la
condicién de contorno (5). Posee n — 1 nodos z,,, = 2 L,
m=1,...,n—1, enlos que X (z,,) = 0 (recordar grificas
vistas en clase).

La solucién particular producto es pues de la forma

alw,t) = sin(Sha)lan cos(“Tot) + bysin(“To0)]  (6)
= Ansin(%x) cos(%t—ry), Ap=/a2 +b2

con tan~y = b, /a,, que representa una onda estacionaria.
Es la superposicion de ondas sinusoidales de igual ampli-
tud que se propagan en sentidos opuestos:

u(z,t) = ${an[sinfk, (z — vt)] + sinfk, (z + vt)]]
+by [cos[kn (z — vt)] — cos[kn (z + vt)]]}

con k, =nm/L.
La solucién general de (2) en este caso es de la forma

ﬂ-x) [an, cos(—— nr

7 )+b sm(Tt)] (7)

En efecto, si u(z,0) =

d)(:l?), ut(xa 0)

= 9(z), entonces

o(x) = Zansin(n%x)
v(@) = 3 “p-besin( ) (8)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de
senos de ¢(z) y ¥(z). Por lo tanto,

an = / ¢(x) sin —m) x
by, = — 1/)( )sm(nga:)dx

Notemos que la solucién general (7) NO es de la forma
X (x)T(¢), sino una suma de soluciones producto.

L
u(zx,t) :/OKt(x,x',t)d)(:c’

Funcion respuesta. La funcién respuesta K (z, 2’ t)
es la solucién para las condiciones iniciales ¢ ( ) =
P(x) = §(x — 2’). Se obtiene en tal caso,
2 . onm
a, =0, b,= %sm(fx')
de donde
nmw
K )= — ") sin(——t
(z,2' p— Z sin( ) sin(—z") sin( )
La solucién anterior para u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¢ (z)

puede entonces escribirse como

9)

en forma similar al caso de la cuerda infinita. No
obstate, K es ahora funcién de = y x’ separadamente,
y no de z — z’, ya que se ha perdido la invariancia

L
Ydo'+ | K (z, 2, t)y(x")dx’
0

traslacional. ~ Sin embargo, sigue cumpliéndose que
K(z,2',t) = K(2/,z,1).
Cuerda finita con extremos libres. En este
caso la condicién de contorno es

Uz (0,t) = uz(L,t) =0 (10)

que implica B = 0 y la ecuacién

Asin(kL) =
de donde
k:%, n=0,1,2,...

Esto determina que k es efectivamente real (no hay

solucién para k complejo). Estos valores de k son los
d2

autovalores del operador de Sturm Liouville L = —-=

con la condicién de contorno (10), y
nm
X(x) = Acos(—x)
L
son las correspondientes autofunciones. Poseen n nodos
Tm = (34+m)L/n,m =0,...,n—1, enlos que X (z,,) = 0
(recordar graficas). La solucién particular para n # 0 es
pues

u(zx,t)

cos(n%a:)[an cos(n—zvt) + by, sin(

Tt)]
n(z + vt)]]
n(z —vt)]]}

${an[cos[ky, (x — vt)] 4 cos[k
+by, [sin[k,, (z + vt)] — sinfk

con k, =nw/L. Sin =0,
u(z,t) = a+ bt

La solucién general es

1 nm nmv
u(z,t) = 5(ao+bot) —I—Z cos Tm)[an cos(—— T t)+by, sin(

n=1

nm

Tt)]



Si u(x,0) = ¢(x), u(zx,0)

= 1(x), entonces

%ao + Z an cos(%x)

n=1

P(z) = lbo—l—z b cos —x) (11)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de
cosenos de ¢(x) y ¥(x). Por lo tanto,

an, = —/ o(x cos—x)x
bn = % d)( )COS(TZE ddf b() / 1/)

Funcidn respuesta. La funcién respuesta K (x,2’,t)

se obtiene para ¢(z) =0, ¥(z) = §(x — 2'):

2 2 nmw
n=0, bo=—=, b,=— !
“ T L nmv cos( L’ )
de donde
K(z,2',t) Z — Zcos cos(%x') sin(%t)
La solucién anterior para u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¥ (x)
puede nuevamente escribirse como (9).
Funcién de Green causal
La solucién de la ec. inhomogénea
0?%u .2 0?%u
@* 7*f($t) (12)

asumiendo u(z,t) en reposo antes de la accién de la
fuerza, puede expresarse como

L %)
u(x,t)z/o dx’/7 Gla,a/ t— V) f(@ )t (13)

donde

G(z,2',t) = K(z,2',t)H(t)

es la funcién de Green causal. Podemos llegar a
este resultado directamente, notando que G satisface la
ecuacion

Gz, 2 t) — 02 Cop(z, 2’ t) = 6(x — 2")6(t)
para z,z’ € (0, L), conjuntamente con la cond. de con-
torno respectiva (G(0,2',t) = G(L,2’,t) = 0 para una
cuerda finita con extremos fijos).
El resultado (13) puede ser también obtenido expan-

diendo f(z,t) y u(z,t) en serie de Fourier respecto de x.
En el caso con extremos fijos,

flz,t) = an ) sin( )

u(z,t) = Z ) sin( ) (14)

con
L
Fult) = /O P, t)sin("T ),

en(t) =

I SIS

L
/ u(z,t) sin(n—ﬂx)dac
0 L

Obtenemos también

/(1) sin(“-)

NE

Ut (SC, t) =

n=1

Ademds, si Uz (x,t) =

i8

1 by (t) Sin(—"[ x), entonces
bn(t) = 7 / Ugy (2, 1) Sin(—n x)dx
n Tx b [

2 L
= Z{us(a,t) sin(n%xﬂj - n%/oux(x,t) cos(n%x)dx}

2 nm nmw L N 4 L . ,nm

=7 —Tu(axt) cos(fx)h) —(f)/ou(x,t) sm(fx)dx}
2nm n nm

= 2 1u0,8) ~ (1)L, 5] — (4T en ) (15)

Por lo tanto, si u(x,t) satisface la cond. de contorno ho-
mogénea u(z,0) = u(L,t) = 0 = by(t) = —(25)%cn(2),
tal como se obtendria al derivar directam. el desarrollo
(14).

Reemplazando estos resultados en (12) se obtiene fi-
nalmente una ec. dif. ordinaria para c,(t),

2
d“cy, NI |,

a2 (T) Cn = [n(t)

cuya solucién es (recordar que la funcién de Green para
esta ec. es g(t) = ¢ sin(kt)H(t), con k = 2T%, que satis-
face g(0) =0, ¢'(0) = 1)
L o0
n(t) = —
cn(t) o Sln[

= dx/dt sin[—— t t)H(t—t") sin(n%x’)f(x',t’)

T = OH (=) ()t

Por lo tanto,

e8] L o]
u(x, t) = ch(t) sin(nLix) = /d:z:/dt’G(az7 o t—t") (2, 1)
n=1 0 >

El caso con extremos libres es similar.

Condiciones de contorno inhomogéneas.
Consideremos ahora la ec. homogénea (2) con la cond.
de contorno no homogénea

U(O,t) U(Lvt) = ﬂL(t) (16)

Si po(t) y pr(t) son constantes o dependen a lo sumo lin-
ealmente de ¢, el problema puede resolverse trivialmente:

uo(@,t) = po(t) + a(ur(t) — po(t)/L

= MO(t)ﬂ



es en tal caso una solucién trivial de (2) que satisface la
cond. de contorno (16). Por lo tanto, la solucién gen-
eral serd u(x,t) = ug(x,t) + ui(z,t), donde wuq(z,t) es
una solucién de (2) que satisface la cond. de contorno
homogénea (5).

Si la dependencia no es lineal en t o constante, podemos
igualmente escribir u(z,t) = wo(x,t) + ui(z,t), donde
w1 (z,t) satisfacerd la condicién de contorno homogénea

(5) y la ec. de onda inhomogénea (12), con f(z,t) =

2
78%%@. El problema puede luego resolverse como en

la seccién anterior utilizando la funcién de Green.

Otra forma de proceder es asumir nuevamente una ex-
pansién (14) y utilizar el resultado (15), donde aparecen
naturalmente u(0,t), u(L,t). Se obtiene asi

o (e, = 2 (1) — (-1) s ()
de donde
en(t) = 20 ("2 () ) o0~ (1) (1)l

— 00

Por lo tanto,

ch ) sin( )
= —U%/fco;z’(xa L,t— t/)/J'L(t/) -

— 00

Gy (z,0,t —

donde Gy (x,z0,t) = 3‘2 G(z,2',t)|o=a,- La solucién
queda as{ expresada directamente en términos de po(t),
ur(t), y las derivadas de la funcién de Green en los

extremos.

Energia de la cuerda finita
Consideremos por simplicidad el caso de extremos fijos
(se deja para el lector el caso con extremos libres). La
energfa del modo normal (6) es

E - g/o R2(z, ) + v2u (z, )] da

L
P (T [ (T e — 11 pp(T2 42
= SR [ snt((Fade = HiEpL (T4l

El dltimo término entre corchetes es la energia FE
%mwiA% de un oscilador de masa m = pL, frecuencia
wy, = nmwv/Ly amplitud A,. La energia del modo normal
es pues la mitad de la energia del oscilador correspondi-
ente con amplitud méxima A,, (lograda en el punto medio
entre dos nodos).

Debido a la ortogonalidad de los modos normales, la
energia de la solucién general (7) de la ec. homogénea
(2) serd

42 TL7TU _ 7mzw2A2

(probarl).

t)po(t")dt!

Funcion de Green de la ecuacion escalar de ondas

Consideremos ahora la ecuacién general de ondas,
g — v? Au = f(r,t) (17)

donde A es el Laplaciano, en una regién R simplemente
conexa de un espacio n-dimensional, con la condicién de
contorno

y la condicién inicial
= ¢(r), ue(r,0) =12(r)

Sean uy(r) las autofunciones normalizadas del Lapla-
ciano en dicha regiéon con condiciones de contorno ho-
mogéneas,

u(r,0)

up(r)=0siresS

[ iy (v = s
R

—Auk = )\kuk,

Podemos entonces expandir u(r,t) y f(r,t) como
u(r,t) = zk:ck(t)uk(r,t) ck(t):AuZ(r)u(r,t)dV
) = e, 50 = [ uitesoa

y efectuar una integracién “por partes” tal que

- / wiAudV / Ui g — / uAugdV
R on R

= gi(t)/v* + Aeer(t)
donde

)= [ glr.)™E 0

Multiplicando la ecuacién (17) por uj(r) e integrando,
obtenemos entonces la ecuacién diferencial ordinaria

d?c
W; + v Aker = fr(t) — gi(?)

La solucién para ci(t) es (recordar la funcién de Green
para ecuaciones diferenciales ordinarias)

ck(t) = cr(0)cos(wit) + 02(0)%
—|—/ w(fk(t/) _gk(t/))dt/
0 Wi

con wyg, = v/ A las frecuencias propias del sistema y

ex(0) = /R W)@V, dy(0) = /R ul (£ (x)dV



Obtenemos

(v, t =) f(x', ¢ )dV'dt’

t)/R/OOOG

+ / (Glr.t', () + Gir, 1, ()] dV"
R
OoaG alyt_t/ ! 4l ! 34!
UQ/S/O %g(r ,t)dA'dt (18)

con

la funcién de Green de la ecuacién de ondas, que
satisface

82

(@ —v2A)G(r, 1 1)

=d(r —1)o(t)
G(r,r',t) es pues la amplitud en (r,¢) para un impulso
puntual en (r’,0), siendo nula para ¢t < 0.

Por ejemplo, para una cuerda finita de longitud a con
extremos fijos,

2 o= sin(wpt)
Gz, 2 t) ==y ———=si i "fa)H(t
(x,2't) ; ngl o sin(nma/a) sin(nwz’ /a)H (t)
con w, = v(nn/a). Para una membrana circular de radio
a con borde fijo,

G(r,r',0,0't) =
1 sin(wpmt)
Ta? ;n Whm

donde wyym = vknm/a son las frecuencias propias y knm
denota el emésimo cero de J,, (Jp(knm) = 0), con m =
1,2,...,n=0,1,.... La frecuencia fundamental (la més
baja) es wo1 & vko1/a, con ko ~ 70.765. Notemos que
wol ~ v1.3577r/\/z, donde A = ma? es el drea de la
membrana. Esta es la frecuencia mas baja que puede
obtenerse para un drea dada con extremos fijos (en una
membrana cuadrada, la frec. fundamental es vv/27/v/A,
como puede mostrar el lector).

o (k@) T (B /@)=
(T (k)2

Para una cuerda infinita, las autofunciones “nor-
malizadas” son
eikr o]
up(x) = ui(x)u (2)de = 6(k — K
(@) = S= (| vl @)de = 50— 1)

y por lo tanto,

donde la tdltima expresion es valida para ¢ > 0. Hemos
tomado valor principal y recordado que la tranf. de
Fourier de H(z+a) — H(x—a) = {Sg lal o[ <lal o

0 |z|>]al
—/ :E+a

zka

, 1 [
H(z —a)le"**dk = 2—/ e ke gy
™ —a
—ika

—e _ sin(ka)
2mik k

En el espacio tridimensional,

A

donde k& |k|. Pasando a coordenadas polares y
definiendo r = |r — r'|, se obtiene

H{(t)

sin(vkt) c.e—v') 53
eIk
(2m)3

vk

G(r,r',t) = (19)

H eI T i
Grr',t) = 5 (’;)2 / “nizkt)mk / et <0 sin 0df
)" Jo
_ (zH)(z) / sin(kvt) sin(kr)dk —‘gHT(t) / etk (r=vt) _ ih(rot)) g
m)2or )y T
_ H(t) _ O(vt—1)
" Adgor [0(r —vt) = o(r + vt)] = 4mor

/ o H(t) > sin(kzvt) ik(z—z')
G(z,z',t) = o Lw A dk
H Hvt — |z—2a
= A() [H(z—2'+vt) — H(x—2'—vt)] = (vt — Jo—a'])

2v 2v

donde la 1ltima expresién es vélida para t > 0 y repre-
senta una superficie esférica alejandose de la fuente con
velocidad v y amplitud proporcional a #—!. Notemos la
gran diferencia con el caso monodimensional. Esta forma
de la funcién de Green permite la transmisién limpia de
pulsos en 3 dimensiones.

Ejercicio: Probar que en el caso tridimensional, una
solucién de la ecuacion de ondas que depende sélo de
r = |r|, debe ser de la forma f(r — vt)/r + g(r + vt)/r.

En el caso bidimensional, se obtiene

/ H(t) / SiH(Ukt) ik-(r—r’) 72
= 2
G(r,1r',t) )7 e ok e d°k (20)
H(t) /oosin(vkt) /27r r cosd
— kdk 1RT COS da
(2m)2 vk 0 N
= 27rv/ n(kvt)Jo(kr)dk (21)

) H () )
(0 =7

resultado “intermedio” entre los dos anteriores (recordar
dibujo de clase).



Matemaéticas Especiales 11
Ecuacién de difusién

Resumen. Sea u(r,t) la temperatura de un material
conductor con calor ebpec1ﬁco ¢ en una region s.c. R con
superficie S. Teniendo en cuenta que el flujo de calor
por unidad de drea a través de una superficie es J =
—kVu(r,t), la conservacion del calor en presencia de una
fuente de calor j(r,t) implica la ecuacién

pcu(r t)dV = n/ j(r,t)dV

Vu(r,t) - dA + /
S

dt R

Esta ecuacion implica, teniendo en cuenta el teorema de
Green y el hecho de que debe ser vélida para cualquier
regién interna R del material, la ecuacién diferencial

ug(r,t) — aAu(r,t) = f(r,t)

donde u; = a“ , A= 8:2 + 86—;2 + 8‘9—; es el Laplaciano y
a = k/(pc) > 0, f =7/(pc). Esta ecuacién se denomina
ecuacion general de difusion y es una ecuacién diferen-
cial lineal de tipo parabdlico. En ausencia de fuentes se
obtiene la ecuacion de difusiéon homogénea

ug(r,t) — aAu(r,t) =0
Ambas ecuaciones son obviamente también vélidas en

dos, una o eventualmente n dimensiones. Comenzaremos
estudiando el caso de una dimensién.

1. Evolucién de la temperatura en una barra infinita

Consideremos la ecuacién
a>0 (1)

Ut — QUzy = 0,

para la temperatura u(z,t) en una barra infinita con la
condicién inicial

u(z,0) = ¢(z) (2)
Mult. la ec. (1) por e~ e integrando respecto de , se
obtiene
Ui(k,t) + ak®U(k,t) = 0 (3)
donde

Uk, e Ry (x, t)da

tm/

es la TF de u(x,t) respecto de z. La ec. (3) es una
ecuacion diferencial ordinaria en t para U, cuya solucién
para t > 0 es

U(k,t) = e **1U (k,0) (4)

donde U(k,0) es la TF de u(z,0). Utilizando ahora las
propiedades de la TF (ver resumen respectivo) obten-
emos, efectuando la transf. inversa,

et - L [Cvwan @
:/_ K(z —2',t)u(z’,0)dx’ (6)
—(xk2
Kle.t) = m/ S
B e~ % 2/(4at)
= e 1>0 (7)

K(x —a’,t) es la funcién respuesta de la ec. del calor en
la barra infinita y representa la temperatura u(x,t) en la
posicién z y tiempo ¢t > 0 para una temperatura inicial
puntual u(z,0) = 6(z — 2’) localizada en z’:

Ki(x —2',t) —aKy(x —2',t) = 0
lim K(z—2',t) = §(x—2a') ()
t—0+t

Depende en la barra infinita sélo de la diferencia x — '

por ser en este caso la ec. (1) invariante frente a trasla-

ciones espaciales. La solucién gral. (6) puede visuali-

zarse entonces como la suma de soluciones elementales

Kz —a t) moduladas por el factor u(z’,0), dado que
u(z,0) = f 5(z — 2" u(z’,0)dx’.

K(x—2o t) es una Gaussiana centrada en z = 2’ con
desviacion estandar o(t) = v/2at. Dado que la cantidad
total de calor debe conservarse, e inicialmente
ffooo 0(x — 2')dx = 1, se cumple que

/_O:O K(x,t)de =

V¢t > 0, como puede verificarse directamente. Al aumen-
tar ¢, la distribucién K (z,t) se “achata”, aunque conserva
su 4rea. Se recomienda recordar (y también realizar per-
sonalmente) las simulaciones mostradas en la PC.

Para  # 0 fijo, K(z,t) posee un maximo en
to = 2%/(2a), con K(z,ty) = 1/(v/2mex), disminuyendo
luego como t~Y/2 para t — oo. Notemos también
que si t > 0, K(z,t) # 0V x # 0, lo que indica una
velocidad infinita de transmisién del calor. La ec. (1) es
claramente no relativista, es decir no invariante frente a
transformaciones de Lorentz (en contraposicién a la ec.

de ondas). No obstante, K(z,t) es muy pequeflo para
x> o(t).
Ejemplos:
1) Si u(z,0) = Acos(kr) = ARe[e?*?] =
u(z,t) = ARe[e*®e=F*1] = A cos(ka)e k"t

resultado que puede obtenerse de (6)—(7) o directamente
de (4), planteando u(x,t) = e***U(k,t). La sol. gral. (5)



es pues la “suma” de soluciones elementales para cond.
iniciales u(z,0) = U(k,0)e**. Este ej. muestra también
que oscilaciones espaciales iniciales de la temp. decaen
tanto més rdpidamente cuanto mayor sea la frecuencia k.
Si k=0, u(xz,t) = A, constante.

2) Si u(z,0) = Ae_”2/”/\/7rr, r > 0 (distribucién ini-
cial gaussiana de temperaturas) =
7&72/(r+4at) r
Wz t) = A AK(z,t+ 1), to= —
(1) m(r + 4at) ( o), to da

lo que puede obtenerse de (6), o directamente notando
que u(x,0) = AK(x,ty). La dist. de temp. permanece
gaussiana V ¢ > 0. Sir — 07, u(z,t) — AK(z,t).

2. Ecuacién no homogénea. Funcién de Green.

Consideremos ahora la ec. inhomogénea
Ut — Qg = f(z,1)

Procediendo como en el caso anterior, es decir, mult. por
e~ ¢ integrando, obtenemos,

Ui(k,t) + ak?U(k,t) = F(k,t)

con F(k,t) la TF de f(x,t) respecto de . La solucién
de esta ec. dif. ordinaria en t es, para U(k, —o0) =0

Uk, 1) = / e~ =) [ (4 _ YV F (o, )l

Aplicando ahora la transf. inversa se obtiene

(@, ) :/ /G(m—x’,t—t’)f(a:’,t’)d:c’dt’ )
e—mz/(4at)

Varat

La funcién G(z — 2',t — ') es la funcién de Green de la
ec. del calor y representa la solucién causal u(z,t) para
una inhomogeneidad puntual f(z,t) = 6(z —a’)6(t — t'):

G(z,t) = K(z,t)H(t) = H(t) (10)

Gilx—2' t—t')—aGue(x —2' t—t') = 6(z —2")5(t —t')
como puede comporbarse directamente utilizando (8) o
(9). La solucién gral. (9) puede visualizarse nuevamente
como la suma de las soluciones elementales G(z — 2, t —
t') moduladas por el factor f(a’,t'), dado que f(z,t) =

I fa ) — 2)o(t — t')dt da'.

Gsi(z, o' t) —

3. Barra semi-infinita

Consideremos ahora la ec. (1) en la region z > 0 con
la condicién inicial (2) y la condicién de contorno

u(0,) =0 (11)

V t > 0. Podriamos proceder como en el caso anterior
utilizando la transformada seno en lugar de la TF com-
pleta (se dejan los detalles para el lector). No obstante, es
equivalente, pero més comodo y fisico, utilizar el método
de las imdgenes. La cond. (11) se puede simular com-
pletando la temp. inicial u(z,0) = ¢(x) en forma impar
para z < 0: u(—z,0) = —u(z,0). En tal caso, utilizando
la solucién (6),

u(0,t) = / K0 —2',t)u(z',0)dz’ =0

por ser u(z’,0) impar y K(—2',t) = K(a'
pecto de 2’). Obtenemos entonces

,t) par (res-

u(x,t) = /OIC;(:E — ' tyu(z',0)dx’

/ Kq(z, 2, t)u(z’,0)dz’  (12)

K(z,2',t) = Kz —2',t) - K(z+2',t) (13)

donde K (x — 2/,t) es la funcién respuesta para la barra
semi-infinita para la presente cond. de contorno. No es
otra cosa que la dif. de las respuestas a una fuente puntual
en ' y en —z’. Notemos que K (z,z’,t) no es mds una
funcién de x — z’, ya que se ha perdido la invarianza
traslacional. Tampoco se conserva la cantidad de calor
Q' t) x ffooo Ky(x, 2’ t)dz, ya que el sistema pierde
calor en x = 0. Tenemos en cambio Q(z’,t) — 0 para
t — 00, como puede comprobarse facilmente.

En forma andloga se procede para el caso inhomogéneo.
Completando a f(z,t) en forma impar respecto de z = 0
V t, obtenemos

(o t) = /_Oo [/Ooés(x,xg L) f e (14)
Gs(x,2',t) = Ks(z,2',t)H(t) = G(x — 2/, t) —

que representa la diferencia de las respuestas del sistema
a una inhomogeneidad puntual en (z',t") y en (—a’,¢).
K, y G5 quedan definidas por
Kgi(x, 2" t) — aKgpp(x, 2’ 1) =0, ©>0,2" >0,t>0
hm Ky(z,2',t) =6(x —2'), K. 0,2',t) =0 (15)

aGS$$(£7 x/at) = (5(1‘ - .13’)5(1‘, - t/)?
Gs(0,2',t) = 0

G(x +2',t)

z>0,2" >0



En forma andloga se procede con la condicién de contorno
de Neumann

uz(0,) =0

que corresponde a una barra térmicamente aislada en
r = 0. En este caso se debe completar la condicién
inicial y la inhomogeneidad en forma par respecto de
x =0: u(—x,0) = u(z,0), f(—z,t) = f(z,t). Las solu-
ciones se obtienen como en el caso anterior reemplazando
K(z,2',t) y Gs(z,2',t) por

K.(z,2',t) = K(z —2',t) + K(z + 2/, t)

Ge(z,2',t) = K.(z,2',t)H(t) = Gz — 2',t) + G(z + 2/, t)

que representan ahora la suma de las respuestas a fuentes
puntuales en en 2’ y en —z’ y que satisfacen las mis-
mas ecuaciones anteriores pero con la cond. de contorno
K..(0,2',t) =0, G..(0,2',t) = 0. No son funciones de
x — ', aunque en este caso se verifica

/ K (z, 2’ t)de =1
0

V t > 0, ya que el sistema estd aislado (se deja como
ejercicio para el lector).

4. Condiciones de contorno inhomogéneas

Resulta de gran interés fisico resolver el problema de
la determinacién de la temperatura en una barra semi-
infinita conociendo la temperatura en el origen. Un ejem-
plo es la determinacion de la temp. por debajo de la
superficie terrestre a una profundidad z, conociendo la
temp. en la superficie. Consideremos pues la ec.

Up — QUgy = 0, x>0 (16)
con la cond. inicial u(z, —o00) = 0 y la cond. de contorno
u(0,t) = g(t)

Consideremos primero el caso mas simple en que
g(t) = G cos(wt) = G Rele™?]
Planteando una solucién del tipo
u(z,t) = Ge™'v(z)
se obtiene para v(x) la ec.
iwv —av” =0
cuya solucion es

’U({l?) :Aley/iw/ax_’_AQe—\/iw/aw

con /iw/a = ™4\ /w/a = (1+1i),/Z. La condicién

v(00) < 0o implica

Age=2(1+D)7W) ) > 0 |w|
U(m)_{Ale_x(l_i)’Y(‘“) w<o * W=V 5 00

Por lo tanto, si w > 0, la solucién que satisface la cond.
de contorno es

u(z,t) = Ge @V (@) (A+i)Fiwt (18)
con
Re[u(z,t)] = Ge™ @)% cos(wt — v(w)x)

que indica una disminucién exponencial de las oscila-
ciones térmicas que ocurren en la superficie. La longitud
de penetracién d(w) = 1/y(w) = v/2a/w disminuye al
aumentar w. Surge ademds un retraso 0t = ry(w)/w =
x/v/2aw en las oscilaciones a una profundidad z, que au-
menta con z y disminuye al aumentar w. Notemos final-
mente que si w =0 = u(z,t) = G (solucién estacionaria
constante).

La solucién general para una condicién de contorno
arbitraria puede hallarse como suma de las soluciones
anteriores, desarrollando a g(t) = u(0,t) en integral de
Fourier:

g(t) = \/% /_O(o;(w)eiwtdw’ Gw) = \/%/_?(t)e—iwtdt

Efectuando la TF de la ec. (16) respecto de t, se obtiene
iwU(z,w) — aUyzz(z,w) =0 (19)

con

1 o .
U(z,w) = E/ u(w, t)e”“dt

la TF de u(x,t) respecto de t, que satisface U(0,w) =
G(w). La solucién de (19) acotada para x — oo es, uti-
lizando (17),

Ulz,w) = Gw)e @ (1+iSg(w)

donde Sg(w) es el signo de w. Antitransformando esta
ecuacién, se obtiene

1 > twt
Elm U(z,w)e™ dw
/Oo Gz, t —t)g(t)adt' (20)

é 1 o e—m'y(w)(l—i-ng(w))-i-iwtd
s (E,t = w
et = =) Vi

u(z,t) =

r e/ (dat)

——H(t
t Adrat

Gs(z,t — t') representa la solucién para la condicién de
borde puntual u(0,t) = (¢t —t') y depende de la dif.
t—t'. Parat >0, Gy4(x,t) posee, como funcién de z, un

méximo en o = v2at, con Gy (xo,t) = 1/(v/2met).

(21)



Este resultado puede también obtenerse por los métodos
generales de fn. de Green (véase clase 21). Notemos que

~ _ 0G(z,7',t) 0G(,t)
Gs(@,t) = a ox’ Oz

Resolucidn por transformada seno (TS): Otra forma de
llegar al mismo resultado es mediante la TS respecto de
2. En primer lugar, para una funcién f con f(co) = 0,
obtenemos, integrando por partes dos veces,

o0 = —2ax (22)

/;?’(x) sin(kz)dr = f'(z)sin(kz)| — k;/fof(x) cos(kx)dx
0 0

= —kf(0) cos(kx)|* — k? /000 f(z) sin(kx)dx

Por lo tanto, si Fy(k) esla TS de f(z), la TS de f"(x) es

\f/ e Smm)dx_\fkﬂ)_k? Fu(k)

Si f(0) = 0, que es la condicién de contorno natural
para la expansion en las funciones sin(kx), el resultado es
simplemente —k2?Fy(k), y puede obtenerse directamente
derivando la expresién inversa

=2 [

Pero si f(0) # 0 aparece un término adicional.
Por lo tanto, si efectuamos la TS de la ec. (16) (es
decir, mult. por sin(kx) e integrando), obtenemos

) sin(kx)dk

Use(k,t) + k2aU,(k, t) = fakg(t) (23)

donde g(t) = u(0,1)
\f / w(z, ) sin(kz)da

Us(k,—c0) = 0, la

(23
\f ak / R H (t— t)g(t)dt!

Efectuando la transf. inversa, y notando que

2 [ -01 [~ ,
f/ e_akztksin(kx)dk = —87/ e~k teikz gy,
0 8£E T —50
b 6—12/(4041&)

T
-9 - 24
0z arat (24)
se obtiene nuevamente el resultado (20)—(21). La solucién
para un flujo dado u,(0,t) = g(t) en el origen se puede re-
solver en forma similar utilizando la transf. coseno F.(k)
(ver tabla siguiente) y se deja como ejercicio.

Jct

es la TS de u(m t) respecto de x. Si U,
solucién de

s(k,t)

f(z) Fy(k) F.(k)
1] f) —kF(k:) —21(0) + ks (k
2| 1) | J2RS(0) = R Fu(k) | =/ 27'(0) — K2 Fu(k >

5. Evolucién de la temperatura en regiones finitas

Consideremos la evolucién de la temperatura u(x,t)
en una barra finita de longitud L, con condiciones de
contorno

u(0,t) = u(L,t) =

y condicién inicial
u(z,0) = o(x)
Podemos plantear u(z,t) = X (z)T'(t) en la ecuacién

Ut — QUzy = 0

obteniéndose
T/ X// _k2
aT X

que conduce a T(t) = T(0)e=** y X(z) = Acoskx +
Bsinkx para k # 0 (para k = 0 se obtiene en cam-
bio X (z) = A+ Bz). La condicién de contorno implica
X(0) = X(L) =0, en cuyo caso A = 0y k = nn/L,
n =1,2,.... Se obtiene entonces la solucién producto

X ()T (t) = cpemmm/L) sin(nmx/L)

y la solucién general

t) = Z cpe (/L) ot sin(nmx/L)

n=1

La condicién inicial implica

0) = Z e sin(nmz/L)

n=1

= o(x)

lo cual constituye el desarrollo en serie de medio rango
en senos de ¢(z) y determina los coeficientes ¢y,

L
Cn = %/0 sin(%x)(b(x)dx

El resultado final puede luego expresarse como

L
u(x,t):/o K(z,2' t)p(x')dx’

donde
2 oo
K(.f, x” t) = Z "E:l e —(nm/L)%at SIH(TI') sin(n%:c’)

representa la funcién respuesta de la ecuacién de di-
fusion en la barra finita con las condiciones de con-
torno anteriores. La condicién inicial es pues natural-
mente descompuesta en “modos normales” que exhiben



o . _ 2 .
un decaimiento exponencial oc e~ ("™/L)°t " Para tiem-

pos grandes, unicamente el modo simétrico fundamental
(sin(wz/L)) permanecerd visible (si ¢; # 0), con una am-
plitud ¢je=(/D)%at,

Notemos también que el problema con temperatura fija
en los bordes,

u(O,t) = T()7 u(L,T) = TL

siendo Ty y 717, independientes de t, puede reducirse al
problema anterior si reemplazamos

ule,t) = wla,t) + T + 7 (To ~ Th)

La funcién lineal constante de la derecha se encarga de la
condicién de contorno y satisface exactamente la ecuacion
de difusién homogénea (es una solucién estacionaria) por
lo que w(z,t) satisface también la ecuacién de difusién
homogénea pero con condiciones de contorno homogéneas
(w(0,t) = w(L,t) = 0). w(x,t) estard pues dada por la
solucién anterior (con w(x,0) = u(z,0) — (To + £(Tr —
Ty)). En este caso

lim u(z,t) = Tp + E(TL —To)

t—o0 L

En clase se han visto ademas otros problemas anédlogos
(barra finita con fuentes, barra finita aislada, regiones
bidimensionales, circulos y esferas, etc.). Daremos aqui
s6lamente la funcién de Green para una regién general.

6. Funcion de Green de la ecuacién general de
difusién
Consideremos la ecuacién
uy — aAu = f(r,t), a>0
en una region s.c. R, con la condicién de contorno
u(r,t) = g(r,t), r€S

y la condicién inicial

Mediante la expansion
u(r,t) =Y ex(tyur(r), flr,0) = fult)ur(r) (25)
k k

donde wug(r) son las autofunciones del Laplaciano con
condiciones de contorno homogéneas,

—Auy, = Meug, ug(r)=0,siresS
y

ex(t) = /R wl()u(r, AV, filt) = /R ul () f (. 1) AV
(26)

se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria para cg(t)
(recordar detalles de clase)

de,
T: + adper = fu(t) — gr(t)

dui(x)

donde gi(t) = o [, g(r,t) == dA. La solucién es

e (t) = ci(0)e Mt 4 /O e M= (F(t) — gr(t))dt!

con
l0) = [ wite)ote)av
Obtenemos finalmente
u(r,t) = /R/OOO G(r,v',t —t") f(', t")aV'dt’

oo AR
+/G(r,r’,t)¢(r’)dV’—a// OGr, 6 =) o Naaar
R sJo on’

donde

Gr.x/,t—t') = Y e @y (ryuj (v ) H(t — 1)

= K(r,7' t—thH({t -1

es la funcién de Green de la ecuacién de difusion y satis-
face

(% Cal)G(r,x 1) = 6(r — ¥)o(t — ¥
G(r,r’';t —t') es pues la temperatura en (r,t) para una
fuente de calor puntual en (r’,t’), siendo nula para t < t'.
En cambio, K(r,7',t) = 3, e~ Mty (r)uf(r’) satisface
la ecuacion de difusién homogénea, K; — aAK = 0, con
condicién inicial lim;_,o+ K(r,7’,t) = 6(r — 7’).

Por ejemplo, para una barra finita de longitud a,

G(r,r',t) = 2 Z e~ T Gin(nrra fa) sin(nra’ Ja) H ()
a

n=1
para una barra infinita,
H(t oo ) , —(z—2')?/4at
L /efak2tezk(r7m )dk' _ 67]_](25)
2 J_ o 2v/mat
y para el espacio tridimensional,
—|r—r'|? /4t
0 /e_a“"zteik“—”’)d% _ T M
(2m)3 Jps (2vmrat)?

va que la integral se descompone en el producto de 3
integrales similares a la del caso de una dimensién. La
funcién de Green de la ecuacién de difusién conserva pues

G(r,r',t) =

G(r,r',t) =



la misma forma gaussiana en 1, 3, 2 o n dimensiones, a

diferencia de la funciéon de Green de la ecuacién de ondas.
Se deja como ejercicio determinar la funcién de Green

para un circulo y para una esfera, ambos de radio a.

La solucién del problema general
up + aly(u) = f(r,t), a>0

en una regién s.c. R con Le(u) = —Ayu + ¢(r), la
condicién de contorno

estd dada nuevamente por la expresién (27), con G dada
nuevamente por la expresién (28)—(29), con Lp(ux) =
Arur y up(r) =0en S. G satisface

(% +aly)G(r,r t—t') =6 — )3t —t)  (30)

con G(r,r’,t—t')=0parar € Sy G=0parat <t La
expresion (27) para la solucién general puede obtenerse
mediante el desarrollo en autofunciones, o directamente
de la ecuacién (30), intercambiando r por r’, multipli-
cando luego por u(r’,t’) e integrando respecto de v’ y ¢/
en Ry (0,00) respectivamente, aplicando el teorema de
Green en r’ y la integracién por partes en t'. Se dejan
los detalles para el lector.



Matemaéticas Especiales 11 1.2 Solucién de Poisson

1. RESOLUCION DE LA ECUACION DE Consideremos ahora en detalle el problema de determi-
LAPLACE POR SEPARACION DE VARIABLES nar una funcién armoénica v en el interior de un circulo
de radio 15 = a (0sea 0 < r < a, 0 < 6 < 27) cono-
1.1 Arménicos circulares ciendo los valores de u en el contorno, u(a,8) = f(6). La
solucién general debe ser pues de la forma
Consideremos la ecuacién de Laplace Au = 0, con -
52 o2 2 18 18 u(r,0) = % + Z " [ay, cos(nd) + by, sin(nh)] (5)

A=L 2 9 29, "9 1 e
8$2+8y2 87‘2+r8r+r2 002 (1) '

) Por lo tanto,
en un sector circular 1 < r < 1y, 0 < 0 < a < 27.
0

Planteando una solucién producto u(r,0) = R(r)©(0), a =, )
se obtienen las ecuaciones u(a,0) = f(0) = D) + Z a"[ay, cos(nf) + by, sin(nd)]
n=1
1" R/ kQR " 2 . .
R+ — - 2 0, 0" =—-k"© de donde, recordando la expresion de los coeficientes del

desarrollo en serie de Fourier,
con k constante, cuyas soluciones son

1
R(r) = Ar*+ Br*, ©(6) = acos(k6) + bsin(kd), k£0 "~ zan ), (1) 6)0 b / 0100, =1
T
— A+Blnr=Bln— - —0 (2 .
R(r) +Blnr nro,@(ﬁ) a+bd, k=0 (2) con @ = L 02 F(0)d0 = (f). Reemplazando

en (5), y teniendo en cuenta que cos(nf)cos(nf’) +
(la ec. para R es del tipo de Euler y su solucién es de la sin(nf) sin(nf’) = cos[n(6 — 6')], obtenemos

forma r*, con A determinado por A(A — 1) + X — k? = 0,

0sea, A = +k; si k = 0 la otra solucién . i. de 7 =1 1 27 . O .n ) o
es 7 Inr = Inr). Obsérvese que k puede ser en principio u(r, ) = p / {§+Za7 cos[n(f — ")} f(6")db
real, imaginario o complejo (si k = k, +ik;, r*¥ = eFIn" = 0 n=1

ekr 1m’[cos(kz' Inr) +isin(k; lnr)]).

Definiendo z = 0 <1,t
Como ejemplo, si u(r,0) = u(r,a) = 0, con efiniendo z = (r/a)e”, con [z] <1, tenemos

— — Lo _ LN _1p itz
u(ry,0) = f1(0), u(re,0) = fa2(0) 3+ ; pr cos(nf) = Re[i—i—;z |= iRel—z
= a =0y k =nn/a (real), con n > 1. La solucién a2 — 2 , .
general es entonces = m, d=(r,a,0) = a® + r= — 2ar cos(0)

_ i(Anrn'fr/a T Bnrfnﬂ'/oz) sin(nmd/a)  (3) Obtenemos de esta forma la solucién de Poisson,

a* —r* [*7 f(0")d6’
u(r, 8) = - /0 Z(ra0—0) r<a (6)

donde las constantes A,, y B, pueden obtenerse a par-
tir del desarrollo en serie de senos de f1(0) y f2(0). Se ) _ .
dejan los detalles para el lector. Obviamente, si u debe Notemos que d(r,a,6 — ¢') es la distancia entre el punto

permanecer acotada y 1 = 0 = B,, = 0, mientras que si (r,0) del interior del circulo y el punto (a,8’) del borde
>0y e =00 = A, =0. (recordar dibujo hecho en clase).

En el caso de un anillo circular 0 < 6 < 27, con r; < ,
r < 19, u debe ser monovaluada, lo que implica k = n, Comentamos:Q )
con n entero (y b=0si k =n =0). La solucién general 1) Sir=0,d"=a"y
es pues de la forma o

1
u(0,0) =
U(’/‘, 9) = A0+B0 Inr 27T'

= " n . El valor de u en el centro del circulo es pues el promedio
A, B, n 0)+b, 0 4
+ Z( 74 Bur ™) [an cos(nf) +bn sin(nd)] - (4) de los valores de u en el borde del circulo. Como esto es

vélido para cualquier circulo con centro en (0,0) y radio
Nuevamente, si 11 = 0 = By = 0, B,, = 0, mientras que r < a, vemos que el valor de una funcién u, arménica
sirg =00, Bp =0, A4,=0,n>1. en una regién R, en un punto cualquiera (z,y) € R es

F(0")do" = (f)

n=1



igual al promedio de los valores de u sobre cualquier cir-
cunferencia con centro en (z,y) contenida en R, y por
lo tanto, sobre cualquier regién circular con centro en
(z,y). Una funcién arménica no puede pues poseer ex-
tremos (maximos o minimos) en el interior de R (ya que
en tal caso el valor en el extremo seria superior o inferior
al promedio), estando los extremos siempre en el borde
de R.

2) Problema exterior: Consideremos ahora el problema
de determinar u(r,6) en el exterior del circulo, es decir
r > a, conociendo los valores en el borde, u(a, ) = f(6).
Podemos repetir el esquema anterior pero es més fécil
emplear el siguiente procedimiento de inversién. Siu(r,0)
es una funcién arménica de la forma general (4), entonces

2

v(r,0) = u(a— 0) = Ao—Boln
r
Z B, Tzn )]an cos(nf) + by, sin(nd)]

es armonica pues es también de la forma (4), y cumple
v(a,0) = u(a,d). Ademds, si u estd definida para r < a
= 0 estard definida para a?/r < a, o sea, r > a. Por lo
tanto, la solucién para el exterior del circulo serd

a2 7,2 _ CL2 27 f(9’)d6’
0 = _ 9 =
v(r,6) u(r’ ) 21 Jo d2(r,a,0—6")’ ¢
(notar que d( ,a,0) = ¢d(a,r,0) = %d(r,a,0)). Esto

equivale al 1ntercamb10 a < 7 en (6).

En forma analoga se resuelve el problema de Neumann
(Au =0, con 3 L,.—, = f(6) y (f) =0) para el interior y
exterior del circulo (se deja como ejercicio).

3) La solucién (6) puede escribirse como

2m
u(r,0) = ; K(r,a,0 —0")f(0")do'
a2 — g2

2rc[a? + r2 — 2ar cos(6)]

K(r,a,0) = (7)

donde K (r,a, ) representa la solucién para f(60) = §(6).
Puede comprobarse que wu(r,) = K(r,a,0) es una

funcién armoénica que satisface lim K(r,a,0) = §(0),
rT—a~

con lim K(r,a,0) =0si6f #0 (o en general, § # 2nm,
r—a—

ne€Z)y lim K(r,a,0)
r—a—

hecho en clase).

= oo (recordar el grafico de K

1.3 Arménicos esféricos y solucién de Poisson para
la esfera

Consideremos ahora la ec. Au = 0 en una regién
esférica ri < r < ry, 0 <6 <271, 0 < ¢ < 2w, donde
(r,0,¢) son las coordenadas polares usuales (definidas

por x = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcosf). Em-
plearemos la notacién 2 = (0, ), con d2 = sin 0d0de.
En estas coordenadas,

o 0x2 oy 922 or2  ror
1 0 0 1 02
Ao = — -
@ sin 6 00 56 n980) * sin® § O¢? (8)
Planteando una solucién producto u(r,0) = R(r)Y (Q2),
se obtienen las ecuaciones
]4;2
R" + R’ - 3R=0, AQY = —k*Y

con k constante. Hemos visto que la solucién de la parte
angular es acotada y monovaluada sélo si k% = (I + 1),
con [ natural, con Y (Q) = ¥;,,(2) el arménico esférico
de orden I:

—AQY i (Q) =114+ 1)Yim(Q), —1<m <1, 1=0,1,...

m+|m|

P (cos 0)e™? (1)

@ D~ m)!
Y“”(Q)‘\/ dn(l+ [m))!

donde Pllm‘(:c) es el polinomio asociado de Legendre (y
PY(z) = Py(x) el polinomio de Legendre). Y,,,(2) son
las autofunciones normalizadas de Agq:

/ Vi ()i, (Q)AQ = Sr G )

s

donde [ dQ = [ 02 " sin dfd¢p denota la integal sobre
toda la superficie esférica y Y} () = (—=1)™Y;_,,,(Q2) en
la presente convencién de fases.

La ec. para la parte radial es nuevamente del tipo de
Euler, con solucién 7* y A determinado por

AA=1D) +22—1(1+1)=0

cuyas soluciones son A = I, A = — — 1. La solucién

producto es pues de la forma

R(rY(Q) = (ar' + br =" 1Y, (Q)

Soluciones independientes de ¢ (es decir, invariantes
frente a rotaciones alrededor del eje z) corresponden a
m = 0, con [ arbitrario, mientras que soluciones inde-
pendientes de 0 y ¢ (es decir, invariantes frente a rota-
ciones) se obtienen sélo para [ = 0, y son de la forma
u(r) =a+b/r.

La solucién general para u(r,€2) es pues de la forma

0o l
b
Q) = Z Z [almrl + rll%]}/lm(g)

=0 m=—1

(10)

Para soluciones acotadas, si 11 = 0 = by, = 0 mientras
que si 7y = 00 = ayy, = 0.



Consideremos ahora el problema de determinar la
funcién arménica u(r,2) en el interior de una esfera de
radio r = a, conociendo sus valores en la superficie,
u(a, ) = f(2). La funcién debe ser pues de la forma

0o l
=3 amr'Yim(Q) (11)

=0 m=-—1

La condiciéon de contorno implica

00 l
= Z Z almalyim(Q) = f(Q)

=0 m=—1

que representa el desarrollo en serie de armonicos
esféricos de f(£2). Teniendo en cuenta (9), los coeficientes
estaran dados por

=1 [ Vi@ 10 (12)

Si f() = f(0) = am = 0sim # 0y u(r,Q) =
S~ ¢rlPy(cos ,con ¢ = aiy/ 2L Sif(Q) = ¢ =
l;)z 1(cos ) ! 104/ =1 Q)

c? = 0 para [ # 0 (por ortogonalidad de Pj, I # 0, con
Py=1)yu(r,Q) =c
En general, utilizando (12) obtenemos

> 'Y Va0

S 1=0 m=—1

u(r, ) = NI

(13)
Para evaluar esta serie recordemos primero el teorema de
adicion para armoénicos esféricos,

21+1
me )i () = = —Pilcosfo)  (14)

m=—1

donde 0y es el angulo entre las direcciones determinadas
por Q y €, y queda definido por

cos(fp) = n(Q)-n(Q)
= cosfcosf +sinfsin® cos(p — ¢') (15)
con n(Q) = (sind cos ¢, sinfsin ¢, cos@). La ec. (14) re-
fleja el hecho de que el primer miembro es un escalar que

depende sélo del dngulo 6y entre Q y €. En tal caso,
eligiendo Q@ = (0,¢) = (0,0), y dado que Y;,,(0,0) =

0m0Y10(0,0) = 1/ =5 2”'1 (pues P/ (1) = dyno0), obtenemos

l
> Yim(0,0)Yim ()

m=—I

=Y0(0,0)Y;5(Q) = %Pl(cos ')

lo cual conduce a (14) pues 6y = 6’ si # = 0. Asimismo,
(14) refleja el hecho de que como funcién de 2, P;(cosfy)
es también autofuncién de Aq con autovalor —I(I+1), y

debe ser por lo tanto combinacion lineal de las autofun-
ciones Y, () con el mismo I:

l

Z Cvalm (Q)v

m=—I

Pi(cosbty) =

I
<

() Py(cos 0p)dQ = Q)

Cm 2z+1 lm

S

Debemos ahora evaluar la serie

o

S+ 1)(£)lﬂ(cos 8), r<a (16)
=0

Para ello, recordemos la expansion

1 oo
d(r,a,0p) - Z

1=
d(r,a,0y) = (a2+r

(cosby), r<a  (17)

2 _ 2ar cos ) '/? (18)

que puede obtenerse reconociendo que el primer miembro

es una funcién arménica tridimensional de 7,6y para r <
o0

a 'y que por lo tanto debe ser de la forma Y ¢;r! Pj(cos fp).

Para 6y = 0, d"'(r,a,0) = (a —r)"t = a1 Y2 (r/a),

por lo que ¢; = 1/a't!. Derivando ahora (17) respecto
de r obtenemos

a o0
Zl Pi(cosby) = —Z Py(cos by)
or —~a
_ —r(r—acosfy)
~ (a2+72—2ar cos y)3/?
Por lo tanto,
o0 2 _ 2
a’>—r
(204-1)( P 0
; * 1(cos bo) = (a2 + r2 — 2ar cos 0y)3/2

(19)
Utilizando (13), (14), (19) obtenemos finalmente la
solucién de Poisson para el interior de la esfera,

afa®—r* /fr )dsY r<a (20)

a90

u(r, Q) =

donde 6y estd determinado por (15) y d(r,a,6y), dado
por (18), es la distancia entre el punto r de coordenadas
polares (r,) situado en el interior de la esfera y el
punto r’ = (a, ') de la superficie (recordar el dibujo en
clase). Si Q= (6,¢) =(0,0) = 6y =0".

Comentarios:

1) Nuevamente, en el centro de la esfera (r = 0), el valor
de u es el promedio de sus valores en la superficie, pues
en este caso d = a y entonces

1 ’ ’_
- 4= [ fena =)



u(x,

El valor de una funcién arménica v en un punto es pues
el promedio de los valores en cualquier superficie esférica
con centro en ese punto, contenida en la regién R donde
u estd definida, y por lo tanto en cualquier esfera con
centro en el punto. No puede pues poseer extremos en el
interior de R.

2) Problema exterior: Consideremos el problema de
determinar « arménica en el exterior de la esfera (r > a),
concociendo sus valores en la superficie, u(a, ). A partir
de (10) vemos que si u es armonica, entonces

a .a
v(r, Q) = ;u(7,Q)
Q2l+1
- Z Z [atm RS + bim 2l+1]Ylm(Q)
=0 m=-1

es también armoénica pues es de la forma (10), y satisface
v(a, Q) = u(a, Q). Ademds, si u estd definida para r < a
= v estard definida para r > a. Por lo, tanto, la solucién
para el exterior de la esfera es

2 _ /
gu(a—7Q) alr® — o / S(2)de2 r>a
ror (r,

v(r, Q) = 0 00)

3) La solucién (20) puede escribirse como

/Kra@o )d

a(@—1?)
4w d3(r, a, p)

u(r, Q) =

K(r,a,0)) = (21)
donde K(r,a,0p) es la solucién para f(2) =§(Q2—-Q') =
5(0 —0")6(p — ¢')/sin(f). Puede comprobarse que K es
armoénica y satisface lim K(r,a,0) = §(Q — ).

r—a-

1.4 Armoénicos rectangulares

Consideremos ahora la ec. de Laplace Au = 0 en el
interior de un rectangulo 0 < z < a, 0 < y < b. Estudi-
aremos el problema de Dirichlet correspondiente, o sea,
la determinacién de u a partir de sus valores en el borde
del rectangulo,

b) = fl(.’L‘), u($70) = fg(l‘), U(G,, y) = fS(y)’ ’U/(O,y)

Debido a la linealidad de la ecuacién y el consiguiente
principio de superposiciéon, podemos escribir la soluciéon
en la forma

U =uy + Uz + uz + uy

donde u; es la soluciéon para fo = f3 = f1 = 0y, en
general, u; aquella para f; =0 si j # i.

Consideremos por ejemplo wu;.
solucién del tipo

Planteando una

= fa(y)

tenemos Au; = X"Y+XY"” =0,0sea, X"/ X+Y"]Y =
0, obteniéndose las ecuaciones

X// _ _k2X7 YII — kQY

con k constante. Las soluciones son de la forma

X(x) = Acos(kzHBsin(kx), Y(y) = C cosh(kyHD sinh(ky)

parak # 0y X (z) = A+ Bz, Y (y) = C+DY para k = 0.
Como u1(0,y) = u1(a,y) = 0= X(0) = X(a) =0, loque
implica k = nw/a (real), con n = 1,2,.... La condicién
u1(x,0) = 0 implica ademds C' = 0. Por lo tanto,

X(2)Y (y) = Asin(kpz) sinh(k,y), k, =nw/a

y la solucién general para u; es

up(z,y) = Z A, sin(k,x) sinh(k,y)

n=1

La condicién de contorno

up(z,b) = fi(x ZA sin(k,x) sinh(k,,b)

n=1

determina los coeficientes A,,,

2 @ .
A, = m/() f1(x) sin(k,x)dx

La solucién final puede pues escribirse como

ui(z,y) = ’ Zsm (knx) sin(ky, x)smh( )]fl( "dz
g sinh(kab)

(22)
En forma anéloga se procede para los demas casos. Por
ejemplo, us(x,y) serd de la forma

=Y Cysin(kyz) sinh[k, (b — y)]

n=1

Se dejan como ejercicio los demas casos y detalles, asi
como el problema de Neumann correspondiente.

Consideremos ahora el caso en que a — oo, es decir,
la franja z > 0, 0 < y < b. Consideremos las condiciones
de contorno

u(z,0) = u(z,b) =0, u(0,y)

Planteando una solucién de la forma u(z, y)
tenemos

= f(y)
= X(2)Y (y),

"no_ kQX Y — —]{;2Y

cuyas soluciones conviene escribirlas como
X(z) =

Aekw + Be_kw7 Y(y) = Ccos(ky) + Dsm(ky)



La condicién u(z,0) = u(x,b) = 0 implica Y(0) = Y (b) =
0, y por lo tanto C =0, con k = nw/b, real, n = 1,2,.. ..
Si exigimos que u permanezca acotada para r — co =
A = 0. Por lo tanto,

X(2)Y(y) = Be *%sin(k,y), kn,=nn/b
y la solucién general es
u(z,y) = Z T sin(kny) (23)

La condicién de contorno
u(0,y) Z A, sin(k,y)
determina los coeficientes A,,:

b
=5 [ fsinteppay

La solucién final puede escribirse como

b oo
) = 3 [ 13 € sin(lg)sin(l, )10

La serie puede en este caso evaluarse facilmente como
suma de series geométricas, escribiendo sin(k,y) =
(e?*n¥y — e=#knY) /(2{) y recordando que

2 e~ erzy

El resultado final es

Ze

(oo}

1
_ 7k(z+zy) _
- Z—O( )t = 1 — e—k(z+iy)’ k=

?sin(kyy) sin(kny') =

2e7F7(1 — e=2F?) sin(ky) sin(ky')

(1+e=2kz—2e=kz cos k(y+y')) (1+e2k* —2e—*= cos k(y—y'))

El integrando decrece exponencialmente con z (recordar
dibujo). Los factores en el denominador son la distan-
cia al cuadrado entre los puntos de coordenadas polares
(e ky) y (1,%ky’) (ver seccién de variable compleja).

1.5 Problema del semiplano

Consideremos ahora el semiplano y > 0, + € R. Re-
solveremos la ec. Au = 0 conociendo los valores de u en el
eje x, u(x,0) = f(x). Planteando nuevamente separacién
de variables, u(z,y) = X (2)Y (y), tenemos

"no_ _kQX Y — ]{:QY

con k constante, cuyas soluciones escribimos ahora en la
forma

X(x) = Ae™ 4 Be™ ™ Y(y) = Ae ™ + BV, ke R

Si queremos que u permanezca acotada para y — 0o =
A=0sik <0y B=0sik>0,los que podemos resumir

como Y (y) = Ce~¥1¥. Por lo tanto,
X (2)Y (y) = CetkzeIkly
y la solucién general (ahora k es un indice continuo) es
u(z,y) :/ A(k)ete e~ IFly g (24)

donde la integral denota valor principal. La condicion de
contorno

u(z,0) = f(z) = / A(k)e*®dk
determina ahora la funcién A(k), que no es otra cosa que

la transformada de Fourier de f(z) dividida por /2.
Recordando las férmulas de inversion obtenemos

1 > —ikx
= g/_oo f(z)e dx

Insertando esta expresién en (24) obtenemos

) = [ ¥ Ko —o ) f()da’

i/ei’”—“f‘ydk— Re/ “Kly=ielgg
2m —oo 0

1 1 1
= g Re[——]= 1

2y —ix w4+ y?

con

K(z,y)

Obtenemos finalmente
o0 / d /
o B T
El denominador es nuevamente la distancia al cuadrado
del punto (z,y) al punto (2’,0) del borde. Notemos que

lim K(z,y) =6
Jim, K (w,y) = 0(2)

u(z,y) =

En efecto, K(z,y) > 0siy > 0, con 1im+ K(z,y) =0si
y—0
x#0y lim K(0,y)
y—0t

* L[ 1 >
/ K(z,y)dx = 7/ _yde 1 arctan(g) =1
. T y
o

—oo? +y?

El resultado (25) puede obtenerse también directamente
de la solucién de Poisson para el interior del circulo,
considerando un radio ¢ muy grande y un punto (z,y)
proximo a la superficie (con y medido desde el borde del
circulo, recordar el dibujo), en el limite a > a —r = y.
En tal caso, d*(r,a,0) — (z —2')?> +y?, a®> — 1?2 =
(a+7)(a—71)—= 2ay y adfd — da’, por lo que

Oy [~ S
2t Jo d?*(rya,0) 7w [J_o (z—a')%+y?
con f(a') = g(z'/a).

El resultado (25) puede obtenerse también por funcién
de Green y por métodos de variable compleja (ver
préximas secciones).

= 00. Ademaés,

— 00

2
a2 — 2 7r




1.6 Armoénicos rectangulares en 3 o mas dimensiones

En forma completamente aniloga puede tratarse la
ecuacién Au = 0 en regiones del tipo 0 < z < a,
0<y<bh 0<z<eg, ete, en 3 0 mas dimensiones.
Consideremos por €j. las condiciones de contorno

u(0,y, z) = u(a,y,z) =0, u(z,0,z) =u(z,b,2) =0

u(x,y,O) =0, u($>y7c) = f(mny)

Planteando wuna solucién del tipo w(z,y,z) =
X(2)Y(y)Z(2), obtenemos X"YZ+Y"XZ+Z"XY =0
y por lo tanto, dividiendo por XY Z,

X" /X +Y")Y +2")Z =0
de donde
X// — _kQX Y/l —

2 _ 2 2
—k2Y, Z" = (K2 +k2)Z

con kg, k, constantes. Las soluciones son de la forma

X (x) = Acos(kyx)+Bsin(k,xz), Y(y)

Z(2) = Ecosh(k,z) + Fsinh(k,2), k, = m

Para las presentes condiciones de contorno, A = C' =
E = 0, por lo que la solucién producto es de la forma
sin(k,) sin(k, ) sinh(k,z2), con k, = nw/a, k, = mn/by
n, m naturales > 0. La solucién general es pues

u(z,y,z) = 7;1 Anm sin(%x) sin(?y) sinh(kym 2)
con kypmm = wm . La condicién de contorno
nmw mm
u(z,y,c) = f(z,y) Z sin( o x) sin( . y) sinh( ¢)

n,n

determina los coeficientes A,,,, por medio del desarrollo
bidimensional en serie de medio rango de senos:

22
absmh

mm
Anm =

La solucién para condiciones de contorno no nulas en c¢/u
de los lados se resuelve por superposicién (de 6 soluciones
en 3 dimensiones).

1.7 Armonicos cilindricos

Consideremos ahora la ec. Au = 0 en el interior de un
cilindro de radio a y altura b, osea0 < r < a,0 < 06 < 27,
0 < z < b. En coordenadas cilindricas,

2

A= A(rg)-l-aQ

= C' cos(kyy)+Dsin(kyy),

3 /dg;/dyf x,y) sin( —x)sm( y)

con A, gy dado por (1). Planteando una solucién del tipo
u=v(r,0)Z(z) obtenemos las ecuaciones
= —k%

"= k‘2Z A(ng) v

La solucién de la primera ecuacion es

Z(z) = Ecosh(kz) 4+ Fsinh(kz)

Escribiendo v = R(r)©(0), la segunda ecuacién implica

/ 2
§+(k2—n—)R:O

0" = —n0, R+ g
r

cuyas soluciones generales son

0(0) = Ae™ + Be™ ™ R(r) = CJ,(kr) + DY, (kr)
donde J,,, Y,, son las funciones de Bessel de primera y
segunda especie (recordar clase respectiva). En el pre-
sente caso, la condiciéon de R acotado para r — 0 implica
D = 0, mientras que la de © monovaluada, n entero.

Consideremos por ejemplo v = 0 en el borde lateral
(u(a,,z) = 0) e inferior (u(r,0,0) = 0), con u(r,0,b) =
f(r,0). Esto implica k = kpm/a, con ky, los ceros de
In (Jn(kpm) = 0) y E = 0. Recordando que para n
entero, J_,(z) = (—1)"J,(x), la solucién general puede
pues escribirse como

u(r, 0, z)

Z ZAnmJ knmr/a)e 0 sinh (k (knmz/a)

n=—oom=1

Para z = b, esto conduce al desarrollo de Fourier-Bessel
de u(r,6,b) = f(r,0). Recordando que

a 27
[ i 1t
0J0

= O O T2 T! ()2 (26)

obtenemos

foa 0277 f(r7 G)Jn(knmr/a)e_me?“drdQ
7a2J! (K, )2 sinh(ky,b/a)

Anm =

En forma andloga se resuelve el caso con dato en la
base. En cambio, si el dato es u(a,0,z) = f(0,z2), con
u(r,0,0) = u(r,0,b) = 0, tenemos k = imm/b, con m
entero, y debemos plantear una solucién de la forma

u(r, 0, z)

Z Z A (mr /b)e™ sin(mrz /b)

m=1n=—o0

donde I,,(z) = (—i)"J,(iz) es la funcién de Bessel mo-
dificada de primera especie. Se obtiene un desarrollo en
serie de Fourier bidimensional para wu(a,,z) = f(6, z),
dejandose los detalles como ejercicio.



2. METODOS DE VARIABLE COMPLEJA PARA
PROBLEMAS BIDIMENSIONALES

En el caso de dos dimensiones, toda funcién u(z,y)
armoénica en una regién R es la parte real o imaginaria
de una funcién analitica en R:

u(z,y) = Re[f(2)], z=z+iy
Recordemos que f(z) es analitica si f'(z) =
lim w es independiente de la direccion de
Az—0 z

Az. En tal caso, fi(2) = f'(2), fy(z) = f'(#)i, lo que

implica Af = fou(2) + fyy(2) = 7(2) — f"() = 0. Es-
cribiendo

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

con u y v reales, tanto u como v son entonces armoénicas.
La identidad f'(z) = fz(2) = —ify(z) conduce a las
condiciones de Cauchy-Riemann, u, = vy, uy = —v,
de las que se desprende nuevamente que uzz + Uy, = 0.

Si por ej. u(x,y) representa una temperatura, las cur-
vas u(x,y) = ¢ son las isotermas mientras que las cur-
vas v(z,y) = ¢ son las correspondientes lineas de flujo,
yva que los gradientes de w y v son perpendiculares:
(Ua, Uy) * (Va, vy) = (U, uy) - (—ty, uz) = 0.

Por ejemplo, la parte real e imaginaria de zF =
r*(cos kO+isin kf) y In z = In r+i6 son los arménicos cir-
culares, mientras que las de e** = €*?(cos ky + isin ky),
e** = e7k¥(cos kx + isinkz), son arménicos rectangu-
lares. Por ejemplo, en el caso del rectangulo,

sin(kz) sinh(ky) = —Im[cos(kz)] = —%Im(eik’z + e~ k=)

Sabemos que si f es analitica en una regién Ry C' es una
curva cerrada contenida en R,

fg F(2)dz =0

Ademsds, f(z) puede escribirse como la integral

f() = = ¢ 1)
C zZ z

= - dz’
21

(27)

donde C' es cualquier curva cerrada que circunda a z,
dentro de laregién R donde f es analitica. De esta forma,
para z € R, f(z) queda completamente determinada por
los valores que toma f en C.

2.1 Solucién de Poisson para el interior del circulo:

La solucién de Poisson (6) puede también obtenerse a
partir de (27). Si C es un circulo de radio a = 2’ = ae'?,

con dz' =iz2'df y

i 2m f(zl)zl
Z =z

do', 2 =ae” |zl <a (28)

f(2)

:2'IT 0

Para obtener (6) es necesario sin embargo expresar la
parte real de f(z) en términos de la parte real de f(z2').
Definiendo z; = a?/z* = 2'2/*/z*, tenemos |z1| > a si

|z| < a y entonces, para el mismo circulo C,

oo LI LT Ee
2mt Jo2' — = 2 Jo z*

(29)

Restando (29) de (28) obtenemos

f(z) 2m f(aeie )d@'

1 /2f7r(2/)|Z/2_|Z|2d9l: a2_r2
0

T o |2/ — z|? 27

donde z = re’ y d*(a,r,0 — 0') = |2’ — z|?. La parte
real (o imaginaria) de esta expresién nos da la férmula
de Poisson (6). Notemos que

a2 —r? e

d2(a,r,0 —0")

2 4z

2zl —z

/‘2 _ ‘Z|2 B

= Re|

I (30)

EEFE

2.2 Transformaciones conformes

Recordemos que la transformacion

f'(z) #0

con f(z) analitica, mapea una regién R del plano z en
una regién S del plano w. La transformacién se dice que
es conforme pues conserva los angulos entre curvas: para
una curva z(t), que se transforma en la curva w(t) =
f(z(t)), tenemos

w= f(z) =u+iv,

dw

,, .\ dz
ARSI
y por lo tanto, arg%” = arg[f'(2)] + arg[%}, lo que rep-
resenta una traslacién de los argumentos en arg[f’(z)]
(asumiendo que f’(z) # 0). No obstante, como |dw| =
|f'(2)]|dz|, las distancias se dilatan localmente en | f/(z)].

Si g(w) es analitica en S = ¢(f(z)) serd analitica en R.
Por lo tanto, Re[g(f(z))] serd una funcién arménica en
R. Esto indica que una vez conocida la solucién arménica
Re[g(w)] en S, podemos hallar la solucién en R mediante
una transformacién conforme.

Por ejemplo, la transformacién

w =€ =e"(cosy + isiny)

mapea el rectdngulo 0 < x < a, 0 <y < b en el sector
circular 1 < r < e% 0 < 6 < b. En esta region hemos
visto que los arménicos son de la forma w* = ¥ (cos k6 +
isinkf) para k # 0. Los armoénicos rectangulares son
pues la parte real e imaginaria de

(e*)F = e** = ek (cos ky + i sin ky),

donde k puede ser real o complejo, resultado que hemos
obtenido por separacién de variables (ademds, lnw =

o d*(a,r,0 —0")



Inr+if y 3Im(lnw)? = fInr (armoénicos circulares para

k = 0) se transforman en Ine* = z = z + 1y, y 3Im[z?] =

2y, que son los armonicos rectangulares para k = 0).
Como ejemplo especifico, la transformacion

w = e~ /% = e7®/Ycos(ay /b) — isin(ay/b)]

mapea la franja semi-infinita x > 0, 0 < y < b en el sector
circular 0 < r <1, —a < 0 < 0, donde la solucién general
acotada esta dada por (3) con B,, = 0. La solucién en la
franja se obtiene pues reemplazando

r= \e*‘“/b\ =e /b g= arg(e*az/b) =ay/b

en (3), con r"™/* = ¢="72/ 1o que conduce inmediata-
mente a la solucién (23).

Como segundo ejemplo, obtendremos la férmula (25)
para la funcién arménica en el semiplano a partir de la
férmula de Poisson (6), utilizando una transformacién
conforme que mapee el semiplano superior en el interior
de un circulo de radio 1. Una tal transformacién es

Z—1
z+1

En efecto, si z =2 (y =0) = |w| = |i;:| = 1. Ademds,

(0,14) se transforma en (0, 0), de modo que es el semiplano
superior el que pasa al interior del circulo (recordemos
que los llamados mapeos lineales w = gzzis con ad —
bc # 0 mapean rectas y circulos en rectas y circulos).

Tenemos, para 2z’ = (z’,0),

’ 1 ’ 1 12
Re[w —&—w} _ Reji +zz]:y( +a'7)
w —w z—2z |2" — z|?
duw'’ 2dz’' 2dz’
dy = <L = = 1
w1422 1422 (31)

con |z — 2|?> = (x — 2')? + y%. Por lo tanto, utilizando
(6), (30) y las expresiones anteriores,

g0(:) = 5 [o(w)Rel

w' —w ™ x—a')? +y?

La parte real nos da el resultado (25) para u(z,y) =
Re[g(w(2))], con g(w(z)) = u(a’,0) = f(z').

3. FUNCION DE GREEN DEL LAPLACIANO

Consideremos la ec. general inhomogénea

~Au= f(r) (32)

en una cierta regién R con borde S, con la condicién de
contorno u(r) = O en el borde S. Sean uy(r), k=1,2,...,
las autofunciones normalizadas de A en R con la anterior

condicién de contorno, definidas por
—Aug(r) = Mgug(r), ug(r)=0sire S

/ (0l (1) AV = G
R

(33)
(34)

wtw, oy [T glw(a’))ds
=2

donde el autovalor )\, es real y positivo (asumiendo R
finito). Podemos expandir la solucién v de (32) y la carga
o fuente f(r) en la forma

u(r) = chuk(r)a f(r) = Z frug(r)
k k
o= [ wiuwav. fi= [ wiseav

Ademas, utilizando dos veces la identidad de Green,

. B L ou B ouy, .
/RukAudV —/S(uk—an u )dA—i—/RyAude (35)
B L ou ouj,
= /S(uk 5~ Y5 YdA — Agck (36)

donde % denota derivada normal.

La integral de drea se anula si ug(r) = u(r) =0en S.
Multiplicando la ec. (32) por u}(r) e integrando, obten-
emos entonces

Akcr = f (37)
de donde
ek = fr/ Mk

La solucién puede pues expresarse como

u(r) = >
k

donde

k

POl — [ oy (o9

G(I‘, r/) _ Z uk‘(r))\’l]‘?(r,) (39)
k

es la funcion de Green. Si f(r) = 6(r —rg) = u(r) =
G(r,rg), por lo que la funcién de Green queda definida
por la ecuacion

—AG(r,r')=6(r—1'), G(r,v')=0sire S (40)
conr, r' € R. G(r,r’) es pues el potencial electrostatico
o temperatura en r originado por una carga o fuente pun-
tual en r’, que se anula en el borde S (lo que corresponde
a un borde conectado a tierra para el potencial o man-
tenido a temperatura 0). Notemos que

G(r,r') = G(r',r)

(pues G es real) de modo que la temperatura en r debida
a una fuente en r’ es igual a la temperatura en r’ debida
a una fuente en r, independientemente de la forma de R
o de las simetrias geométricas particulares del problema.
Esto es consecuencia del caracter autoadjunto de A.



Matemdticamente, G(r,r’) puede considerarse el
nicleo (kernel) en la base de coordenadas del operador
lineal integral G, el cual es el inverso del operador difer-
encial —A. Escribiendo u(r) = [, d(r — r')u(r’)dV’, la
accion de A sobre u puede expresarse como

Au(r) = / Ar,t)u(r")dV’, A(r,r') = Ad(r —1')
R
Expandiendo en la base de autofunciones, d(r — r') =
> i akug(r), obtenemos ap = [puj(r)d(r —r')dV =
up(r’') y por lo tanto,

Sr—r1) = > ur(r)ui(r)

k
Alr,r') = = Mur(r)uj(r) (41)
k

en concordancia con la expansién (39). En la base de
autofunciones, A y G quedan pues representados por
“matrices” diagonales de elementos Agp = —Aglkks,
Grr = A—lkdkk/, mientras que 6 queda representado por
la matriz identidad (de elementos dxy/). De esta forma,
G = A~ En esta base, u y f quedan representado por
vectores columna de elementos uy, fr, y la ec. diferencial
(32) por la ec. matricial > ,, Agprcr = fi, que conduce
a la ec. (37).

Mediante la funcién de Green es posible también re-

solver la ec. de Laplace conociendo los valores de u en el

borde,
Au=0, u(r)=g(r)sire s (42)

Multiplicando nuevamente la ec. anterior por u}(r) e in-
tegrando, obtenemos, utilizando (36),

/ upAudV = —/ g(r) Ou, dA — e, =0
R S on

de donde

C =

1 ouj,
—x;ég“MMdA

La solucién puede pues expresarse como

u(r) = —/S aG(r’r/)g(r’)dA'

on'
con
0G(r,1’) 1 ouy(r')
on' = Z quk (I‘) akn/

la derivada normal (respecto de r’) de la funcién de

Green. La solucién formal al problema general
—Au= f(r), u(r)=g(r)sires

es entonces

_ r.r) f(r o 8G(I‘,I‘/) r ’
ue) = [ Glea)pehav — [ ZEE g()a

Las mismas expresiones rigen si reemplazamos A por un
operador L = —A + ¢(r), con ¢ derivable en R, siempre
y cuando L no poseea autovalores nulos (lo cual queda
garantizado si ¢(r) > 0 en R). En tal caso uy(r) son las
autofunciones de L. Véase también Apéndice I.

Como ejemplo directo de la expansién en autofunciones
(39), la funcién de Green para el rectdngulo 0 < z < q,
0<y<bes

. . N . ’
Glr') = sin(knx) sin(kpz’) sin(ly,y) sin(lny')

k2 412,

n= 1
_ 2 i sin(k,x) sin(k,2’) sinh(k,y) sinh[k, (b — )]
a kp, sinh(k,,b)
donde r = (z,y), v’ = («/,v), kn = n7/a, l,, = mm/b,
n,m = 1,2,... y la ultima expresién es valida para
y < 3’. Hemos utilizado los métodos dados en el apéndice

para evaluar la suma sobre m. Reobtenemos asi el resul-
tado (22) para el problema del rectdngulo.

3.1 Funciones de Green en 3 y 2 dimensiones

Consideremos ahora el espacio completo tridimen-
sional. Las autofunciones normalizadas de A son

eik-r

)~ G
con k-r =k,x+ kyy+ k.2 y satisfacen

—Auk(r) = Fu(r), k= k]> =k + k] + k?

/ e (r)uy (v)d3k = / e 0K P = §(k — K')

1
(2m)?
donde la integral denota valor principal sobre todo el
espacio, dk = dkzdkydk, y

Sk —X)=68x—2")o(y—y)i(z—2")

La funcién de Green es por lo tanto

1 [elk(r—r) o
(27T)3/ k|2

1 002 Weikrcos(é‘) )
= (27T)2/0k dk/o Tbln&d&
2

*° sin(kr) 1
- dk = ——
(27‘(‘)2/0 kr 4mr

donde r = |[r—r'|, k- (r—r’) = kr cos§ y hemos utilizado
el resultado (deducido al introducir transf. de Fourier)

/ sin(x) dr= T
0 T 2

El resultado (43) puede obtenerse en forma més simple
y fisica a partir del teorema de Gauss (o sea, la identi-
dad de Green (35) para uy = 1). Obviamente, debido a

G(r,v') =

(43)



la invariancia traslacional y rotacional de A, en el espa-
cio completo G(r,r’) serd una funcién unicamente de la
distancia |r —r’| , es decir,

G(r,r') = G(jr 1))

Considerando ahora una esfera R centrada en el origen
de radio r > 0 arbitrario, a partir de —AG = §(r) obten-
emos, dado que [, d(r)dV =1,

f/ AGAV = f/ 9C ja - —G'(r)dnr? =1
R S 3n

de donde G'(r) = —1/(47r?) y

1
G(r)=—
(r) dmr
donde hemos
lim G(r) = 0.
r—00
armonica en 3 dimensiones independiente de ) (ademads
de la constante), de modo que necesariamente G(r)
r~! para r > 0 dado que AG(r) =0 sir > 0.
En dos dimensiones, procediendo de la misma manera
obtenemos —G’(r)27rr = 1, de donde G'(r) =

In(r/ro)
o2

impuesto la condicién de contorno

Notemos que % es la tnica funcién

T 2nr

G(r) —G(rg) = — r>0
Recordemos que en 2 dimensiones, Inr es la inica funcién
armoénica (ademds de una constante) independiente de 6.
No es entonces posible satisfacer la condicién G(r) < co
(y por lo tanto G(r) — 0) para r — oo. Lo mismo
ocurre en una dimension, donde, a partir de —G'(r)2 =1
obtenemos G(r) — G(rg) = —3(r — o) (o sea, G(z,2") =
—3lz —a'| +¢).

Generalizacion a n > 3 dimensiones: Utilizando el
teorema de Gauss en la forma anterior para una hipers-
fera R centrada en el origen, obtenemos — fR AGdAV,, =

- fS %dvrb—l = _G/(r)anrn_l =1, donde
ay, = 27Tn/2/F(”/2)

es el drea de la superficie de la hiperesfera de radio 1
(ag = 27, ag = 47, ay = 27%). Por lo tanto, imponiendo
lim G(r) =0 se obtiene

T—>00

1

—  n>2
apn(n —2)rn—2 "

G(r) =

3.2 Funcién de Green para el semiplano

En general, la funcién de Green para una regién R
puede obtenerse sumando a la funcién de Green para el
espacio completo una funcién v arménica en R (Au =0
en R) tal que la suma satisfaga la condicién de contorno
G(r,r') =0sir € S. Por su puesto, u no tiene por que
ser armoénica fuera de R.

u(z,y) = / ToGnr)
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Coonsideremos por ejemplo el semiplano y > 0 en
dos dimensiones. La funcién de Green G(r,r’), con
r=(z,y), v = (2',y), y y,y > 0 debe anularse sobre el
eje  (y = 0). Esto puede lograrse mediante el método
de las imagenes, colocando, ademads de la fuente puntual
en (z',y’) con “carga” 1, otra (virtual) en = (2/, —y’) con
carga -1. Asi,

1
G(r,t') = —g-lndy —Ind_]=—c—In—=  (44)

di = (z—2)" +(yFy) (45)
Siy=0,d; =d_y G(r,r') = 0. Ahora G(r,r’) no es
mas una funcién de |[r—r’| = d; dnicamente, ya que la

region no es invariante ante traslaciones sobre el eje y.
La derivada normal en ¢’ = 0 es

OG(r,1’) —ly 2 N2 | .2
_ Y P =(z—
oy g m d? (@—a)"+y
con d la distancia de r al punto r' = (2/,0) sobre el

eje x. La solucién de la ec. Au = 0 para y > 0, con
u(z,0) = f(z) es pues

O

T J—o0 (l‘—.]?/)Q +y2

e OY

y'=0

que coincide con el resultado (25) obtenido por sepa-
racién de variables.

La ventaja de este método es que puede aplicarse di-
rectamente en 3 o mas dimensiones. Para la regién z > 0
en 3 dimensiones, obtenemos, de la misma manera,

Glr') = -l — 7 (46)
= (@—2)+@y—y)+(EF)

la cual se anula en 2z’ =0, y

G (r,r') 1 2 N2 N2 2
. _%ﬁ,d—(w—x) +y—y) +=

z'=0

siendo d la distancia de r = (z,y,2) ar’ = (¢/,4/,0). La
solucién de la ec. Au = 0 para z > 0, con u(x,y,0) =

f(z,y) es

(x ) z /OO /OO f(xl7 y/)dxldy/
U zZ) = —
R A N (e VR AR e

En n dimensiones, procediendo en forma analoga se ob-
tiene gTih%zo = %%, con d la distancia de r al punto
r’ sobre el eje x,, = 0.

El resultado (46) puede también obtenerse mediante la

expansién (39) en las autofunciones

eikm T eikyy 9

uk(z,y,2) = o v\ sin(k,z)



lo que da lugar a la representacion integral

G(r,

00 gilks(w—a')+ky (y—y")) sin(k,z) sin(k,z")

o 3/dk /dk

Se dejan los detalles como ejercicio.

k2 4 k2 1 k2

3.3 Funcién de Green para el interior de la esfera y
circulo

La forma mas rapida de obtener la funcién de Green
en el circulo o esfera r < a es nuevamente utilizando el
método de las imagenes. Consideremos primero el caso
de la esfera. Colocando una carga +1 en r/, con |r/| =
//‘ —

2
/ : a /N a /
r’ < a, y una carga virtual —enr’ = 251, con |r

2
" = % > a, obtenemos

1[1 al]
do-d ' d

donde d, d’ son las distancias der ar’ y r’:

G(r,r') = (47)

d2 =12+ 0"2 — 201 cos by, d> =12+ 1" — 2r1" cos b

con r = |r| y 6y el dngulo entre r y r’. De esta forma,
si r estd en el borde de la esfera, r = a, y los tridngulos
(0,r",r) y (0,r,r") son semejantes (pues tienen un dngulo
en comun y 1’ /a = a/r"; recordar dibujo hecho en clase),
porloqued/d =7"/ay G(r,r')=0. Sir' - 0,d =1y
d' — oo, con r'd’ — a?, obteniéndose

Lioh (48)

G(r,0) = Am'r  a

Analogamente, en el caso del circulo,

d'r’ 1 da
! Ind —In =—— 1 4
Gy = S -w Ty L 20 )
Sir’ —0,
G(r,0) = —% In(r/a) (50)
En ambos casos, G(r,r’) es de la forma f(d) — f(d'r'/a).

Evaluemos ahora la derivada normal en ' = a (en cuyo
caso d =d', y v = 1" = a). Obtenemos

OG(r,1’) o 0d o tod d
o =f (d)[a—

' a Or
= f'(d)

2 _ 2 2,2
2a° —d - 2ar0059:f,(d)a r
a da
donde %L":a = _Tg:|T’:a = (a —rcosby)/d.
En el caso de la esfera, f/(d) = —1/(47d?) y la solucién
al problema Au = 0 para r < a, con u(a,) = f(Q) es,
reemplazando dA = a2dSY,

G a(a® —r?) [ f(Q)dY
5 Or' ()dA = 4 /S d3(a,r,6p)

u(r,Q) = —
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con 6y dado por (15). Volvemos a obtener la solucién
(20) obtenida por separacién de variables.

Para el circulo, f/(d) = —1/(2nd) y la solucién al prob-
lema Au = 0 para r < a, con u(a,d) = f(6) es, reem-
plazando dA = adt’,

[ / G

g or' 2 Jy d?(a,r,0p)
con 6y = 0 — ¢, que coincide con (6). El caso n dimen-
sional se trata en forma similar.

En el caso bidimensional, la funcién de Green para una
region R arbitraria puede hallarse mediante una transfor-
macién conforme w = f(z) que mapee R en el interior
del circulo unidad. M4s atin, si se mapea z’ en el ori-
gen, utilizando (50) vemos que la funcién de Green serd
directamente

U(T, 0) =

1
G(z,2') = 5 In |w|
Por ejemplo, (49) puede obtenerse de (50) mediante la
transformacion conforme

z—2 ,
a5 |2 < a

que mapea 2" a0y el circulo |2| < a en el circulo |w| < 1

(si z = ae, |w| = \z‘ﬁf@;fa| = 1). En efecto,
o] alz — 2| ad
== —

[z — a2/z"*| ~ r'd’

donde d = |z — /|, d' = |z — a?/2"*|, ' = |Z/|.

3.4 Funciéon de Green para el problema de Neumann

Consideremos ahora el problema

—Au = f(r), gu _ g(r)sire S (52)
on

Fisicamente, es la ecuacion que determina la temperatura
estacionaria en una regién R cuando existe un flujo deter-
minado de calor a traves de la superficie S, y fuentes in-
ternas de calor representadas por f(r). Obviamente, para
que exista solucién estacionaria, es necesario que el flujo
total de calor a través de S sea igual (y opuesto) al pro-
porcionado por f en todo el volumen. Mateméaticamente,
esto es consecuencia de la aplicacién de la identidad de

Green,

/ r)dA = /—dA /RAudV:—/Rf(r)dV

(53)
Esto es una condiciéon necesaria para la existencia de
solucién. Por otro lado, es claro que la solucién, si existe,
no es Unica, pues puede sumarse una constante arbitraria:



Si u(r) es solucién = wu(r) + ¢ es también solucién. La
constante ¢ es de hecho una autofunciéon de A para el
problema de Neumann homogéneo, con autovalor 0:

O _gsires  (54)

—Auy(r) = Apug(r), 5

El autovalor mas bajo es A\g = 0 y corresponde a la aut-
ofuncién normalizada uo(r) = 1/vV/V, donde V = [, dV
es el volumen de R. Por ortogonalidad con wug, el resto
de las autofunciones tendra valor medio nulo:

1
—/uk(r)deo, k#0
V. Jr

Consideremos primero el caso g(r) = 0 (o sea, g—z =0

en S), que corresponde a un borde térmicamente ais-
lante. La condicién necesaria de existencia de solucién
estacionaria es que el calor total suministrado en el inte-
rior sea 0:

/ F)dV =0 (55)
R

En tal caso, podemos escribir u(r) = Y, Apcrug(r),
f(r) = >, frur(r), con ug(r) las autofunciones deter-
minadas por (54) y

ck:/Ru(r)uZ(r)dV, fk:/Rf(r)uZ(r)dV

La condicién (55) implica

fo= /R F()u(x)dV = % /R F@)dV =0

Multiplicando la ec. (52) por uj(r) y utilizando (36),
obtenemos

Akck = [
Como A\g = fo =0y A\ #0si k # 0, tenemos
¢k = fr/Me, k>0, coarbitrario

La solucién puede por lo tanto escribirse como

u = / N(r,t')f(x")dV + ¢
R
donde

N(r,r') =" () ()

A
£>0 k

es la funcién de Neumann, y ¢ una constante arbitraria,
igual al valor medio 3 [, u(r)dV.
N esta definida por la ecuaciéon

1  ON(r,r)

—AN(r,r’)z&(r—r’)—V, 5 =0, res
n
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donde hemos sustraido a la fuente puntual su valor medio:

1 , 1

de forma que [i,[0(r —r’) — {]dV = 0. Notemos que

Resolvamos ahora el problema general (52). Utilizando
(36) obtenemos

Neck = fr + gor o = / i (r)g(r)dA
S

donde la condicién (53) implica

fot+g90=0
Por lo tanto,

et gk
cp = ———

, k>0, ¢ arbitrario
Ak

Obtenemos finalmente
u(r,r’) = / N(r,r')f(r")dV + / N(r,r")g(r')dA + ¢
% s

donde ¢ = ¢ [,, u(r)dV es una constante arbitraria.
Como ejemplo directo, en el caso de un rectangulo 0 <
r<a,0<y<b,

2 cos(kpx) cos(kna’) cos(lmy) cos(lny’)
N(r,r')= =) «
’ ab nZ:m e k2 +12,
donde k, = nw/a, l;, = mx/b, con nym = 0,1,2,...,y
Qpm = 2 = 0po — o (0 sea, agy = 0, Qom = oo = 1,
Qpm =2 sin >0, m>0).
Se dejan otros casos como ejercicio.

APENDICE I: FUNCION DE GREEN

Examinaremos aqui la evaluacién de algunos desarro-
llos en autofunciones de la funcién de Green obtenidos
de la expresién general (39). Habfamos visto que en una
dimensién la funcién de Green del operador de Sturm
Liouville L[u] = —(p(z)u’) + ¢(x)u en el inervalo [0, al,
con la condicién de contorno G(0,2') = G(a,z’) =0, es

wy (z)ua(x’) /
BT <
G(x,xl) = { ul(acﬂfuz(x) 2 < w= _p(ulué - u/1u2)

donde L[ui] = Llug] = 0, con u1(0) = uz(a) = 0, en cuyo
caso w es constante. Notemos que G(z,2') = G(2/, ).



Por ejemplo, la funcién de Green para el operador
2
L= fdd? en el intervalo [0,a] es
n_ Jzla—2")/a, 0O<z <z’ <a
G(x’x)_{x’(ax)/a, 0<2'<z<a (56)
Por otro lado, el desarrollo en autofunciones (39) conduce
a

n(nrx/a)sin(nrz’ /a)

2 (oo}
Gz, o) 5; (nm/a)?

de modo que para 0 < z < 2’ < a,

(nwz/a)sin(nwa’ /a)

z(a — ') _ 2a Z sin 67

a w2

2
n
n=1

lo que puede verificarse directamente efectuando el de-
sarrollo en serie de Fourier de (56).

Para el operador L = —-%; + k2 obtenemos

sinh(k:}i) §ir;lz§€k()affb/))
N o sin a ’
G(I,$ ) - sinh(kz’) sinh(k(a—xz)) O<a' <z<a

k sinh(ka) (58)

O<z<a' <a

mientras que el desarrollo (39) conduce a
9 = g
i
de modo que para 0 < z < 2’ < a,
9 = g
2.

lo que puede también verificarse mediante el desarrollo
en serie de Fourier de (58). Para k — 0,

nﬂ'x/a sin(nma’/a)

+ (n7/a)?

sinh(kz) sinh(k(a — )
ksinh(ka)

mmc/a sin(nma’/a)

)

+ (nm/a)?

sinh(kx)sinh(k(a — 2’))  kz(k(a — "))

_ o
k sinh(ka) - k2a =wla—x)/a

recuperdndose el resultado (57).
Para el circulo r < a, recordando el resultado (49)
obtenemos la identidad

-1
G(r,') = 1 dcfal
B nmr/a (k! /@) e (0=0")
e

donde k,,, son los ceros de la funcién de Bessel,

Jn(knm) = 0y, en coordenadas polares, r = (r,0),

v’ = (r,6), con d la distancia de r a v’ y d’ la de r
n_ a*

ar’ = 45r.

r
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Solucién General

La solucién del problema general de Dirichlet

= f(r), r€R, u(r)=g(r), res
Le(u) = —Aru+q(r)u

puede expresarse en términos de la funcién de Green
G(r,1’), definida por

L(G)=6(x—1'), TeR, G(r,r')=0,r€eS (59)
como

r)= [ G(r,0)f(x")dV' — /
)= [ ol g

donde n’ es la direccién normal hacia afuera. Hemos por
su puesto asumido que la solucién de (59) existe. La ex-
presién (60) se puede demostrar utilizando el desarrollo
en autofunciones de L con condiciones de contorno ho-
mogéneas, tal como se realizé en la sec. 3. G vuelve a
estar dado entonces por la expresién (39). Se puede lle-
gar también a (60) directamente de (59), intercambiando
r por r’, multiplicando luego (59) por u(r') e integrando
finalmente sobre R respecto de r’, utilizando el teorema
de Green y la simetria G(r,r’) = G(r',r):

/5r—r

r)dA' (60)

NaV' = /RLF/ [G(r,r")]u(r")dV’

:LP§¢K)+Q ) gl + [ Gl Lufut v

:—/Sggg(r')dA’+/}%G(r,r’)f(r')dV'

donde en la tltima linea se ha utilizado la condicién de
contorno homogénea de G y el valor de u en el borde.

Apéndice II: Autofunciones de A en la esfera

Consideremos la ecuacion

—Au = du
en un region b < r < a, 0 < 0 < 7, <¢)
Mediante separacién de variables u(r ,Q) Ry(r )Ylm(Q),
donde Q = (0, ¢), se obtiene para R;(r) la ecuacién
2 (t+1
R/ + =R +[\— ( 5 )]Rl—o
T T

Mediante la sustitucién R;(r) = 7~'/2R;(r) se obtiene la
ecuacién de Bessel (recordar detalles de clase)

(1+1/2)2

. 1~ -
R+ =R} +[\— R =0

; + Pt +1 2 11
cuya solucién general es

Ri(r) = Aidigja(kr) + BiYip po(kr), k= VA



Por lo tanto,
Ry(r) = r~'?Ry(r) = Ayji(kr) + Byyi(kr)

donde 4; = \/2k/7A;, B, = \/Qk/nBl y

7 Jiy1/2(2)

5 v u@= ™ Yi1/2(0)

2 Jr
son las denominadas funciones de Bessel esféricas. Dado
que J,(x) < x¥ para  — 0, j;(x) permanece finita para

x — 0. Puede verse a partir de la definicién de las fun-
ciones de Bessel que

J(x) =

cos kr
kr

. sin kr
]O(kr) = kr )

Yo(kr) = —
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Estas son pues las dos soluciones LI con simetria esférica
(I = 0). En particular, —yo(kr) & ijo(kr) = e**"/r. En
general, puede demostrarse que

Sy ey =Ly

. ol
(@) =2( z dx T z dx T

En todo R k es real arbitrario. En cambio, en una esfera
de radio a (b = 0) con la condicién de contorno R;(a) =0
tendremos B; = 0 y j;(ka) = 0, por lo que k = kJ'/a,
siendo k}' el n-ésimo 0 de j;(x). Los autovalores son en
tal caso A" = (kI')?/a?, con autofunciones

unlm(r7 Q) = jl(klnr/a)}/lm (Q)
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