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Parte I

Ecuaciones Diferenciales

5





Al estudiar feńomenos f́ısicos, en general, se encuentran leyes que no vinculan entre
śı a las magnitudes que caracterizan el fenómeno, sino que involucran relaciones entre
esas magnitudes y sus derivadas. Ası́, se obtienen ecuaciones que contienen a la fun-
ción inćognita (escalar o vectorial) bajo el signo de derivada. Tales ecuaciones se llaman
ecuaciones diferenciales, y su estudio será el objetivo de las dos primeras partes de estos
apuntes.

Por ejemplo:

Ley de desintegración radiactiva

dN(t)

dt
= −kN(t) . (1)

Segunda ley de Newton para una partı́cula de masa constante (observar que, debido
al caŕacter vectorial de la inćognita,éste es, en realidad, un sistema de tres ecuaciones
acopladas)

m
d2~r

dt2
= ~F (t, ~r,

d~r

dt
) . (2)

Ecuacíon de Laplace para el potencial electrostático en ausencia de cargas

∆ϕ(x, y, z) =
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
+

∂2ϕ

∂z2
= 0 . (3)

Definición I.0.1 Una ecuacíon en la cual la funcíon inćognita aparece bajo el signo de
derivada se llamaecuacíon diferencial (e.d.).

Definición I.0.2 Si, en la e.d., la función inćognita es funcíon de una sola variable, la
e.d. se llamaecuacíon diferencial ordinaria (como ocurre en (1) y (2)). Si, en cambio, la
función inćognita es funcíon de dos o ḿas variables, la e.d. se llamaecuacíon diferencial
en derivadas parciales(como ocurre en (3)).

En general, en F́ısica, el estudio de sistemas con número finito de grados de libertad
conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que el estudio de medios conti-
nuos conduce a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
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Definición I.0.3 Se llamaorden de una e.d. al orden de la derivada de mayor orden de
la función inćognita que figura en la ecuación (por ejemplo, (1) es de orden uno, o de
primer orden, mientras que (2) y (3) son de orden dos, o de segundo orden).

La determinacíon de la funcíon inćognita es el problema fundamental que ataca la
teoŕıa de ecuaciones diferenciales.

Definición I.0.4 Se llamasolución de una e.d. a una función que, sustituida en la e.d., la
satisface.

Por ejemplo,N(t) = Ce−kt, conC constante arbitraria, es solución de 1. En efecto,

dN(t)

dt
= −Cke−kt = −kN(t)

La constante arbitrariaC queda determinada si se conoceN a un dado tiempo. Por
ejemplo, si

N(0) = N0 , (4)

resultaC = N0, y se tieneN(t) = N0e
−kt.

La ecuacíon (1) y la condicíon inicial (4) constituyen unproblema de condiciones
iniciales.

Definición I.0.5 El proceso de determinación de las soluciones de una e.d. se llamare-
solución o integración de la ecuacíon.

Tal proceso puede ser simple, como en el caso anterior pero, en general, se hace ne-
cesario utilizar ḿetodos aproximados, que suelen conducir a una integración nuḿerica.
Otras veces, puede interesarnos conocer sólo ciertas propiedades de las soluciones, como
su comportamiento frente a pequeñas variaciones de las condiciones iniciales (problemas
de estabilidad) o adquirir una idea gráfica de su comportamiento, graficando campos de
derivadas o curvas equipotenciales (ver ejercicios en la guı́a de trabajos prácticos).

La resolucíon de una e.d. de ordenn requieren integraciones, con la consiguiente
aparicíon den constantes de integración. Surge, entonces, la siguiente definición:

Definición I.0.6 Una solucíon en que una o ḿas de esasn constantes toman un valor
particular se llamasolución particular de la e.d.. La solución con lasn constantes inde-
terminadas se llamasolución generalde la e.d..
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

I.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

I.1.1. Generalidades

Una ecuacíon diferencial ordinaria de ordenn puede escribirse en la forma general

F (t, u,
du

dt
, . . . ,

dnu

dtn
) = 0 , (5)

donde la inćognita es la funcíonu(t).

Definición I.1.1 La ecuacíon se llamahomoǵeneade gradop si, al multiplicar u(t) y
todas sus derivadas por un parámetroλ, se tiene:

F (t, λu, λ
du

dt
, . . . , λ

dnu

dtn
) = λpF (t, u,

du

dt
, . . . ,

dnu

dtn
) , (6)

conp arbitrario (es decir, siF es una funcíon homoǵenea de gradop en la inćognita y
todas sus derivadas).

Definición I.1.2 Una ecuacíon diferencial ordinaria eslineal si, en la ecuacíon (5),F es
una funcíon lineal de la funcíon inćognita y sus derivadas (aunque no necesariamente de
la variable independiente).

Un ejemplo es la ecuación (1). El sistema de ecuaciones acopladas (2) será lineal śolo
cuando~F sea una función lineal de~r y d~r

dt
.

Parau escalar, la forma ḿas general de la ecuación diferencial ordinaria lineal es

an(t)
dnu

dtn
+ an−1(t)

dn−1u

dtn−1
+ . . .+ a0(t)u = f(t), an(t) /≡ 0 . (7)

La ec. (7) suele escribirse en la forma

L[u] = f(t), L =
n

∑

m=0

am(t)
dm

dtm
,

dondeL es un operador diferenciallineal: si c1 y c2 son constantes yu1(t),u2(t) funciones
n veces derivables,

L[c1u1(t) + c2u2(t)] = c1L[u1(t)] + c2L[u2(t)] (8)

∀ c1, c2, u1(t), u2(t). Esta propiedaddefinela linealidad.
De acuerdo con nuestra definición I.1.1, (7) resultaŕa homoǵenea siif(t) = 0. Si lo

es, seŕa homoǵenea de grado uno. Sif(t) 6= 0 la ecuacíon lineal seŕa inhomoǵenea.
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de cualquier orden vale el impor-
tant́ısimo resultado siguiente, que demostraremos más adelante (cuando estudiemos sis-
temas de ecuaciones lineales de primer orden)

Principio de superposicíon

Si u1 y u2 son dos soluciones de la ec. homogénea (es decir,L[u1] = L[u2] = 0) ⇒
u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) es tambíen solucíon de la ec. homoǵenea∀ c1, c2, debido a (8)
y es f́acil ver que las soluciones de la homogénea constituyen un espacio vectorial, por
ejemplo, sobre el cuerpo de los reales.

Más exactamente, se tiene:

a) Una e.d. ordinaria lineal homogénea de ordenn tienen soluciones particulares
linealmente independientes.

b) La solucíon general de la homogénea es combinación lineal de esasn soluciones
particulares.

Resumiendo: las soluciones de una ecuación ordinaria lineal y homoǵenea de orden
n constituyen un espacio vectorial de dimensión n. Para la demostración, ver la seccíon
I.2.2.

Como consecuencia del Principio de superposición, resulta el siguiente corolario:

Corolario I.1.3 La solucíon general de la ecuación lineal inhomoǵenea (194) está dada
por la suma de la solución general de la correspondiente ecuación homoǵenea ḿas una
solucíon particular de la inhomoǵenea.

Demostracíon:
Seaup(t) solucíon particular de la inhomogénea. Seǵun el principio de superposición,

la solucíon general de la homogénea esuh(t) =
∑n

i=1 ciuih(t), dondeuih(t), con i =
1, ..., n sonn soluciones particulares de la ecuación homoǵenea.

Consideremosu(t) = up(t) + uh(t). Usando la linealidad del operadorL se tiene:

L[u(t)] = L[up(t) + uh(t)] = L[up(t)] + L[uh(t)]

= L[up(t)] +
n

∑

i=1

ciL[uih(t)] = f(t) + 0 = f(t) . (9)

Por lo tanto,u(t) es solucíon de la ecuación inhomoǵenea. Como tienen constantes
indeterminadas es, en efecto, la solución general de la ecuación inhomoǵenea. �
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

I.1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Algunos
casos de f́acil resolución

Consideremos ahora ecuaciones de la forma

du

dt
= f(t, u) . (10)

Una ec. diferencial ordinaria de primer orden puede siemprereducirse a esta forma tras
resolver la ecuación original respecto a la derivada. Veremos más adelante un importante
teorema, debido a Picard, deexistencia y unicidadde la solucíon para las ecuaciones
del tipo (10). Pero primero repasaremos algunos métodos elementales de resolución para
casos particulares, que permitirán apreciar varias propiedades generales.

Ecuaciones con variables separadas (o separables)

1) Ecuaciones convariables separadas

Si f(t, u) no depende deu, (10) se reduce a

du

dt
= f(t) , (11)

cuya solucíon general es (sif(t) es integrable)

u(t) =

∫

f(t)dt+ c . (12)

La constantec se denominaconstante de integración, y puede determinarse conociendo
el valor deu en un cierto tiempot0 (es decir, el valor inicial): Siu(t0) = u0 ⇒

u(t) =

∫ t

t0

f(t′)dt′ + u0 . (13)

2) Ecuaciones convariables separables

Cuandof(t, u) = h(t)g(u), la ec. (10) se convierte en

du

dt
= h(t)g(u) . (14)

Esta ec. puede reescribirse, parag(u) 6= 0, como

du

g(u)
= h(t)dt , (15)

cuya solucíon general es
∫

du

g(u)
=

∫

h(t)dt+ c . (16)
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Esta ecuación, del tipoφ(t, u) = c, determinaimpĺıcitamentela solucíonu(t). La solucíon
particular parau(t0) = u0, cong(u0) 6= 0, est́a dada por

∫ u

u0

du′

g(u′)
=

∫ t

t0

h(t′)dt′ . (17)

Parag(u) = 1 se obtiene, por supuesto, la ec. (13). Si, además, existen ráıcesur t.q.
g(ur) = 0, a la solucíon (16) se deben agregar también las soluciones constantes

u(t) = ur, con g(ur) = 0 ,

que no necesariamente se obtienen de (16) o (17), pero que sonobviamente solución de
(14).

Ejemplo 1: Ecuacíon de Clausius-Clapeyron para la presión de vaporización en fun-
ción de la temperatura

Consideremos la ecuación

dP (T )

dT
=

lP

RT 2
,

paraP > 0 y T > 0, dondel es el calor latente yR la constante de Rayleigh. La
ecuacíon puede reescribirse

dP

P
=

l dT

RT 2
.

Se integra f́acilmente, con el resultado

log |P | = logP =
−l

RT
+ logC ,

conC > 0; de aqúı resulta

P (T ) = C e
−l
RT .

Si no determinamosC tendremos una familia de soluciones.C queda determinada si
se conoceP a una dada temperatura (por ejemplo, si se conoce la presión de vaporización

a temperatura ambienteP (T0) = P0), resultaC = P0e
l

RT0 y, por lo tanto,

P (T ) = P0 e
−l
RT

( 1

T
− 1

T0
)
.

Observar: el caso en quef(t, u) no depende det corresponde ah(t) = 1 en (14).
El segundo miembro de (17) se reduce, entonces, at − t0, y la solucíon u(t) dependeŕa,
pues, śolo de la diferenciat − t0. Eso refleja la invarianza, en este caso, de la ecuación
(14) frente a traslaciones temporales. El que sigue es un ejemplo de este caso.

Ejemplo 2: Consideremos la ec. (1)
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

dN(t)

dt
= −kN(t)

En este caso, siN(t) 6= 0
dN

N
= −kdt ,

lo que conduce a
∫

dN

N
= ln |N | = −

∫

kdt+ c = −kt+ c

o sea,
N(t) = c′e−kt ,

dondec′ = ±ec se determina de la condición inicial. SiN(t0) = N0 ⇒ c′ = N0e
λt0 y

N(t) = N0e
−k(t−t0) .

Obtenemos ası́ la conocida f́ormula para el decaimiento radiactivo, sik > 0, y para el cre-
cimiento exponencial de una población, sik < 0. Si bien la deducción anterior es v́alida
paraN(t) 6= 0 (o sea,N0 6= 0), paraN0 = 0 se recupera la solución constante de (1),
N(t) = 0 ∀ t, que corresponde ac′ = 0 (c → −∞).

Ejemplo 3:
dN

dt
= −λN2 .

Procediendo en la forma anterior obtenemos
− 1

N
= −λt+ c, o sea, parat 6= tc =

c
λ

N(t) =
1

λt− c
. (18)

Si N(t0) = N0 ⇒ c = λt0 −N−1
0 y

N(t) =
N0

1 +N0λt′
, t′ = t− t0 . (19)

Existe, adeḿas, la solucíon trivialN(t) = 0 ∀ t, la cual no es en principio un caso particu-
lar de (18), aunque puede obtenerse de (19) paraN0 = 0 (c → ±∞). ParaN0 > 0 y λ > 0,
obtenemos un decrecimiento mucho más lento(N(t) = O(λt′)−1 parat′ ≫ (N0λ)

−1) que
en el ej. 1 pues, a medida queN disminuye,dN/dt disminuye ḿas ŕapidamente que en el
otro caso.

Es muy interesante considerar ahoraλ < 0. En lugar de un crecimiento exponencial,
obtenemos un crecimiento “explosivo”, quedivergeparat′ → tc = (|λ|N0)

−1, lo que
refleja el hecho de que al crecerN , dN

dt
aumenta, en este caso, muy rápidamente. Ma-

temáticamente, este ejemplo muestra que aún cuandof(t, u) sea una función continua y
derivable, por ejemplo tan simple comou2, no necesariamente existe una solución conti-
nua de (10) para todot > t0. Veremos luego esto con mayor detalle. Obsérvese también
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

que, frente a pequeños cambios en la condición inicialN0, la solucíonN(t) variaŕa fuer-
temente parat próximo atc.

2’) Ecuaciones que se reducen a variables separables.

En algunos casos es posible reducir la ecuación diferencial a una ecuación del tipo
(14) mediante un cambio de variables sencillo. Por ejemplo,si

du

dt
= f(au+ bt) , (20)

reemplazandoz = au+ bt, obtenemos

dz

dt
= a

du

dt
+ b = af(z) + b ,

que es de la forma (14). Por lo tanto, siaf(z) + b 6= 0,

∫

dz

af(z) + b
= t+ c ,

que determinaz(t) y u(t) = (z(t)− bt)/a. Si ∃ z0 t.q.af(z0) + b = 0, debemos agregar
las solucionesz = z0, o seau(t) = (z0 − bt)/a.

Análogamente, si

du

dt
= f(u/t) , (21)

reemplazandoz = u/t obtenemos

dz

dt
=

1

t

du

dt
− u

t2
= (f(z)− z)

1

t
,

que es nuevamente de la forma (14). Por lo tanto,

∫

dz

f(z)− z
=

∫

dt

t
= ln |t|+ c , (22)

que determinaz(t) y u(t) = tz(t). Si∃ z0 t.q.f(z0) = z0, se deben agregar las soluciones
z = z0, o sea,u(t) = z0t. La ec. (21) se denomina, a veces, ec. diferencial homogénea
de primer orden (atención: eso puede conducir a confusiones con la definición general
I.1.1), y su solucíon (22) es de la formaF (u/t) = c′t, conF (z) = e

∫
dz/(f(z)−z). Si u(t)

es solucíon,w(t) = u(λt)/λ es tambíen solucíon siλ 6= 0.
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ecuaciones que son o pueden transformarse en diferenciales totales. Factor integran-
te

3) Diferenciales totales

Dada

du

dt
= −f(t, u)

g(t, u)
, (23)

cong(t, u) 6= 0, podemos reescribir esta ecuación como

g(t, u)du+ f(t, u)dt = 0 . (24)

Si se cumple que

∂g(t, u)

∂t
=

∂f(t, u)

∂u
, (25)

⇒ ∃ φ(t, u) t.q.

∂φ

∂u
= g(t, u),

∂φ

∂t
= f(t, u) (26)

y podemos reescribir (24) como la diferencial total

dφ = g(t, u)du+ f(t, u)dt = 0 .

Las solucionesu(t) de (23) quedan entonces determinadas implı́citamente por la ecuación

φ(t, u) = c , (27)

conc constante. Siu(t0) = u0 ⇒ c = φ(t0, u0) y la solucíon particular queda determinada
por

φ(t, u) = φ(t0, u0) . (28)

La condicíon (25) es necesaria y suficiente para que el primer miembro de(24) sea la
diferencial total de una funciónφ. Esta puede obtenerse como la integral de lı́nea

φ(t, u) =

∫ (t,u)

(t0,u0)

[g(t′, u′)du′ + f(t′, u′)dt′] + φ0 (29)

a lo largo de cualquier curva que vaya desde(t0, u0) a(t, u) (dentro de una región simple-
mente conexa dondef y g est́en definidas), conφ0 = φ(t0, u0) una constante arbitraria.
Por ejemplo, eligiendo dos segmentos paralelos a los ejes coordenados,

φ(t, u) =

∫ u

u0

g(t0, u
′)du′ +

∫ t

t0

f(t′, u)dt′ + φ0 . (30)
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Equivalentemente, puede integrarse∂φ
∂u

= g(t, u) = para obtener

φ(t, u) =

∫

g(t, u)du+ c(t)

y determinarc′(t) a partir de∂φ
∂t

= ∂
∂t

∫

g(t, u) du+ c′(t) = f(t).
Una vez determinadac′(t) puede obtenersec(t) por integracíon, a menos de una cons-

tante, que quedará determinada por la condición inicial.
Notemos que la solución (16) para variables separables corresponde aφ(t, u) =

∫

du
g(u)

−
∫

f(t)dt.

Ejemplo:

du

dt
= −2t+ u

2u+ t
(31)

En este casog(t, u) = 2u + t, f(t, u) = 2t + u, con ∂f
∂u

= ∂g
∂t

= 1. Podemos, entonces,
escribir (31) como

dφ = (2u+ t)du+ (2t+ u)dt = 0 ,

con

φ(t, u) =

∫ u

u0

(2u′ + t0)du
′ +

∫ t

t0

(2t′ + u)dt′ + φ0

= u2 + ut+ t2 − (u2
0 + u0t0 + t20) + φ0 .

Las solucíonu(t) queda entonces determinada por

u2 + ut+ t2 = c , (32)

o sea,u(t) = −1
2
(t ±

√
4c− 3t2), conc = u2

0 + u0t0 + t20 y el signo determinado por
u(t0) = u0. La solucíon śolo est́a definida parat ∈ [−tc, tc], contc = 2

√

c/3, anuĺandose
el denominador de (31) parat = ±tc (u(±tc) = ∓tc/2). La gŕafica deu(t) es la parte
superior o inferior de una elipse con centro en el origen, rotada 45o.

Notemos que la ec. (31) es de la forma (21), conf(z) = −(2 + z)/(2z + 1). Puede
comprobar el lector que (22) conduce a la solución (32).

3’) Factor integrante.

Si la ecuacíon (25) no se verifica, es aún posible convertir la ecuación (24) en una
diferencial exacta multiplicando a la misma por una funciónµ(t, u), llamada factor inte-
grante:

dφ = µ(t, u)g(t, u)du+ µ(t, u)f(t, u)dt = 0 , (33)
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

con

∂(µg)

∂t
=

∂(µf)

∂u
. (34)

Desarrollando la ecuación anterior se obtiene

∂g

∂t
− ∂f

∂u
= µ−1[f

∂µ

∂u
− g

∂µ

∂t
]

= f
∂ ln |µ|
∂u

− g
∂ ln |µ|
∂t

, (35)

la cual es una ec. en derivadas parciales paraµ(t, u), que puede ser tan difı́cil de resolver
como la ecuación original ( puede demostrarse que si las derivadas def y g son continuas
y, por lo menos,f (ó g) es no nula, la ecuación anterior posee siempre una solución no
nula). Sin embargo, en algunos casos, su resolución es sencilla. Por ejemplo, siµ(t, u) es
función det solamente, obtenemos

∂ ln |µ|
∂t

= [
∂f

∂u
− ∂g

∂t
]/g ,

lo cual es factible śolo si el segundo miembro es función det únicamente. En tal caso,

µ(t) = c exp

[

∫ ∂f
∂u

− ∂g
∂t

g
dt

]

. (36)

Podemos fijarc = 1, ya que la constante que multiplica aµ es irrelevante. En forma
similar pueden considerarse factores integrantes que seanfunciones deu, o en general,
de alguna funcíon deu y t. Una vez obtenidoµ se procede como en elı́tem anterior para
hallarφ(t, u).

Ejemplo:

du

dt
= −u2 + u(t+ 1) + t(t+ 2)

2u+ t
.

En este caso,∂f
∂u

= 2u+ t+ 1 6= ∂g
∂t

= 1. No obstante,[∂f
∂u

− ∂g
∂t
]/g = 1 y, por lo tanto,

µ(t) = e
∫
dt = et ,

verificándose∂(e
tf)

∂u
= ∂(etg)

∂t
= et(2u+ t+ 1). Obtenemos, para este caso,

dφ = et[(2u+ t)du+ (u2 + u(t+ 1) + t(t+ 2))dt] = 0 ,

conφ(t, u) = et(u2 + ut+ t2). La solucíon est́a, entonces, determinada por

(u2 + ut+ t2)et = c ,

o sea,u = −1
2
(t ±

√
4ce−t − 3t2), conc = φ(u0, t0) > 0. La ec.φ(t, u) = c origina una

curva abierta sic > cc ≈ 0,41 y una curva cerrada ḿas una abierta sic < cc, estando las
abscisas extremas de las mismas determinadas por la condición3t2 ≤ 4ce−t.
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ecuaciones que son o pueden reducirse a ecuaciones lineales

4) Ecuacíon general lineal de primer orden. Método de variación de la constante

Corresponde al caso en quef(t, u) en (10) es una función lineal deu:

du

dt
= a(t) + b(t)u . (37)

Podemos escribir (37) en la forma

L[u] = a(t), L =
d

dt
− b(t) , (38)

dondeL es un operadorlineal.
Consideremos primeroa(t) = 0. En tal caso, la ec. (37) eshomoǵeneay de variables

separables:
du

u
= b(t)dt′ ,

de dondeln |u(t)| =
∫

b(t)dt+ c′, y

u(t) = ce
∫
b(t)dt . (39)

Si u(t0) = u0 ⇒

u(t) = u0e
∫ t

t0
b(t′)dt′ (40)

Si a(t) 6= 0, podemos intentar una solución del tipo (39), pero conc una funcíon det a
determinar:

u = uh(t)c(t), uh(t) = e
∫
b(t)dt . (41)

Este procedimiento se denominavariación de paŕametros, o de constantes. Se obtiene,
notando queL[uh(t)] = 0,

L[u] = L[uh(t)]c(t) + uh(t)
dc

dt
= uh(t)

dc

dt
= a(t) .

Por lo tanto,

c(t) =

∫

a(t)

uh(t)
dt+ c′

y, reemplazando en (41),

u(t) = uh(t)[c
′ +

∫

a(t)

uh(t)
dt]

= e
∫
b(t)dt[c′ +

∫

e−
∫
b(t)dta(t)dt] . (42)
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I.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

La solucíon general es, pues, una solución de la ecuació homoǵenea (uh(t)c
′), más una

solucíon particular de la inhomogénea. La solución particular parau(t0) = u0 es

u(t) = e
∫ t

t0
b(t′)dt′

[u0 +

∫ t

t0

e
−

∫ t′

t0
b(t′′)dt′′

a(t′)dt′]

= K(t, t0)u0 +

∫ t

t0

K(t, t′)a(t′)dt′ , (43)

dondeK(t2, t1) = e
∫ t2
t1

b(t)dt= uh(t2)/uh(t1). Obśervese, en este punto, queK(t, t) = 1.
La ec. (42) puede también obtenerse por el ḿetodo del factor integrante. En este caso

f = −[a(t) + b(t)u], g = 1 y (∂f
∂u

− ∂g
∂t
)/g = −b(t) es funcíon det, por lo queµ puede

obtenerse de (36):µ(t) = ce−
∫
b(t)dt. Finalmente,

φ(t, u) = µ(t)u−
∫

µ(t)a(t)dt .

La ec.φ(t, u) = c conduce a (42).

Ejemplo: La velocidad de una partı́cula de masam en un medio viscoso, sometida a
una fuerzaF (t), satisface la ecuación

dv

dt
= −λv + f(t) ,

conλ = c/m > 0, f(t) = F (t)/m. La solucíon general es

v(t) = e−λt[c′ +

∫

eλtf(t)dt]

y la solucíon parav(t0) = v0 puede escribirse como

v(t) = v0e
−λ(t−t0) +

∫ t

t0

e−λ(t−t′)f(t′)dt′ ,

que corresponde aK(t2, t1) = e−λ(t2−t1). Si

f(t) =

{

0 t < 0 o t > tc
f0 0 ≤ t ≤ tc

se obtiene, parat0 = 0, v0 = 0,

v(t) =







0 t < 0
(f0/λ)(1− e−λt) 0 ≤ t ≤ tc
(f0/λ)(1− e−λtc)e−λ(t−tc) t > tc

.

La solucíon parat > tc es equivalente a la solución de la ec. homoǵenea parat0 = tc y
v(tc) = (f0/λ)(1− e−λtc). Si f0 → ∞ y tc → 0, conf0tc → A (finito) ⇒ v(tc) → A.
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Notemos tambíen que sif(t) = f0 ∀t > 0 (tc → ∞), v(t) = (f0/λ)(1 − e−λt) ∀t > 0,
conv(t) → f0/λ (velocidad ĺımite) parat → ∞.

La corrienteI de un circuito eĺectrico con autoinducción L, resistenciaR y tensíon
V (t) est́a descripta por una ec. similar:

L
dI

dt
+ IR = V (t) .

La solucíon paraI(0) = I0 y L, T constantes, es

I(t) = I0e
−Rt/L +

∫ t

0

e−R(t−t′)/LV (t′)dt′ .

4’) Ecuaciones reducibles a lineales.

Algunas ecuaciones pueden ser reducidas a ecuaciones lineales mediante un sencillo
cambio de variables. Un conocido ejemplo es la ecuación de Bernoulli,

du

dt
= a(t)un + b(t)u, n 6= 1 .

Sustituyendoz = u1−n, obtenemos

n
dz

dt
= (1− n)u−ndu

dt
= (1− n)u−n[a(t)un + b(t)u]

= (1− n)[a(t) + b(t)z] ,

que es una ec. lineal enz.
En general, siu = g(z), con g invertible, y z satisface la ecuación linealdz/dt =

a(t) + b(t)z, obtenemos parau la ecuacíon no lineal

du

dt
= g′(z)

dz

dt
= g′(g−1(u))[a(t) + b(t)g−1(u)] ,

que posee la soluciónu(t) = g(z(t)), conz(t) la solucíon de la ecuación lineal. Por ej., si
u = z1/(1−n), du

dt
= 1

1−n
[a(t)un + b(t)u], que es la ecuación de Bernoulli. Ańalogamente,

si u = ez,
du

dt
= a(t)u+ b(t)u ln u ,

cuya solucíon esez(t) mientras que, siu = ln z,

du

dt
= a(t)e−u + b(t) ,

cuya solucíon esln z(t).
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I.2. Problemas de condiciones iniciales

I.2.1. Teorema de existencia y unicidad de Picard para problemas de
valores iniciales

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de1er orden

du

dt
= f(t, u) , (44)

con la condicíon inicial u(t0) = u0. Salvo casos especiales, como los vistos en la clase
anterior, no es posible en general resolver esta ecuación en forma analı́tica. Es necesario,
entonces, recurrir a ḿetodosaproximados, que permiten resolver (44) en forma numérica.
Para ello, se necesita primero estar seguro de que efectivamenteexisteuna solucíon de
(44) para una determinadaf y condicíon inicial. El siguiente teorema demuestra que
dicha solucíon existe y eśunica para una clase muy amplia de funciones. A la vez, el
teorema proporciona unmétodo de resolución aproximadode (44) (ḿetodo de Picard),
que resultáutil tanto formal como nuḿericamente.

Teorema I.2.1 Sif(t, u) es continua en un rectánguloR dado por|t−t0| ≤ a, |u−u0| ≤
b, y satisface enR la condicíon de Lipschitz

|f(t, u2)− f(t, u1)| ≤ N |u2 − u1| (45)

conN constante, entonces en el intervalo

|t− t0| ≤ r, r = Min[a, b/M ] (46)

conM el valor ḿaximo de|f | enR, existe unáunica solucíonu(t) de (44) que satisface
u(t0) = u0.

La condicíon |t − t0| ≤ r asegura que la solución no se salga deR. En efecto (ver
figura 2), dado que|f | ≤ M enR, si |t − t0| ≤ r, integrando (44) y tomando valor
absoluto, se obtiene

|u(t)− u0| = |
∫ t

t0

f(t′, u(t′))dt′| ≤ |
∫ t

t0

|f(t′, u(t′))|dt′| ≤ M |t− t0| ≤ Mr = b

Observar que, para que se cumpla la condicin de Lipschitz (45), es suficiente que
fu = ∂f

∂u
exista y est́e acotada enR dado que, por el teorema del valor medio, si|fu| ≤ N

enR,
|f(t, u2)− f(t, u1)| = |fu(t, ξ)(u2 − u1)| ≤ N |u2 − u1|

conξ ∈ [u1, u2].

t

u

t0 t0+at0-a

u0-b

u0+b

u0

Figura 1: El rect́anguloR
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t

u

Α Π-Αtg Α=M

t0 t0+at0-a

u0-b

u0+b

u 0

t0+rt0-r

Figura 2: Definicíon der

Demostracíon:

Demostraremos primero laexistenciade la solucíon. La ec. (44) es equivalente a la
ec. integral

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(t′, u(t′))dt′ (47)

Podemos plantear ahora una secuencia de aproximaciones sucesivasu0, u1(t), . . . , un(t)
definidas por

un(t) = u0 +

∫ t

t0

f(t′, un−1(t
′))dt′, n ≥ 1 (48)

conu0(t) = u0 (método de Picard). La restricción (46) asegura queun(t) no sale deR
para ninǵun n (o sea,|un(t) − u0| ≤ b si |t − t0| ≤ r). En efecto, paran = 0 esto
se cumple trivialmente. Asumiendo que se cumple paraun−1(t), obtenemos, dado que
|f | ≤ M enR,

|un(t)−u0| ≤
∫ t

t0

|f(t′, un−1(t
′))|dt′ ≤ M |t−t0| ≤ b (49)

para |t− t0| ≤ r.
Probaremos ahora que la sucesión (48) converge. Sin ≥ 1 y |t− t0| ≤ r,

|un+1(t)−un(t)| = |
∫ t

t0

[f(t′, un(t
′))−f(t′, un−1(t

′))]dt′|

≤ |
∫ t

t0

|f(t′, un(t
′))− f(t′, un−1(t

′))|dt′|

≤ N |
∫ t

t0

|un(t
′)−un−1(t

′)|dt′| (50)

Paran = 1, (126) implica que

|u1(t)− u0| ≤ M |t− t0|

22



I.2 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

Por lo tanto, (50) conduce a

|u2(t)− u1(t)| ≤ NM |
∫ t

t0

|t′ − t0|dt| = MN
|t− t0|2

2

y paran general, a

|un(t)−un−1(t)| ≤
MNn−1|t−t0|n

n!
(51)

(asumiendo (51) como válido, |un+1(t)−un(t)| ≤ MNn|
∫ t

t0

|t′−t0|n
n!

dt′| = MNn |t−t0|n+1

(n+1)!
).

Por lo tanto, ĺım
n→∞

|un+1(t)−un(t)| = 0. Adeḿas, como

un(t) = u0 + (u1(t)−u0) + . . .+ (un(t)−un−1(t))

el lı́mite

u(t) ≡ ĺım
n→∞

un(t) = u0 +
∞
∑

n=1

(un(t)−un−1(t)) (52)

existe, pues la serie de diferencias es una serie absolutamente convergente:

∞
∑

n=1

|un(t)−un−1(t)| ≤ M
∞
∑

n=1

Nn−1|t−t0|n
n!

= M
eN |t−t0|−1

N

La convergencia es también uniforme por el criterio de Weierstrass (si |fn(t)| ≤ Mn

∀ t ∈ I = [t1, t2] y
∑∞

n=1Mn converge⇒ ∑∞
n=1 fn(t) converge uniformemente sobreI a una

función f(t); recordemos que la convergencia es uniforme si∀ ε > 0, ∃ n0 t.q. si n > n0,
|f(t)− fn(t)| < ε ∀ t ∈ I).

Por lo tanto, el ĺımite de la integral en (48) es la integral del lı́mite, de modo que
u(t) es solucíon de (44). Notemos queu(t) es un punto fijo del operadorA[u(t)] = u0 +
∫ t

t0
f(t′, u(t′))dt′, (es deciru(t) = A[u(t)]), el cual transforma funcionesu(t) contenidas

enR en funcionesA[u(t)] tambíen contenidas enR si |t− t0| ≤ r.

Demostremos ahora launicidad. Siv(t) es otra solucíon de (44) que satisfacev(t0) =
u0, entonces, para|t− t0| ≤ r,

|u(t)− v(t)| ≤
∫ t

t0

|f(t′, u(t′))− f(t′, v(t′))|dt′

≤ N

∫ t

t0

|u(t′)− v(t′)|dt′ ≤ KN |t− t0|

dondeK es el ḿaximo de|u(t)− v(t)| para |t− t0| ≤ r. Esto implica|u(t)− v(t)| = 0
para |t− t0| ≤ r. En efecto, aplicando la cota anterior para|u(t′)− v(t′)|, obtenemos

|u(t)− v(t)| ≤ KN2

∫ t

t0

|t′ − t0|dt′ = KN2 |t− t0|2
2
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y repitiendo el procedimiento anteriorn veces,

|u(t)− v(t)| ≤ K
(N |t− t0|)n

n!
(53)

que tiende a0 paran → ∞.

�

Ejemplo 1: Consideremos nuevamente la ecuación lineal

du

dt
= −λu

Aplicando el ḿetodo de Picard parat0 = 0, conu(t0) = u0, obtenemos

u1 = u0 − λ

∫ t

0

u0dt
′ = u0[1− λt]

u2 = u0 − λ

∫ t

0

u1(t
′)dt′ = u0[1− λt+ λ2t2/2]

y en general,un = u0

∑n
m=0

(−λt)m

m!
, de modo que

u(t) = ĺım
n→∞

un(t) =
∞
∑

n=0

(−λt)n

n!
= u0e

−λt

La serie anterior converge∀ t, pero la condicíon (46) proporciona una estimación muy
conservadora del intervalo de convergencia: Parau0 > 0, M = |λ|(b+ u0) y

r = Min[a,
b

|λ|(u0 + b)
] ≤ 1

|λ|

si a > |λ|−1, ya queb/(u0 + b) < 1 ∀ b > 0. En general, el intervalo (46) es demasiado
restrictivo y el desarrollo de Picard converge en un intervalo mayor.

Ejemplo 2: Consideremos ahora

du

dt
= −λu2

cont0 = 0. Obtenemos

nu1 = u0 − λ

∫ t

0

u2
0dt

′ = u0(1− λu0t)

u2 = u0 − λ

∫ t

0

u2
1(t

′)dt′ = u0[1−λu0t+(λu0t)
2− (λu0t)

3

3
]

u3 = u0[
3

∑

n=0

(−λu0t)
n +R4(λu0t)]
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dondeR4(x) =
1
3
x4(2− x+ 1

3
x2 − 1

63
x3). En general,

un(t) = u0[
n

∑

m=0

(−λu0t)
n +Rn+1(λu0t)]

conRn+1(x) = O(xn+1). Paran → ∞, la solucíon converge, para|λu0t| < 1, a

u(t) =
u0

1 + λu0t
(54)

que coincide con la solución (19). Siλ > 0 (conu0 > 0) la solucíon final (54) es v́alida
∀ t > 0, aunque el desarrollo de Picard converge sólo para|t| < |λu0|−1. En cambio, si
λ < 0 la solucíon existe śolo parat < |λu0|−1, que coincide con el radio de convergencia
del desarrollo. Notemos que la condición (46) da en este caso

r = Min[a,
b

|λ|(u0 + b)2
] ≤ 1

4|λ|u0

dado queb/(u0 + b)2 < 1
4u0

, que es nuevamente menor que el radio de convergencia de la
serie.

Otras propiedades

Resulta obvio a partir de (44) que sif(t, u) posee derivadas parciales continuas hasta
ordenk en un entorno de(t0, u0), la solucíonu(t) posee derivadas continuas hasta orden
k + 1 en un entorno det0.

Puede probarse también que sif depende en forma continua de un parámetroλ (o
sea, du

dt
= f(t, u, λ)) y satisface las condiciones del teorema de unicidad, conN en

(45) independiente deλ ⇒ la solucíon u(t, λ) depende en formacontinuade λ para
|t − t0| ≤ r (lo mismo rige para un conjunto de parámetros). En particular, esto impli-
ca queu(t) dependeŕa en formacontinuade la condicíon inicial u(t0) = u0. En efecto,
escribiendov = u − u0, s = t − t0, tenemosdv

ds
= f(s + t0, v + u0) = g(s, v), con

v(0) = 0, donde los valores iniciales quedan representados por parámetros de la función
g. De todos modos, esto no impide que dos soluciones con condiciones iniciales cerca-
nas se alejen mucho para valores grandes de|t − t0|. Por ejemplo, los sistemas caóticos
son extremadamente sensibles a las condiciones inicales. En los mismos, si dos solucio-
nesu1(t), u2(t) difieren inicialmente en una pequeña cantidadδu0, para tiempos grandes
|u1(t)− u2(t)| ≈ |δu0|eΛt, dondeΛ > 0 es el llamadoexponente de Lyapunov.

Extensíon de la solucíon: Si bien el teorema demuestra la existencia de solución para
|t−t0| ≤ r, la misma puede en principio extenderse fuera de este intervalo tomando como
nuevos puntos iniciales at0 ± r. No obstante, como hemos visto no siempre es posible
continuar la solucíon indefinidamente. Esto puede deberse a que la solución se acerca a un
punto donde las condiciones del teorema no se cumplen, o también porque la solución se
aproxima una ası́ntota vertical (ĺımt→tc u(t) = ±∞), como ocurre en (54) paraλu0 < 0
(tc = |λu0|−1). Un ejemplo del primer caso es la solución (108) de la ec. (31), limitada al
intervalo|t| < tc =

√

4c/3. Si t = tc, u(t) = −1
2
t, anuĺandose el denominador de (31).
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Puntos singulares.Los puntos(t0, u0) en los que o bien no existe solución de (44)
o la solucíon no eśunica, se denominanpuntos singulares. Obviamente, en estos puntos
no se satisfacen las condiciones del teorema de unicidad, aunque no todo punto en el que
las mismas no se cumplan es singular. Los condiciones del teorema son suficientes pero
no necesarias. Por ejemplo, puede demostrarse que sif es continua en un entorno de
(t0, u0), existe siempre una solución de (44), pero está puede no seŕunica si no se cumple
la condicíon de Lipschitz. La curva formada por los puntos singulares se denominacurva
singular. Una solucíon formada enteramente por puntos singulares se denominasolucíon
singular.

Ejemplo 1:

du

dt
= q

u

t
, q > 0 (55)

En este casof(t, u) no es continua ent = 0. Una solucíon esu(t) ≡ 0. Si u(t) 6= 0,
integrando por separación de variables obtenemos

ln |u| = q ln |t|+ c′

o sea, sit > 0,

u(t) = ctq (56)

Considerandot0 = 0, vemos que si la condición inicial esu0 = 0, (56) es solucíon de
(55) parapara cualquier valor dec (incluyendoc = 0). No existe pues solución única,
obteníendose una familia de soluciones. Por el contrario, sit0 = 0 y u0 6= 0, no existe
ninguna solucíon. Este tipo de punto singular se denomina nudo.

Si consideramos ahoraq < 0 en (55),u(t) no permanece finito parat → 0, excepto
parac = 0. Si t0 = 0, parau0 = 0 obtenemos en este caso unaúnica solucíonu(t) = 0,
mientras que siu0 6= 0 no existe solucíon.

Ejemplo 2:

du

dt
= λ

√
u, λ 6= 0 (57)

Parau → 0+, si bien
√
u es continua, no se cumple la condición de Lipschitz pues

fu = λ
2
√
u

→ ∞. Los puntos(t, u) = (t, 0) pueden ser pues puntos singulares. Por
separacíon de variables, parau > 0 obtenemos la solución

u(t) =
1

4
(λt+ c)2, λt+ c > 0 (58)

No obstante, tenemos también la solucíon trivial

u(t) = 0 (59)

que no se obtiene de (58).
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Si t0 = 0 y u0 > 0, obtenemos comóunica solucíon

u(t) =
1

4
(2
√
u0 + λt)2, (60)

donde el paŕentesis debe ser positivo. La solución (60) est́a definida∀ t > 0 siλ > 0, pero
sólo parat ≤ tc = 2

√
u0/|λ| si λ < 0. En este caso,u(t) → 0 parat → tc, y no puede

extenderse parat > tc. Si λ < 0, la solucíon disminuye pues ḿas rapidamente que en el
caso lineal (du

dt
= λu, conu(t) = u0e

−|λ|t si λ < 0) “apaǵandose” en un tiempofinito.
Consideremos ahorau0 = 0. La ec. (60) se reduce a

u(t) =
1

4
λ2t2 (61)

Si λ > 0, (61) es solucíon de (57) y satisfaceu(0) = 0, al igual que (59). Por lo tanto,
la solucíon no esúnica. Lo mismo ocurre obviamente para cualquier valor det0. Los
puntos(0, t) son pues singulares y la solución trivial (59) es una soluciónsingular. Por el
contrario, siλ < 0 (61) no es solución de (57), obteniéndose comóunica solucíon, para
u0 = 0 y t > 0, la solucíon trivial (59).

Soluciones aproximadas. Si bien no vamos a tratar el tema de aproximaciones numéri-
cas, cabe destacar que existen también otras sucesionesun(t) que convergen uniforme-
mente a la solución u(t), y que pueden por tanto utilizarse para aproximar la solución.
El más elemental y conocido es el método de la “quebrada de Euler”, que consiste en
subdividir el intervalo[t0, t0 + r] enn subintervalos de longitudh = r/n, y aproximar la
solucíonu(t) por segmentos entre los puntos(t0, u0), (t1, u1), . . ., (tn, un) definidos por

ti = ti−1 + h, ui = ui−1 + hf(ti−1, ui−1), i = 1, . . . , n

que se obtienen de suponerf(t, u(t)) = f(ti−1, ui−1) (constante) en el intervalo[ti−1, ti].
Cada segmento es pues tangente a la solución exacta en(ti−1, ui−1). Tal aproximacíon
puede mostrarse que converge, parah → 0 (o sea,n → ∞) a la solucíon exactau(t) si
se cumplen las condiciones del teorema de existencia. Refinamientos del ḿetodo anterior
conducen a aproximaru(t) por una sucesión de polinomios de gradom entre puntos
(ti, ui), tales que posean un contacto de ordenm con la solucíon exacta en dichos puntos
(métodos de Störmer, Runge, etc.). Estos métodos est́an en la actualidad directamente
incorporados en diversos programas de cálculo nuḿerico o anaĺıtico, siendo muy sencilla
y rápida su utilizacíon.

I.2.2. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

1) Generalizacíon del teorema de Picard a sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones acopladas

dui

dt
= fi(t, u1, . . . , un), i = 1, . . . , n (62)
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El teorema de existencia y unicidad se generaliza en forma inmediata a este tipo de siste-
mas. Podemos reescribir (62) en forma concisa como

d~u

dt
= ~f(t, ~u) (63)

con

~u(t) =













u1(t)
.
.
.

un(t)













~f(t, ~u) =













f1(t, ~u)
.
.
.

fn(t, ~u)













,

y vale el siguiente teorema:

Teorema I.2.2 Dado el sistema de ecuaciones lineales de primer orden

d~u

dt
= ~f(t, ~u) (64)

con condicíon inicial~u(t0) = ~u0, si existe una regiónR definida por|t−t0| ≤ a, |~u−~u0| ≤
b, donde se cumplen las condiciones
a) fi(t, ~u) continua enR
b) |~f(t, ~u2)− ~f(t, ~u1)| ≤ N | ~u2 − ~u1|,
entonces existe unáunica solucíon ~u(t) de (67) que satisface~u(t0) = ~u0, dentro del
intervalo

|t− t0| ≤ r = Min[a, b/M ]

dondeM es el ḿaximo de|~f | enR.
Para que se cumpla la condición de Lipschitz es suficiente que las derivadas parciales

fij =
∂fi
∂uj

sean acotadas enR, pues en tal caso, por el teorema del valor medio,

|~f(t, ~u2)− ~f(t, ~u1)|2 =
∑

i

|fi(t, ~u2)− fi(t, ~u1)|2

=
∑

i

|
∑

j

fij(t, ~ξi)(u2j − u1j)|2

≤
∑

i

(
∑

j

Nij|u2j − u1j|)2 ≤ N2| ~u2 − ~u1|2 (65)

La demostracíon del teorema es exactamente igual al caso de una dimensión. Śolo se
deben reemplazarf , u y v en (47)–(53) por~f , ~u y ~v.

�

Esta generalización es muy poderosa. Por ejemplo, la ec. diferencial ordinaria de or-
denn,

dnu

dtn
= f(t, u,

du

dt
, . . . ,

dn−1u

dtn−1
) (66)
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puede reducirse a un sistema den ec. ordinarias de primer orden de la forma (67) defi-
niendo

u1 = u, u2 =
du

dt
, . . . , un =

dn−1u

dtn−1

con
du1

dt
= u2,

du2

dt
= u3, . . . ,

dun

dt
= f(t, u1, . . . , un)

o sea,f1(t, ~u) = u2, f2(t, ~u) = u3, . . ., fn(t, ~u) = f(t, ~u).
Queda pues garantizadala existencia y unicidadde la solucíon de (66) para la condi-

ción inicial~u(0) = ~u0, donde~u0 = (u(0), du
dt
|t=0, . . . ,

dn−1u
dtn−1 |t=0) es el vector que contiene

los valores iniciales de la posición, velocidad, aceleración, etc, sif satisface las condicio-
nes del teorema. En forma análoga, un sistema dem ec. diferenciales acopladas de orden
n puede reducirse a un sistema den×m ecuaciones de primer orden.

Un caso particularmente importante de sistema de primer orden es aqúel en que~f(t, ~u)
es una funcíon lineal de~u:

Definición I.2.3 Un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden del tipo(64) se
llama lineal, si puede escribirse en la forma

d~u

dt
= A(t)~u+ ~f(t) , (67)

donde

A(t) =













A11(t) ... A1n(t)
. ... .
. ... .
. ... .

An1(t) ... Ann(t)













(68)

se denomina matriz del sistema.

Supondremos, adeḿas, condicíon inicial dada por~u(t0) = ~u0

Más expĺıcitamente, se tiene

dui(t)

dt
=

n
∑

j=1

Aij(t)uj(t) + fi(t) i = 1, ..., n , (69)

con dados valores deui(t0) parai = 1, ..., n .

1) Resolucíon del caso homoǵeneo. Matriz fundamental

Estudiaremos primero el sistema homogéneo,

d~u

dt
= A(t)~u (70)

o sea,L[~u] = 0. Probaremos un importante teorema:
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Teorema I.2.4 Las soluciones del sistema lineal homogéneo (70) forman un espacio vec-
torial de dimensíonn (principio de superposición).

Que formen un espacio vectorial (o lineal) significa que, si~u1(t) y ~u2(t) son solucio-
nes, la combinación lineal

~u(t) = c1~u1(t) + c2~u2(t) (71)

es tambíen solucíon ∀ c1, c2 (constantes). Y que el espacio sea de dimensión n significa
que existen exactamenten soluciones~u1(t), ~u2(t), . . . ,~un(t) linealmente independientes
∀ t ∈ I0, tales que cualquier solución~u(t) puede escribirse como combinación lineal de
las mismas:

~u(t) =
n

∑

j=1

cj~uj(t) (72)

donde los coeficientescj son constantes.
Demostracíon: Dado que el operadorL en (70) es lineal, la combinación (71) seŕa ob-

viamente solución de (70) si~u1(t) y ~u2(t) son soluciones.
Mostraremos ahora que existenn y śolo n soluciones~uj(t) linealmente independien-

tes. Dado que~u poseen componentes, podemos encontrarn vectores linealmente inde-
pendientes~u0

j . Por ejemplo,

~u0
1 =









1
0
. . .
0









~u0
2 =









0
1
. . .
0









. . . ~u0
n =









0
0
. . .
1









(73)

Para j = 1, . . . , n, sea

~uj(t) =









u1j(t)
u2j(t)
. . .

unj(t)









la solucíon del sistema (70) con la condición inicial ~uj(t0) = ~u0
j . Por el teorema de

existencia, tal solución existe y eśunica para|t− t0| ≤ r (o sea,t ∈ I0).
Consideremos ahora una solución arbitraria~u(t) con la condicíon inicial~u(t0) = ~u0.

Para t = t0, como los vectores~uj(t0) = ~u0
j forman una base, podemos escribir

~u(t0) =
n

∑

j=1

cj~uj(t0) (74)

Debido a la linealidad del espacio,
∑n

j=1 cj~uj(t) satisface la ecuación diferencial y la
condicíon inicial. Pero, como la solución para una determinada condición inicial esúni-
ca, debe cumplirse

~u(t) =
n

∑

j=1

cj~uj(t) (75)
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∀ t ∈ I0, ya que el segundo miembro de (75) es también solucíon de (70) y cumple la
condicíon inicial. Esto muestra que la dimensión del espacio no es mayor quen.

Falta mostrar que lasn soluciones~uj(t) permanecen linealmente independientes∀
t ∈ I0. Si, por ejemplo, parat = t1 ∈ I0, las soluciones fuesen linealmente dependientes,
entonces existirı́a una solucíon del tipo (75), con(c1, c2, . . . , cn) no todos nulos, que serı́a
nula parat = t1:

~u(t1) =
n

∑

j=1

cj~uj(t1) = ~0

Pero como también existe la solución trivial ~u(t) = ~0 ∀ t ∈ I0, por unicidad la solucíon
anterior debe coincidir con la solución trivial ∀ t ∈ I0 y por lo tanto,c1 = c2 = . . . =
cn = 0, en contradiccíon con lo supuesto. Las soluciones permanecen, pues, linealmente
independientes.

�

Podemos formalizar algo ḿas los resultados anteriores. Una matriz de soluciones li-
nealmente independientes

U(t) =









u11(t) u12(t) . . . u1n(t)
u21(t) u22(t) . . . u2n(t)

. . .
un1(t) un2(t) . . . unn(t)









(76)

donde la columna j-ésima contiene las componentes de la solución ~uj(t), se denomina
matriz fundamentaldel sistema. Comod~uj/dt = A(t)~uj(t), con~uj(0) = ~u0

j , la matriz
U(t) satisface la ec.

dU

dt
= A(t)U(t), con U(t0) = U0 (77)

dondeU0 es la matriz que contiene lasn condiciones iniciales linealmente independientes
~u0
j (U0 = I (matriz identidad) en el caso (73)). Recordando quen vectores son linealmen-

te independientes si y sólo si el determinante de sus componentes es no nulo, tenemos
Det[U(t0)] 6= 0, y por el teorema anterior,Det[U(t)] 6= 0 ∀ t ∈ I0.

La solucíon general de (70) puede expresarse como

~u(t) = U(t)~c (78)

donde~c es un vector constante, lo cual es otra forma de escribir (75). La solucíon particu-
lar para la condicíon inicial~u(t0) = ~u0 se obtiene para~c = U−1(t0)~u0:

~u(t) = U(t)U−1(t0)~u0 ≡ K(t, t0)~u0 ,

ya que satisface~u(t0) = ~u0. (Observar queK(t, t0) satisface la ecuación homoǵenea y,
parat = t0, se reduce a la matriz identidad) Para las condiciones iniciales (73),U(t0) = I
y ~u(t) = U(t)~u0.(En este caso,K(t, t0) = U(t))
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Utilizando el ḿetodo de Picard, podemos expresar, en general,U(t) parat ∈ I0 como

U(t) = [I+

∫ t

t0

A(t′)dt′+

∫ t

t0

A(t′)dt′
∫ t′

t0

A(t′′)dt′′ + . . .]U0 (79)

Evolucíon del determinante. Podemos calcular explı́citamenteDet[U(t)] y verificar
queDet[U(t)] 6= 0 siDet[U(t0)] 6= 0. Para ello, notemos primero que sit es un paŕametro
cualquiera deU , tenemos

d

dt
Det[U ] =

n
∑

i,j=1

dUij

dt
Ũji = Tr[

dU

dt
Ũ ] (80)

dondeŨji = (−1)i+jDet[U (i,j)] y U (i,j) es la matriz con la filai y columnaj de U
suprimidas, tal que

UŨ = Det[U ] I

y Tr es la traza. Por lo tanto, en el caso (70),

d

dt
Det[U ] = Tr[A(t)UŨ ] = Det[U ]Tr[A(t)]

lo que constituye una ec. dif. lineal ordinaria paraDet[U(t)]. Obtenemos entonces

Det[U(t)] = Det[U(t0)] e
∫ t

t0
Tr[A(t′)]dt′

conDet[U(t0)] = Det[U0] 6= 0. Por lo tantoDet[U(t)] 6= 0 ∀ t ∈ I0, de modo que las
soluciones permanecenlinealmente independientes, como hab́ıamos demostrado.

2) Resolucíon del caso inhomoǵeneo. Matriz de Green.

Volvamos ahora al sistema original (67). SiU(t) es una matriz fundamental del siste-
ma homoǵeneo (70), podemos plantear una solución particular del tipo

~u(t) = U(t)~c(t)

Tenemos, dado quedU/dt = A(t)U ,

d~u

dt
=

dU

dt
~c+ U

d~c

dt
= A(t)U~c+ U

d~c

dt
= A(t)~u+ U

d~c

dt

Por lo tanto,
d~u

dt
− A(t)~u = U(t)

d~c

dt
= ~f(t)

de donded~c/dt = U−1(t)~f(t) y

~c(t) = ~c′ +

∫

U−1(t)~f(t)dt
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La solucíon general es, pues, de la forma

~u(t) = U(t)[~c′ +

∫

U−1(t)~f(t)dt] (81)

y la solucíon particular para~u(t0) = ~u0 es

~u(t) = U(t)[U−1(t0)~u0 +

∫ t

t0

U−1(t′)~f(t′)dt′]

= K(t, t0)~u0 +

∫ t

t0

K(t, t′)~f(t′)dt′ (82)

con
K(t, t′) = U(t)U−1(t′) . (83)

Notemos aqúı, queK(t, t′) satisface

dK(t, t′)

dt
= A(t)K(t, t′), con K(t′, t′) = I . (84)

Observar: El primer t́ermino de (82) es la solución del sistema homogéneo que satis-
face la condicíon inicial. El segundo, que se anula parat = t0 es una solución particular
del sistema inhomoǵeneo, construida por combinación lineal den soluciones particulares
del sistema homoǵeneo (las soluciones fundamentales). La ecuación (82) generaliza y es
completamente análoga a la ecuación (43) de I.1.1, v́alida para el caso de una dimensión,
dondeU(t) = uh(t) es una matriz de1×1 (conuh(t) una solucíon no nula de la ecuación
homoǵenea) yK(t, t′) = uh(t)/uh(t

′).
Notemos tambíen que, si~u1(t) y ~u2(t) son soluciones particulares para~f1(t) y ~f2(t),

~u(t) = c1~u1(t) + c2~u2(t) es una solución particular para~f(t) = c1 ~f1(t) + c2 ~f2(t) (exten-
sión del principio de superposición). Esto puede verse de (82) o también, directamente,
de (67) por la linealidad deL. Podemos pues descomponer la fuerza en varios términos o
componentes y luego sumar las soluciones para cada una de ellas.

Consideremos, en detalle, la solución para condicíon inicial nula:

~u(t) =

∫ t

t0

K(t, t′)~f(t′)dt′ . (85)

Si, adeḿas,~f(t) = ~0 ∀ t < 0 y el sistema está en equilibrio parat < t0, conu(t) = 0
∀ t < t0, puede escribirse

~u(t) =

∫ t

−∞
K(t, t′)~f(t′)dt′ (86)

o, equivalentemente,

~u(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, t′)~f(t′)dt′ , (87)
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donde hemos definido

G(t, t′) =

{

0 t0 ≤ t < t′

K(t, t′) t0 ≤ t′ < t
(88)

La matrizG se llama matriz de Green del sistema de ecuaciones. Como se ve,permite
establecer el efecto, en un dado valor det, de una fuente que actúa en cualquiert′ < t.
Dado que, para problemas de valores iniciales, la variablet es, en general, el tiempo, suele
llamarse aG(t, t′) aśı definida la funcíon de Green causal. Nótese que es discontinua en
t = t′ (ĺımt→t′+ = I; ĺımt→t′− = 0).

Escribiendo explı́citamente los elementos de matriz, se tiene

ui(t) =
n

∑

j=1

∫ ∞

−∞
Gij(t, t

′)fj(t
′)dt′ , (89)

con

Gij(t, t
′) =

{

0 0 ≤ t < t′

Kij(t, t
′) =

∑n
k=1 Uik(t)U

−1
kj (t

′) 0 ≤ t′ < t .
(90)

I.2.3. Caso particular: sistemas lineales con coeficientes constantes

Estudiaremos ahora el importante caso en el que la matrizA en (67) esindependiente
del tiempo, es decir,Aij(t) = Aij, constante∀ i, j. El sistema de ecuacioneshomoǵeneo,

d~u

dt
= A~u (91)

es ahorainvariantefrente a traslaciones temporales. Podemos pues suponer, sin pérdida
de generalidad,t0 = 0, ya que si~u(t) es la solucíon de (91) para~u(0) = ~u0 ⇒ ~u(t − t0)
seŕa la solucíon de (70) para~u(t0) = ~u0. La ec. (79) conduce entonces a

U(t) = [I + At+ A2 t
2

2!
+ . . .]U0 = [

∞
∑

n=0

Antn

n!
]U0

= exp[At]U0 (92)

donde hemos introducido laexponencialde una matriz,

exp[A] ≡
∞
∑

n=0

(A)n

n!
= I + A+

A2

2
+ . . . (93)

Este serie converge∀ matriz cuadradaA de dimensíon finitam (si |Aij| ≤ K ∀ i, j ⇒
|(A2)ij| ≤ mK2 y en general,|(An)ij| ≤ (mK)n/m, por lo que|[exp(A)]ij| ≤ emK/m).
Podemos verificar que (92) es la solución de (84)∀t:

d

dt
exp[At] =

d

dt

∞
∑

n=0

Antn

n!
=

∞
∑

n=1

Antn−1

(n−1)!
= A exp[At]
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La solucíon general de la ec. homogénea puede pues escribirse como

~u(t) = exp[At]~c (94)

y la solucíon particular para~u(t0) = ~u0 es

~u(t) = exp[A(t− t0)]~u0

La solucíon de la ec. inhomoǵenea para~u(t0) = ~u0 es

~u(t) = exp[A(t−t0)]~u0 +

∫ t

t0

exp[A(t−t′)]~f(t′)dt′ (95)

que corresponde aK(t, t′) = exp[A(t− t′)] en (82).

Nota:Para matricesA y B generales,

exp[A+ B] 6= exp[A] exp[B] 6= exp[B] exp[A]

La igualdad se cumple sólo siA conmutaconB, o sea, si[A,B] ≡ AB − BA = 0. Por
ejemplo,

exp[A] exp[−A] = exp[A− A] = exp[0] = I

Por lo tanto, la inversa deexp[A] esexp[−A]. Adeḿas,

exp[A(t− t0)] = exp[At− At0] = exp[At] exp[−At0]

I.2.4. Evaluacíon de la solucíon fundamental en el caso general

Veremos, en primer lugar, cómo evaluareAt. Si A esdiagonal(Aij = λiδij) ⇒ exp[At]
es tambíendiagonal, con(exp[At])ij = eλiδij:

A =









λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . .
0 0 . . . λn









⇒ exp[At] =









eλ1t 0 . . . 0
0 eλ2t . . . 0

. . .
0 0 . . . eλnt









Esto es consecuencia inmediata de (93), ya que(An)ij = λn
i δij. En este caso el sistema

(70) esdesacoplado, y las soluciones son obviamenteui(t) = ui(0)e
λit, que pueden

escribirse comoexp[At]~u(0).
En general, notemos que si

A = V A′V −1 (96)

⇒ A2 = (V A′V −1)2=V A′V −1V A′V −1=V A′2V −1, y en general,An = (V A′V −1)n =
V A′nV −1, por lo que

exp[At] = exp[V (A′t)V −1] = V exp[A′t]V −1 (97)
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La evaluacíon deexp[At] es entonces inmediata si se logra escribirA en la forma (96) con
A′ diagonal. En tal caso la matrizA esdiagonalizable, y la descomposición (96) puede
lograrse mediante ladiagonalizacíon deA.

Diagonalizacíon de matrices.
SeaA den× n y ~v den× 1. Se dice que~v 6= ~0 esautovectordeA si ∃ λ t.q.

A~v = λ~v, ~v 6= ~0 (98)

En tal caso,(A− λI)~v = 0 y por lo tanto,

Det[A− λI] = 0 (99)

Los valores deλ que satisfacen (183) se denominanautovaloresde la matrizA, y la ec.
(183) es laecuacíon carac- teŕıstica, que es de gradon en λ. Posee pues a lo sumon
ráıces distintasλk, reales o complejas.

Una vez hallados los autovaloresλk, es decir, todas las raı́ces de (183), los autovecto-
res correspondientes~vk = (v1k, . . . , vnk) se obtienen resolviendo la ec. (98),

A~vk = λk~vk (100)

o sea,
∑

j Aijvjk = λkvik.
Si~v es autovector⇒ c~v, conc 6= 0, es tambíen autovector con el mismo autovalor. Los

autovectores quedan pues definidos a menos de una constante.Obviamente, los autovec-
tores correspondientes a dos autovalores distintos sonlinealmente independientes(~vk 6=
c~vk′ si λk 6= λk′). Analogamente,n autovectores~vk den autovalores distintosλk son l.i.
(por induccíon, si suponemos~vn =

∑n−1
k=1 ck~vk ⇒ A~vn =

∑n−1
k=1 ckλk~vk = λn

∑n−1
k=1 ck~vk,

lo que es absurdo si los~vk son l.i. yλn 6= λk parak = 1, . . . , n− 1).
Si la ec. (183) poseen autovalores distintos, podemos pues formar una matriz de

autovectoresV de elementosVik = vik, t.q. lak-ésima columna deV contenga las com-
ponentes del autovector~vk. V satisface la ec.

AV = V A′, A′ =









λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . .
0 0 . . . λn









Por lo tanto, comoDet[V ] 6= 0, podemos escribir

A = V A′V −1 o A′ = V −1AV

conA′ diagonal.
Un caso especial es el de las matricesherḿıticas, definidas porAij = A∗

ji ∀ i, j, es
decir,

A† = A
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dondeA† es la matriz adjunta (traspuesta-conjugada). SiA es real,A herḿıtica implica
A simétrica. Estas matrices, que surgen frecuentemente en fı́sica, sonsiempre diagona-
lizables, aún si el ńumero de autovalores distintos es< n. Más áun, sus autovalores son
siemprereales, y los autovectores correspondientes a autovalores distintos sonortogona-
lescon respecto al producto escalar usual:

~v∗k · ~vk′ =
∑

i

v∗ikvik′ = 0 si λk 6= λk′

En efecto, si
A~vk = λk~vk, A~vk′ = λk′~vk′ (101)

multiplicando la primera ecuación a izquierda por el vector fila~v†k obtenemos

~v†kA~vk = λk(~v
∗
k · ~vk)

dado que~v†k~vk = ~v∗k · ~vk. Si A es herḿıtica,~v†kA~vk =
∑

i,j v
∗
ikAijvjk esreal, y tambíen

es real~v∗k · ~vk =
∑

i |v2ik|, por lo queλk debe ser real. Ahora, tomando el adjunto de la
primera ecuación en (101), tenemos

~v†kA = λk~v
†
k

donde hemos tenido en cuenta queA† = A y λ∗
k = λk. Multiplicando la ec. anterior a la

derecha por el vector columna~vk′ y la segunda ec. en (101) a la izquierda por el vector
fila ~v†k, y restando, obtenemos

0 = (λk − λk′)(~v
∗
k · ~vk′)

de donde~v∗k ·~vk′ = 0 siλk 6= λk′. Los autovectores correspondientes a autovalores iguales
pueden también elegirse ortogonales, por lo que en el caso de matrices hermı́ticas, existe
un conjuntocompletode autovectores normalizados (~v∗k · ~vk = 1) tal que

~v∗k · ~vk′ = δkk′

en cuyo caso la matrizV resultaunitaria: V −1 = V †.
Las matricesantiherḿıticas (A† = −A) son tambíen siempre diagonalizables y po-

seen un conjunto completo de autovectores ortogonales, pero sus autovalores son imagi-
narios (λk = i|λk|). Esto es inmediato ya que siA† = −A, la matrizB = iA es herḿıtica
(B† = −iA† = B) y por lo tanto diagonalizable.A = −iB es entonces diagonalizable,
conA~vk = −iλk~vk si B~vk = λk~vk.

Evaluacíon deexp[At] en el caso diagonalizable. SiA es diagonalizable, se obtiene,
de (191),

exp[At]ij =
∑

k

Vike
λktV −1

kj

y la solucíon general (94) puede escribirse como

~u(t) = V exp[A′t]~a

=
∑

k

ake
λkt~vk (102)
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donde~a = V −1~c es un vector de constantes arbitrarias. Como los autovaloresλk pueden
ser reales o complejos, las soluciones serán combinaciones lineales de funciones del tipo
eλ

r
k
t cos(λi

kt+ φ). Si ~u(0) = ~vk ⇒ aj = δjk y

~u(t) = ~vke
λkt (103)

La solucíon ~u(t) permanece en este casoproporcionala ~u(0) y tiene una evolución de
tipo exponencial. En tratamientos más elementales o intuitivos, directamente se plantea
una solucíon del tipo (103), que al ser reemplazada en el sistema original (91), conduce a

λk~vke
λkt = A~vke

λkt

es decir,A~vk = λk~vk, que es la ec. de autovalores (100), lo que requiereDet[A−λkI] = 0.
La soluc. gral (102) se obtiene luego como combinación lineal de las soluciones particu-
lares (103).

Si interpretamos la matrizA como la representación de un operadorlineal Â en una
determinada base, la transformación (96) (denominada transformación de similitud) co-
rresponde a uncambio de base. El vector

~̃u = V −1~u

de componentes̃ui =
∑

j V
−1
ij uj, satisface la ecuación

d~̃u

dt
= A′~̃u, A′ = V −1AV (104)

Si elegimosV como la matriz de autovectores,A′ es diagonal y el sistema (104) es
desacoplado: dũk/dt = λkuk. Podemos pues “desacoplar” el sistema original (70) me-
diante la transformación lineal (104). Las nuevas variablesũk pueden interpretarse como
las coordendas de la solución en la base dondêA es diagonal, y son las “coordenadas
normales” del sistema. La ec.~u(t) = V ~̃u(t) conduce a (102).

Ejemplo: Consideremos el sistema

dx

dt
= ax+ by,

dy

dt
= ay + bx (105)

Podemos escribirlo en la forma

d~u

dt
= A~u, ~u =

(

x
y

)

, A =

(

a b
b a

)

La ec. caracterı́stica esDet[A− λI] = (a− λ)2 − b2 = 0, y sus ráıces son

λ± = a± b
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Resolviendo la ec.A~v = λ~v obtenemos los autovectores

~v± = 1√
2

(

±1
1

)

que son ortogonales,~v+ ·~v− = 0, y est́an normalizados:~v∗+ ·~v+ = ~v∗− ·~v− = 1 (o sea, son
ortonormales). La soluc. gral de (105) es pues, según (102),

~u(t) = c+~v+e
(a+b)t + c−~v−e

(a−b)t

es decir, definiendoα± = c±/
√
2,

x(t) = α+e
(a+b)t − α−e

(a−b)t,

y(t) = α+e
(a+b)t + α−e

(a−b)t (106)

Para|b| < |a|, el acoplamientob puede pensarse como una “perturbación” que produce
un “desdoblamiento” del ritmo de crecimiento (a > 0) o decaimiento (a < 0) de x e
y, originando dos componentes en la soluc. gral. para estas variables. Podemos obtener
las soluciones anteriores directamente planteando una solución del tipo~u = ~veλt, lo que
conduce a la ec. de autovaloresA~v = λ~v.

EscribiendoA = V A′V −1, con

A′ =

(

a+b 0
0 a−b

)

, V = 1√
2

(

1 −1
1 1

)

, V −1 = 1√
2

(

1 1
−1 1

)

obtenemos también

exp[At] = V exp[A′t]V −1 = eat
(

cosh(bt) sinh(bt)
sinh(bt) cosh(bt)

)

Las columnas de esta matriz son las soluciones~u1(t), ~u2(t), que satisfacen~u1(0) = (10),
~u2(0) = (01), y corresponden aα+ = 1, α− = ∓1 en (106). Six(0) = x0, y(0) = 0, la
solucíon esx0~u1(t), o sea,

x(t) = x0e
at cosh(bt), y(t) = x0e

at sinh(bt) (107)

Debido al acoplamientob, y(t) adquiere un valor no nulo al aumentart.
Las soluciones (106) pueden interpretarse mejor en términos de las nuevas variables

(

x̃
ỹ

)

= V −1

(

x
y

)

= 1√
2

(

x+ y
−x+ y

)

que satisfacen las ec.desacopladas

dx̃

dt
= (a+ b)x̃

dỹ

dt
= (a− b)ỹ (108)
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Las soluciones de (108) son obviamente

x̃(t) = c+e
(a+b)t, ỹ(t) = c−e

(a−b)t (109)

Como(xy) = (x̃∓ ỹ)/
√
2, las soluciones (106) se obtienen inmediatamente de (109).Las

constantesc± no son otra cosa que los valores inicialesx̃(0), ỹ(0).
Todas las f́ormulas anteriores permanecen válidas para matricesA complejas. Por ej.,

la ec. de Schr̈odinger para un sistema de dos niveles degenerados de energı́a ε e interac-
ciónα es

i~
d~u

dt
= H~u , H =

(

ε α
α ε

)

dondeH es la matriz que representa al Hamiltoniano y~u(t) la función de onda. Corres-
ponde aa = −iε/~, b = −iα/~ en (105). La ec. (107) conduce a

|x(t)|2 = |x0|2 cos2(αt/~), |y(t)|2 = |x0|2 sin2(αt/~)

Debido a la interacción α, el sistema oscila pues entre los dos niveles con frecuencia
f = α/(2π~).

Caso general. Una matriz cuadrada arbitraria puede siempre descomponerse en la
formaA = V A′V −1, con

A′ =









D1 0 . . . 0
0 D2 . . . 0

. . .
0 0 . . . Dm









dondeDk son bloques denk × nk de la forma

Dk =









λk 1 0 . . .
0 λk 1 . . .

. . .
0 . . . 0 λk









= λkIk + Jk, Jk =









0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

. . . 1
0 . . . 0 0









conλk autovalor deA (Det[A− λkI] = 0) y Ik la identidad denk × nk (
∑m

k=1 nk = n).
Esta forma se denominadescomposición de Jordan, y el caso diagonalizable corresponde
a nk = 1 ∀k. ComoAV = V A′, las columnas~vki de V correspondientes al bloquek
quedan determinadas, sink ≥ 2, por

A~vk1 = λk~v
k
1 , A~vki = λk~v

k
i + ~vki−1, i = 2. . . . , nk
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La matrizJk esnilpotente: Jnk

k = 0. Por lo tanto, como[Ik, Jk] = 0,

exp[Dkt] = exp[λkIkt] exp[Jkt]

= eλkt[Ik + Jkt+ . . .+
(Jkt)

nk−1

(nk−1)!
]

= eλkt













1 t . . . tnk−1/(nk − 1)!
0 1 . . . tnk−2/(nk − 2)!
. . . . . . . . .
0 0 . . . t
0 0 . . . 1













(110)

Finalmente obtenemos

exp[At] = V









eD1t 0 . . . 0
0 eD2t . . . 0

. . .
0 0 . . . eDmt









V −1

La solucíon general (94) es pues de la forma

~u(t) = V exp[A′t]~a =
m
∑

k=1

nk
∑

i=1

aki ~v
k
i (t)

con~vk1(t) = eλkt~vk1 , ~vk2(t) = eλkt(~vk2 + ~vk1 t), y en general,

~vki (t) = eλkt

i
∑

j=1

~vkj
ti−j

(i− j)!

con~a = V −1~c. Es entonces suma de exponencialeseλkt multiplicadas por potencias det
menores quenk. Esta solucíon puede interpretarse en términos del vector̃~u = V −1~u, que
satisface la ec.d~̃u/dt = A′~̃u, o sea,

dũk
i

dt
= λkũ

k
i + ũk

i+1, i = 1, . . . , nk − 1,
dũk

nk

dt
= λkũ

k
nk

para el bloquek. Las soluciones de este sistema son precisamente las columnas de la
matriz (110). No es posible ahora desacoplar completamenteel sistema.

Ejemplo:

dx

dt
= ax+ by,

dy

dt
= ay (111)

En este caso

A =

(

a b
0 a

)

= aI + bJ2
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y la ec. caracterı́sticaDet[A − λI] = (a − λ)2 = 0, posee unáunica ráız λ = a. Esta
matriz no es diagonalizable. No obstante,

exp[At] = exp[aIt] exp[bJ2t] =

(

eat beatt
0 eat

)

(112)

La primer columna nos da la solución que satisface~u1(0) = (10) y la segunda~u2(0) = (01).
La solucíon general puede entonces escribirse como

~u(t) = c1e
at~v1 + c2e

at(~v2 + t~v1) (113)

con~v1 =

(

1
0

)

, ~v2 =

(

0
b−1

)

, que satisfacenA~v1 = λ~v1, A~v2 = λ~v2 + ~v1. El sistema

(111) puede también tratarse en forma elemental resolviendo primero la ec. paray y luego
la ec. parax.

Nota. La matrizA = (a b
ε a) es diagonalizable sibε 6= 0. En este caso, la ec.Det[A −

λI] = (λ − a)2 − bε = 0 conduce aλ± = a ±
√
bε, con autovectores~v± = ( 1

λ±/b),
obteníendose

exp[At] = eat
(

cosh(rt) b
r
sinh(rt)

r
b
sinh(rt) cosh(rt)

)

, r =
√
bε

Tomando el ĺımite r → 0 se obtiene la ec. (112).

Ahora que sabemos exponenciar matrices, podemos volver al sistema de ec. lineales
(70).

Si [A(t), A(t′)] = 0 ∀ t, t′ ∈ I0, obtenemos

U(t) = exp

[∫ t

t0

A(t′)dt′
]

U0 (114)

En efecto, en este caso no importa el orden temporal en los términos del desarrollo (79).
Se obtiene

∫ t

t0

A(t′)dt′
∫ t′

t0

A(t′′)dt′′ =
1

2

∫ t

t0

A(t′)dt′
∫ t

t0

A(t′′)dt′′

ya queA(t′)A(t′′) = A(t′′)A(t′). Análogamente,

∫ t

t0

A(t1)dt1

∫ t1

t0

A(t2)dt2 . . .

∫ tn−1

t0

A(tn)dtn

=
1

n!

∫ t

t0

A(t1)dt1

∫ t

t0

A(t2)dt2 . . .

∫ t

t0

A(tn)dtn

y, por lo tanto, el desarrollo (79) conduce a (114).
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En el caso general, la ec. (79) suele escribirse como

U(t) = T̂ exp

[∫ t

t0

A(t′)dt′
]

U0 (115)

dondeT̂ es el operador de “ordenamiento temporal”:T̂ [A(t)A(t′)] = {A(t)A(t′) si t>t′

A(t′)A(t) si t<t′. con
definición ańaloga para un producto de más de dos t́erminos.

I.2.5. Ecuacion diferencial lineal de ordenn

Consideremos primero la ec.homoǵeneade ordenn

dnu

dtn
+an−1(t)

dn−1u

dtn−1
+. . .+a1(t)

du

dt
+a0(t)u = 0 (116)

Escribiendou =









u
du/dt
. . .

dn−1u/dtn−1









, (116) es equivalente al sistema lineal de primer

orden

du

dt
= A(t)u, A =













0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

. . .

. . . 0 1
−a0(t) −a1(t) . . . −an−1(t)













Si los coeficientesai(t) son continuos en un intervaloI0, los teoremas de existencia y su-
perposicíon aseguran la existencia den soluciones linealmente independientesui(t) para
t ∈ I0. Esto implica aqúı la existencia den soluciones linealmente independientesui(t)
de (116), ya que las sig. componentes deui(t) son las derivadas de la primer componente
ui(t). Más áun, el determinante

W (u1, . . . , un) = Det[U(t)] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 . . . un
du1

dt
. . . dun

dt

. . .
dn−1u1

dtn−1 . . . dn−1un

dtn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

denominado usualmenteWronskiano, es no nulot ∈ I0, que constituye una condiciónmás
fuerteque la mera independencia lineal de las funcionesui(t) (notemos queW puede ser
nulo áun si las funcionesu11(t), . . . , u1n(t) son l.i.: siu1 = t, u2 = t2, W (u1, u2) = t2

se anula parat = 0; más áun, siu1(t) = {t2 t≥0
0 t<0 , u2 = {0 t≥0

t2 t<0 ⇒ W (u1, u2) = 0 ∀t; estas
funciones no pueden ser pues soluciones l.i. de la ec. (116) paran = 2 si los coef.a(t)
son continuos).

Una solucíon particularu(t) = U(t)c queda aqúı completamente determinada, para
t ∈ I0, por los valores iniciales deu y de sus primerasn− 1 derivadas.
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Caso de coeficientes constantes

Consideremos ahora el importante caso en queai(t) = ai, constante, parai = 0, . . . , n−1
en (116). La matrizA es constante y las soluciones serán pues del tipou(t) = eλt o eλttj,
conj entero. La ec. caracterı́stica es

Det[λI − A]=λn+an−1λ
n−1+. . .+a1λ+a0=0 (117)

que puede obtenerse directamente planteando una solución exponencialu(t) = ceλt en
(116).

Si las ráıces de (117) son todas distintas, un conjunto de solucionesl.i. es{uk(t) =
eλkt, k = 1, . . . , n y la solucíon gral. es

u(t) =
n

∑

k=1

cke
λkt

Las constantesck pueden determinarse a partir de lasn condiciones iniciales

u(j)(0) ≡ dju

dtj
|t=0 = uj

0, j = 0, . . . , n− 1. (118)

En el caso general, podemos escribir (117) en la forma

(λ− λ1)
n1(λ− λ2)

n2 . . . (λ− λm)
nm = 0

dondenk es la multiplicidad de la raı́z λk (
∑m

k=1 nk = n). Por lo tanto (116) puede
escribirse como

[(
d

dt
− λ1)

n1(
d

dt
− λ2)

n2 . . . (
d

dt
− λm)

nm ]u = 0 (119)

donde( d
dt
)j = dj

dtj
. Dado que( d

dt
− λk)e

λkt = 0 ⇒
( d
dt
− λk)(e

λkttj) = jeλkttj−1 y

(
d

dt
− λk)

nk(eλkttj) = 0, j = 0, . . . , nk − 1

Un conjunto den soluciones l.i. de (119) es entonces{eλkttj, j = 0, . . . , nk − 1, k =
1, . . . ,m, y la solucíon general es

u(t) =
m
∑

k=1

eλkt

nk−1
∑

j=0

ckjt
j

Las constantesckj pueden determinarse nuevamente a partir de las condicionesiniciales
(118).
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Ejemplo: Ec. lineal de2o orden con coef. constantes

d2u

dt2
+ 2a

du

dt
+ bu = 0 (120)

Paraa = γ/(2m) > 0, b = k/m > 0, esta ec. determina la posiciónu(t) de una partı́cula
de masam unida a un resorte de constantek > 0 en un medio viscoso con fuerza de
rozamiento prop. a la velocidad (md2u

dt2
= −ku− γ du

dt
).

Las ráıces de la ec. caracterı́sticaλ2 + 2aλ+ b = 0 son

λ± = −a± r, r =
√
a2 − b

Si r 6= 0, la solucíon general es entonces

u(t) = c+e
λ+t + c−e

λ−t (121)

y la solucíon parau(0) = u0, u′(0) = v0 es

u(t) = e−at[u0 cosh(rt) +
v0 + au0

r
sinh(rt)] (122)

Si r = 0 (a2 = b) la soluc. gral. esu(t) = c1e
−at + c2e

−att y la soluc. que satisface
u(0) = u0, u′(0) = v0 es

u(t) = e−at[u0 + (v0 + au0)t]

que puede obtenerse de (122) tomando el lı́mite r → 0.
Si a2 > b, r es real y por lo tantoλ± son reales. En el caso de la partı́cula, esto

corresponde aγ >
√
4mk, es decir, a amortiguamiento fuerte. Las ec. (121) o (122)

describen en este caso una disminución exponencialdeu(t), ya queλ± < 0 (r < a). El
sistemano realiza oscilaciones. El caso lı́mite a2 = b corresponde aγ =

√
4mk, donde

tampoco se producen oscilaciones.
Si a2 < b, r= iω, conω =

√
b− a2 real ycosh(rt)=cos(ωt), sinh(ωt)= i sin(ωt) en

(122), por lo que

u(t) = e−at[u0 cos(ωt) +
v0 + au0

ω
sin(ωt)] (123)

En el caso de la partı́cula, esto corresponde aγ <
√
4mk, es decir, a amortiguamiento

débil. Las ec. (122) o (123) representan en este caso un movimiento oscilatorioamorti-

guado, con “frecuencia.angularω =
√

k
m

√

1− γ2

4mk
y una amplitud que disminuye expo-

nencialmente (proporcional ae−γt/(2m)).
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Ejemplo: Ecuacíon de Euler

tn
dnu

dtn
+ bn−1t

n−1d
n−1u

dtn−1
+ . . .+ b1t

du

dt
+ b0u = 0

Podemos llevar esta ec. a la forma (116) conai constante mediante el cambio de variables
t → ez. Tenemosdu

dt
= du

dz
dz
dt

= t−1 du
dz

, d2u
dt2

= t−2[d
2u

dz2
− du

dz
], y en general,

dmu

dtm
= t−m

m
∑

i=1

αim
diu

dzi

con αim constante (yαmm = 1). Por lo tanto, en la variablez se obtiene una ec. del
tipo (116) cona0 = b0 y ai =

∑n
m=i αim parai = 1, . . . , n − 1. Las soluciones son

entonces de la formau(t) = eλz = tλ, conλ determinado por la ec. (117), o en general,
eλzzk = tλ(ln t)k, y k = 1, . . . ,m − 1, conm la multiplicidad. Los valores deλ pueden
tambíen hallarse directamente reemplazando en la ec. de Euler unasolucíon de la forma
u(t) = tλ.

Por ejemplo, si

t2
d2u

dt2
+ t

du

dt
− a2u = 0

reemplazandou = tλ obtenemosλ(λ− 1)+λ− a2 = 0, cuyas ráıces sonλ± = ±a. Para
a 6= 0, la soluc. gral. es

u(t) = c+t
a + c−t

−a

y la soluc. parau(1) = u1, u′(1) = v1 es

u(t) =
1

2
[u1(t

a + t−a) +
v1
a
(ta − t−a)] (124)

Si a → 0, la solucíon general esc1 + c2 ln t y la solucíon parau(1) = u1, u′(1) = v1 es
u(t) = u1 + v1 ln t, que puede obtenerse tomando el lı́mite de (124) paraa → 0.

Si a = i|a|, ta = cos(|a| ln t)+ i sin(|a| ln t) y u(t) = u1 cos(|a| ln t)+ v1
a
sin(|a| ln t).
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Apéndice: Método general para hallar la segunda solución de una ecuacíon lineal
de 2do orden homoǵenea
Supongamos que se conoce una soluciónu1(t) de la ecuacíon lineal

u′′ + a(t)u′ + b(t)u = 0 (125)

La otra solucíon lin. indep. puede hallarse planteando una solución del tipo

u2(t) = v(t)u1(t)

En efecto, reemplazando esta expresión en (125) obtenemos parav la ec.

u1(t)v
′′ + (2u′

1(t) + a(t)u1(t))v
′ = 0

que es una ec. lineal de primer orden env′. Su solucíon esv′(t) = cu−2
1 (t)e−

∫
a(t)dt, de

donde

v(t) = c

∫

e−
∫
a(t)dt/u2

1(t)dt (126)

Aunque no resulta siempre el método ḿas ćomodo, puede aplicarse para cualquiera(t).
Nótese quev(t) no depende explı́citamente deb(t). El método puede utilizarse también
para determinar el comportamiento de la segunda solución en la vecindad de puntos sin-
gulares.

Como ej. simple, consideremos la ec.u′′ − k2u = 0, cuyas soluciones sonu(t) =
c±e

±kt. Si u1(t) = ekt ⇒ v(t) ∝ e−2kt, de dondeu2(t) ∝ e−kt. Si tomamosu1(t) =
cosh(kt) ⇒ v(t) ∝ tanh(kt), de dondeu2(t) = sinh(t).
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Ecuacíon lineal no homoǵenea de ordenn

Consideremos ahora

dnu

dtn
+an−1(t)

dn−1u

dtn−1
+. . .+a1(t)

du

dt
+a0(t)u = f(t) (127)

que puede escribirse como

du

dt
= A(t)u+ f(t), f(t) =









0
. . .
0

f(t)









A partir de la solucíon general (3.16), la primer fila de la solución u(t) (que es la que
importa ya que las restantes son sus derivadas) es entonces

u(t) =
n

∑

j=1

K1j(t, t0)u
j
0 +

∫ t

t0

K1n(t, t
′)f(t′)dt′ (128)

dondeK1j(t, t0) = [U(t)U−1(t0)]1j, conU(t) una matriz fundamental de soluciones, y
uj
0 = u(j−1)(t0), j = 1, . . . , n, son los valores ent = t0 deu y sus primerasn − 1 deri-

vadas. El primer t́ermino en (128) es pues una solución de la ec.homoǵeneaque satisface
las cond. iniciales, y el segundo, dado por la integral, es una solucíon particular de la
ec. inhomoǵeneacon condiciones iniciales nulas. Dado queK(t0, t0) = I (identidad),
uk(t) ≡ K1k(t, t0) es la solucíon de la ec.homoǵenea(116) que satisface

u
(j−1)
k (t0) = δkj, j = 1, . . . , n

es decir,u1(t) es la que satisfaceu1(t0) = 1, conu(j)
1 (t0) = 0 paraj = 1, . . . , n − 1, y

un(t) aquella que sat.u(j)
n (t0) = 0 paraj = 0, . . . , n− 2, conu(n−1)

n (t0) = 1. Estaúltima
es la que determina (parat0 = t′) la solucíon particular de la ec. inhomogénea

En el caso de coeficientesconstantes(ai(t) = ai ∀ t), K(t, t0) = exp[A(t− t0)], con
K(t0, t0) = I (identidad) y podemos reescribir (128) como

u(t) =
n

∑

j=1

uj(t− t0)u
j
0 +

∫ t

t0

un(t− t′)f(t′)dt′

conuk(t), k = 1, . . . , n, las soluciones de la ec.homoǵeneaque satisfacenu(j−1)
k (0) =

δkj, j = 1, . . . , n.
Por ejemplo, la solución de

d2u

dt2
+ 2a

du

dt
+ bu = f(t)
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que satisfaceu(0) = u0, u′(0) = v0 es

u(t) = e−at[u0 cosh(rt) +
v0 + au0

r
sinh(rt)]

+

∫ t

0

e−a(t−t′) sinh[r(t− t′)]

r
f(t′)dt′ (129)

con r =
√
a2 − b. Si r → 0, la fraccíon en (129) se reduce at − t′ (y si r = iω, a

sin[ω(t− t′)]/ω). Trataremos este tema con mayor profundidad en la próxima clase.
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Apéndice: Reducción del orden de una ec. diferencial

Cconsideremos la ecuación de segundo orden

d2u

dt2
= f(t, u,

du

dt
)

Hemos visto que podemos transformarla en un sistema de dos ec. de primer orden defi-
niendou1 = u, u2 =

du
dt

, con du1

dt
= u2, du2

dt
= f(t, u1, u2). Por ejemplo,

m
d2x

dt2
= F (t, x,

dx

dt
)

puede escribirse como

m
dx

dt
= p,

dp

dt
= F (t, x, p/m)

En general, cualquier sistema dem ec. de ordenn puede llevarse a un sistema dem × n
ec. de primer orden.

En algunos casos simples es posible reducir el orden mediante t́ecnicas elementales
sin introducir nuevas variables. Por ejemplo, sif no depende deu,

d2u

dt2
= f(t,

du

dt
)

puede llevarse a la ec. de primer orden

dw

dt
= f(t, w)

definiendow = du
dt

. Si la solucíon esw(t, c), dondec es una cte. de integración, luego
u(t) =

∫

w(t, c)dt+ c′.
Otro caso es aquel en quef no depende de la variable independiente,

d2u

dt2
= f(u,

du

dt
)

Definiendow = du
dt

, y considerando aw como funcíon deu, tenemosd
2u
dt2

= dw
dt

= dw
du

du
dt

=
w dw

du
y por lo tanto

w
dw

du
= f(u, w)

que es una ec. de primer orden. Si la solución esw(u, c), podemos hallaru(t) dedt =
du/w(u, c), o sea,

t− t0 =

∫ u

u0

du

w(u, c)

que determinau(t) implı́citamente. Este resultado esútil para fuerzas que dependen sólo
de la posicíon, en cuyo caso puede obtenerse directamente de consideraciones enerǵeticas.
Ejemplo:

m
d2x

dt2
= f(x)
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Si p = mdx
dt

⇒ md2x
dt2

= dp
dt

= p
m

dp
dx

y la ec. resulta

p

m

dp

dx
= f(x)

de dondep
m
dp = f(x)dx y

p2

2m
− p20

2m
=

∫ x

x0

f(x′)dx′ = V (x0)− V (x)

dondeV (x) = −
∫

f(x)dx es el potencial. Obtenemos la conservación de la enerǵıa
mećanica,

p2

2m
+ V (x) = E

de dondep(x) =
√

2m[E − V (x)]. Demdx
dt

= p(x) obtenemosdt = m dx
p(x)

y finalmente

t− t0 =

√

m

2

∫ x

x0

dx′
√

E − V (x)
(130)

En el caso de un ṕendulo simple,V (x) = mgl(1 − cos θ), conx = lθ, p = ml dθ
dt

. Si
t0 = θ0 = 0, (130) conduce a

t =

√

l

2g

∫ θ

0

dθ′√
cos θ′ − cos θm

(131)

donde hemos escritoE = mgl[1− cos(θm)], conθ ≤ θm. Podemos de esta forma obtener
tanto el peŕıodo exactoT = 4t(θm) como tambíen la funcíon t(θ), aún para grandes
amplitudesθm, en t́erminos de funciones elı́pticas (se dejan las cuentas para el lector).
Paracos θ ≈ 1 − θ2/2, se obtiene el resultado usualt =

√

l/g arcsin(θ/θm), i.e.,θ(t) =
θm sin(

√

g/l t), conT = T0 = 2π
√

l/g. En el orden siguiente obtenemosT = T0[1 +
θ2m/16 + O(θ4m)]. La ec. (131) es también v́alida paraE > 2mgl (cos(θm) < −1, o sea,
θm = π + iα).

El mismo procedimiento es también v́alido para reducir en1 el orden de la ec. dife-
rencial

dnu

dtn
= f(u,

du

dt
, . . . ,

dn−1u

dtn−1
)

Tenemos por ej.,du
dt

= w, d2u
dt2

= w dw
du

,
d3u
dt3

= w d
du
[w dw

du
] = w[(dw

du
)2 + w d2w

du2 ], y en gral.,d
nu
dtn

seŕa una funcíon de las derivadas
hasta ordenn− 1 dew respecto deu. Se obtiene una ec. del tipo

dn−1w

dun−1
= g(u, w, . . . ,

dn−2w

dun−2
)

obteníendose luegou det− t0 =
∫ u

u0

du
w(u,c1,...,cn−1)

.
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I.2.6. Breve introducción a Teoŕıa de Distribuciones.

1) La Delta de Dirac como lı́mite de una secuencia.

Consideremos la ec. diferencial lineal inhomogéneadu
dt

− au = f(t). Desde un pun-
to de vista intuitivo, parecerı́a razonable representar la inhomogeneidadf(t) como una
suma de t́erminos impulsivos concentrados en intervalos de tiempo muy pequẽnos, y ob-
tener luego la solución como suma de las soluciones particulares para cada uno de estos
términos. La formalización de esta idea requiere el concepto dedistribución o función
generalizada, que discutiremos a continuación.

Consideremos la función

gε(x) =

{

1/ε |x| ≤ ε/2
0 |x| > ε/2

ε > 0 (132)

Se cumple
∫∞
−∞gε(x)dx = 1 ∀ ε > 0. Adeḿas, sif es una funcíon continua arbitraria,

∫ ∞

−∞
gε(x)f(x)dx = ε−1

∫ ε/2

−ε/2

f(x)dx =
F (ε/2)− F (−ε/2)

ε

dondeF es una primitiva def . Paraε → 0+, gε(x) estaŕa concentrada cerca del origen y
obtenemos

ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
gε(x)f(x)dx = ĺım

ε→0+

F (ε/2)− F (−ε/2)

ε
(133)

= F ′(0) = f(0) (134)

Podemos entonces definir la distribución o funcíon generalizadaδ(x) (delta de Dirac)
como el ĺımite

δ(x) = ĺım
ε→0+

gε(x) (135)

que satisface
∫ ∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0) (136)

Si bién el ĺımite (135) no existe estrictamente (es 0 six 6= 0 y ∞ si x = 0) el lı́mite de
la integral (133)∃ ∀ f continua en un entorno dex = 0, y eso es lo que simbolizan las
ec. (135)–(136). Puede obtenerse una buena aproximación aδ(x) mediante (6.1) tomando
ε mucho menor que la longitud en la cualf vaŕıa apreciablemente. Fı́sicamente,δ(x)
puede interpretarse como la densidad lineal de masa correspondiente a una masa puntual
de magnitud 1 localizada en el origen.

Notemos tambíen que siab 6= 0 y a < b,

∫ b

a

δ(x)f(x)dx = ĺım
ε→0+

∫ b

a

gε(x)f(x)dx =

{

f(0) a < 0 < b
0 a<b<0 o

0<a<b
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Consideraremos en lo sucesivofunciones de pruebaf , que son funciones acotadas y de-
rivables a cualquier orden, y que se anulan fuera de un intervalo finito I (recordemos
ante todo que tales funciones existen: sif(x) = 0 parax ≤ 0 y x ≥ 1, y f(x) =
e−1/x2

e−1/(1−x)2 para |x| < 1, f es derivable acualquier orden enx = 0 y x = 1).
En tal caso existen muchas otras funcionesgε(x) que convergen aδ(x), que pueden ser
derivables a cualquier orden. Un conocido ejemplo es

δ(x) = ĺım
ε→0+

e−x2/2ε2

√
2πε

(137)

En efecto, 1√
2πε

∫∞
−∞e−x2/2ε2dx = 1 ∀ε > 0 y

ĺım
ε→0+

1√
2πε

∫ ∞

−∞
e−x2/2ε2f(x)dx = f(0) (138)

La gŕafica degε(x) = 1√
2πε

e−x2/2ε2 es la “campana” de Gauss, conárea 1 y dispersión
∫∞
−∞ gε(x)x

2dx = ε2. Paraε → 0+, gε(x) se concentra alrededor dex = 0, pero mantiene
suárea constante.

En general, sigε(x) est́a definida∀ x ∈ ℜ y ε > 0, diremos que

ĺım
ε→0+

gε(x) = δ(x) sii ĺım
ε→0+

∫ ∞

−∞
gε(x)f(x)dx = f(0)

∀ función de pruebaf .
Por ejemplo, sig(x) ≥ 0 ∀x y

∫∞
−∞ g(x)dx = 1 ⇒

ĺım
ε→0+

ε−1g(x/ε) = δ(x)

En efecto, siε > 0, ε−1
∫∞
−∞ g(x/ε)dx =

∫∞
−∞ g(u)du = 1 y ĺım

ε→0+
ε−1

∫ b
a g(x/ε)dx = ĺım

ε→0+

∫ b/ε
a/ε g(u)du =

{1 a<0<b
0 a<b<0 o 0<a<b. Por lo tanto, si|f(x)| ≤ M ∀x y ab > 0, ĺım

ε→0+
ε−1|

∫ b
a g(x/ε)f(x)dx| ≤

M ĺım
ε→0+

ε−1
∫ b
a g(x/ε)dx = 0. De este modo, sit > 0 y f es continua y acotada,

If ≡ ĺım
ε→0+

ε−1

∫ ∞

−∞
g(x/ε)f(x)dx = ĺım

ε→0+
ε−1

∫ t

−t
g(x/ε)f(x)dx

Si mt ≤ f(x) ≤ Mt parax ∈ [−t, t] ⇒ mt ≤ If ≤ Mt ∀t > 0, pero por continuidad def ,
ĺım
t→0+

Mt = ĺım
t→0+

mt = f(0), por lo queIf = f(0).

Ejemplos muy utilizados son (137) y también

δ(x) = − 1

π
ĺım
ε→0+

Im[
1

x+ iε
] =

1

π
ĺım
ε→0+

ε

x2 + ε2
(139)

δ(x) =
1

π
ĺım
ε→0+

ε
sin2(x/ε)

x2
(140)
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que corresponden ag(x) = 1
π(1+x2)

y g(x) = sin2(x)
πx2 . No obstante, existen también fun-

cionesg(x) no siempre positivas que satisfacenĺım
ε→0+

ε−1g(x/ε) = δ(x). Por ejemplo la

fórmula de Dirichlet,

ĺım
ε→0+

1

π

∫ ∞

−∞
f(x)

sin(x/ε)

x
dx = f(0)

corresponde ag(x) = sin(x)/(πx) e implica

ĺım
ε→0+

sin(x/ε)

πx
= δ(x)

aún cuandoĺım
ε→0+

sin(x/ε)/x es no nulo (no existe) parax 6= 0 (sólo es nulo el promedio:

ĺım
ε→0+

1
εt

∫ x0+t

x0−t
g(x/ε)dx = 0 si 0 < t < |x0|).

2) Propiedades b́asicas de la delta.

La composicíon deδ(x) con otras funciones se define de modo tal que se sigan cum-
pliendo las reglas usuales de integración. Por ejemplo,

∫ ∞

−∞
δ(x− x0)f(x)dx =

∫ ∞

−∞
δ(u)f(u+ x0)du = f(x0) (141)

Asimismo, sia 6= 0,
∫ ∞

−∞
δ(ax)f(x)dx =

1

|a|

∫ ∞

−∞
δ(u)f(

u

a
)du =

1

|a|f(0)

por lo que

δ(ax) =
1

|a|δ(x) , a 6= 0 (142)

En particular,δ(−x) = δ(x).
Para una función invertible y derivableg(x) que posee una sóla ráız x1 (g(x1) = 0),

cong′(x1) 6= 0, obtenemos
∫ ∞

−∞
δ(g(x))f(x)dx =

∫ r+

r−

δ(u)
f(g−1(u))

|g′(g−1(u))|du =
f(x1)

|g′(x1)|

donde(r−, r+) ⊂ en la imageng(ℜ), conr±>
<0 y g−1(0) = x1. Por lo tanto, en este caso,

δ(g(x)) =
δ(x− x1)

|g′(x1)|
(143)

En general, para una funcióng(x) derivable con ráıces aisladasxn y g′(xn) 6= 0 tenemos

δ(g(x)) =
∑

n

δ(x− xn)

|g′(xn)|
(144)
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Sin embargoδ(x2) y en general,δ(xn),n > 1, no est́an definidas para funciones de prueba
arbitrarias. Tampoco lo está el productoδ(x)δ(x) = [δ(x)]2. Notemos también que sig(x)
es una funcíon de prueba,

g(x)δ(x) = g(0)δ(x) (145)

Derivadas deδ(x). Si queremos que se siga cumpliendo la integración por partes, po-
demos definir también la derivadaδ′(x) t.q. (recordar quef se anula fuera de un intervalo
finito)

∫ ∞

−∞
δ′(x)f(x)dx = −

∫ ∞

−∞
δ(x)f ′(x)dx = −f ′(0)

y en general, la derivada enésimaδ(n)(x) t.q.
∫ ∞

−∞
δ(n)(x)f(x)dx = (−1)nf (n)(0)

De este modo,

f ′(x0) = −
∫ ∞

−∞
δ′(x− x0)f(x)dx (146)

f (n)(x0) = (−1)n
∫ ∞

−∞
δ(n)(x− x0)f(x)dx (147)

Notemos tambíen que sia 6= 0,

δ(n)(ax) =
1

an|a|δ
(n)(x)

En particular,δ(n)(−x) = (−1)nδ(n)(x).
Se deja al lector probar que:

g(x)δ′(x) = g(0)δ′(x)− g′(0)δ(x),
[δ(x)g(x)]′ = δ′(x)g(x) + δ(x)g′(x) = g(0)δ′(x),
[δ(g(x))]′ = δ′(g(x))g′(x).

3) Función de Heaviside.

Consideremos la función “escaĺon”

H(x) =

{

1 x ≥ 0
0 x < 0

(148)

Mostraremos que efectivamenteH ′(x) = δ(x) (lo que es intuitivamente razonable) de
modo queH(x) representa la “primitiva” deδ(x), al menos en forma simbólica. En efecto,
para una funcíon de pruebaf(x), obtenemos, integrando por partes,

∫ ∞

−∞
H ′(x)f(x)dx = −

∫ ∞

−∞
H(x)f ′(x)dx = −

∫ ∞

0

f ′(x)dx = f(0)
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de modo que
H ′(x) = δ(x)

MedianteH(x) podemos escribir una integral en un intervalo finito como unaintegral en
toda la recta, donde los lı́mites quedan determinados por el integrando:

∫ b

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

−∞
H(b− x)f(x)dx

∫ b

a

f(x)dx =

∫ ∞

−∞
[H(b− x)−H(a− x)]f(x)dx

4) Tratamiento formal. Teorı́a de distribuciones

Consideremos primero un espacioV de vectores de dimensión finita, tal comoRn.
Podemos definir una forma o funcional lineal como una funciónL : V → ℜ que asigna a
cada vector~u ∈ V un ńumero realL(~u) y que satisface

L(c1~u1 + c2~u2) = c1L(~u1) + c2L(~u2)

Puede mostrarse que∃ un único vector~l t.q.

L(~u) = (~l, ~u)

∀ ~u ∈ V , donde(~l, ~u) denota elproducto internode dos vectores ((~u, ~u) ≥ 0, con(~u, ~u) =
0 sólo si~u = ~0, (~v, ~u) = (~u,~v)∗, (c1~v1 + c2~v2, ~u) = c∗1(~v1, ~u) + c∗2(~v2, ~u)). Por ej., enRn,
podemos considerar(~v, ~u) = ~v · ~u (producto escalar) y enCn, (~v, ~u) = ~v∗ · ~u.

Expandiendo~u en una baseortonormalde vectores~vi, i = 1, . . . , n, t.q.(~vi, ~vj) = δij,

tenemos~u =
n
∑

i=1

ci~vi y

L(~u) =
∑

i

ciL(~vi) =
∑

i

cili = (~l, ~u)

dondeli = L(~vi) y ~l =
∑

i l
∗
i~vi. De modo que toda forma linealL en un espacio de dim.

finita con producto interno puede ser identificada con un vector~l del espacio.
En espacios de dimensión infinita, tal identificacíon no es siempre posible. Conside-

remos por ej. el espacio de funciones “de prueba”D formado por funciones realesf(x)
que poseen derivadas de cualquier orden y se anulan fuera de un intervalo finito. Podemos
definir el producto interno

(g, f) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx

Consideremos ahora el funcional linealL que asigna a cada función un ńumero real, con

L[c2f1 + c2f2] = c1L[f1] + c2L[f2]
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dondec1 y c2 son constantes. Para toda función g(x) ∈ D podemos asociar el funcional
linealLg, tal que

Lg[f ] =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx

Pero podemos también definir el funcionalδ t.q.

δ[f ] = f(0)

aunque es obvio queno existeg ∈ D que satisfaga
∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx = f(0)

∀ f ∈ D. El espacio de funcionales es pues “más grande” que el de las funcionesf .
No obstante, por comodidad podemos introducir el sı́mbolo δ(x) asociado al funcional
anterior, t.q.

δ[f ] =

∫ ∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0)

Sedefinela derivada deL como

L′[f ] = −L[f ′]

para que se siga cumpliendo formalmente la integración por partes. De esta forma,

Lg′ [f ] =

∫ ∞

−∞
g′(x)f(x)dx = −

∫ ∞

−∞
g(x)f ′(x)dx = L′

g[f ]

y en particular,
δ′[f ] = −δ[f ′] = −f ′(0)

La funcional de Heaviside se define como

H[f ] =

∫ ∞

0

f(x)dx

que corresponde ag(x) = H(x), con

H ′[f ] = −H[f ′] = −
∫ ∞

0

f ′(x)dx = f(0)

Por lo tanto,H ′ = δ.
Por ejemplo, puede demostrar el lector que, considerando a|x| una distribucíon,

d|x|
dx

= H(x)−H(−x),
d2|x|
dx2

= 2δ(x)

Las distribuciones son funcionales lineales continuas sobre D. La continuidad significa
que sifn(x) es una sucesión de funcionest.q. paran → ∞ fn y sus derivadas tienden a 0
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uniformemente⇒ L[fn] → 0. Las distribuciones forman pues unespacio vectorial(de-
nominado el espaciodual deD). Para un espacio finito el dual es equivalente al espacio,
pero esto no es necesariamente válido para un espacio de dimensión infinita.

Se dice que una distribución L se anula en un intervaloI si L[f ] = 0 ∀ f que sea
no nula śolamente enI. En tal caso,L[f ] no dependerá de los valores que tomef enI.
Con esta definición, podemos decir queδ(x) = 0 ∀ x 6= 0 y queH(x) = 0 si x < 0. El
soportede una distribucíon es el conjunto cerrado de puntos dondeL no se anula (o sea, el
conjunto cerrado ḿas chico fuera del cualL se anula). De esta forma, el soporte deδ(x) es
el puntox = 0 mientras que el soporte deH(x) es el semiejex ≥ 0. El soporte singular
de una distribucíonLg es el conjunto cerrado ḿas chico fuera del cualL es equivalente
a una funcíon g(x) derivable a cualquier orden. El soporte singular deδ(x) (y tambíen
H(x)) es pues el puntox = 0.

I.2.7. Matriz de Green como distribución.

Podemos ahora volver a la definición de nuestra matriz de Green en la ecuación (88),
y escribirla como distribución

G(t, t′) ≡ K(t, t′)H(t− t′)

donde
K(t, t′) = U(t)U−1(t′)

y U(t) es una matriz fundamental del sistema.
En el caso del sistema lineal den ecuaciones,

d~u

dt
− A(t)~u = ~f(t), (149)

es decir,

L[~u(t)] = ~f(t), L = I
d

dt
− A(t) ,

con~u, ~f den× 1 y A den× n,
Dado queK(t, t′) = 0 es solucíon de la ecuación homoǵenea,G(t, t′) satisface

L[G(t, t′)] = Iδ(t− t′)

dondeI es la identidad den×n, conG(t, t′) = 0 parat → t′−. La solucíon de (149) para
~u(t0) = ~0 y t0 → −∞ puede entonces escribirse como

~u(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, t′)~f(t′)dt′

En particular, si~f(t) = ~f0δ(t− t′), con ~f0 constante,

~u(t) = G(t, t′)~f0
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es decir,
ui(t) =

∑

j

Gij(t, t
′)f0j

El elemento de matrizGij(t, t
′) representa pues el efecto en el tiempot en la componente

i de una fuente puntual actuando en el tiempot′ en la componentej. Como

ĺım
t→t′+

G(t, t′) = I

parat > t′ la columnaj deG(t, t′) es la solucíon del sistemahomoǵeneocon la condicíon
inicial ui(t

′) = δij. Esto puede utilizarse para hallarG(t, t′).
Matriz constante. SiA(t) = A, constante⇒U(t) = exp[At]U0 yK(t, t′) = exp[A(t−

t′)], por lo que
G(t, t′) = exp[A(t− t′)]H(t− t′)

Es en este caso una función det− t′ debido a la invariancia de la ec. homogénea frente a
traslaciones temporales, y se la escribe comoG(t− t′).

I.2.8. Función de Green para ecuaciones diferenciales lineales de or-
denn

Consideremos primero el caso particular de unaúnica ecuacíon lineal inhomoǵenea
de primer orden

du

dt
− a(t)u = f(t)

es decir,
L[u(t)] = f(t) (150)

conL = d
dt
− a(t) un operador lineal. Hemos visto que la solución parau(t0) = u0 es

u(t) = K(t, t0)u0 +

∫ t

t0

K(t, s)f(s)ds (151)

con

K(t, t′) = exp[

∫ t

t′
a(s)ds] = uh(t)/uh(t

′)

y uh(t) = exp[
∫

a(t)dt] una solucíon arbitraria de la ec. homogénea. Consideremos ahora
el caso en quet0 → −∞, conu0 = 0, y

f(t) = δ(t− t′)

Obtenemos, sit 6= t′,

u(t) =

∫ t

−∞
K(t, s)δ(s− t′)ds =

{

K(t, t′) t > t′

0 t < t′
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La solucíon anterior esla función de Green causaldel problema y se la define∀t en la
forma

G(t, t′) ≡ K(t, t′)H(t− t′) (152)

La función de Green desempeña un papel central en la descripción mateḿatica de feńome-
nos f́ısicos, y se la denomina a veces también funcíon respuesta. La ec. (152) representa
la respuesta del sistema ent frente a una fuente puntual actuando ent′, estando el sistema
en reposo parat < t′. Debe considerársela como unadistribución. Queda definida por la
ec.

L[G(t, t′)] = δ(t− t′) (153)

y la condicíon inicialG(t, t′) = 0 si t → t′−. Puede verificarse que la ec. (152) satisface
(153), tanto por derivación de la distribucíon K(t, t′)H(t − t′) como por aplicacíon del
primer miembro de (153) a una función de prueba arbitraria. Se dejan los detalles para
el lector. Parat > t′, G(t, t′) es la solucíon de la ec.homoǵeneacon la condicíon ini-
cial ĺımt→t′+ G(t, t′) = K(t′, t′) = 1. Recordemos también que, a diferencia deG(t, t′),
K(t, t′) es solucíon del sistema homogéneo:L[K(t, t′)] = 0 ∀ t.

La solucíon de (193) con la condición inicial u0 = 0 t0 = −∞ puede entonces
escribirse como

u(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, t′)f(t′)dt′ (154)

done el ĺımite superior puede extenderse hasta∞ ya queG(t, t′) es nula parat′ > t. Dado
que

f(t) =

∫ ∞

−∞
f(t′)δ(t− t′)dt′

la ec. (154) puede interpretarse como la suma de las soluciones particulares para cada
uno de los t́erminosf(t′)δ(t− t′). Utilizando (153) puede verificarse inmediatamente que
L[u(t)] =

∫∞
−∞ δ(t− t′)f(t′)dt′ = f(t).

El operador linealG definido por

G[f(t)] =

∫ ∞

−∞
G(t, t′)f(t′)dt′

desempẽna entonces el papel deinversadel operadorL, ya queL[G[f(t)]] = f(t) ∀
función de pruebaf(t). Notemos que si nos restringimos a soluciones que cumplen
u(t0) = 0, con t0 = −∞, la solucíon dada por (154) es láunica solucíon de (193).
Notemos tambíen que la aplicación deL a una funcíon de pruebau(t) puede escribirse
en forma similar en t́erminos de una distribuciónL(t, t′): L[u(t)] =

∫∞
−∞ L(t, t′)u(t′)dt′,

conL(t, t′) = δ′(t− t′)− a(t)δ(t− t′).
Si a(t) depende det, el operadorL no es invariante frente a traslaciones temporales

por lo queG(t, t′) dependeŕa en general det y t′ y no śolo det− t′. Por ej. sia(t) = −2t,
G(t, t′) = e−(t+t′)(t−t′)H(t− t′). En cambio, sia(t) = a, constante, L es invariante frente
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a traslaciones en el tiempo, por lo queG(t, t′) dependeŕa śolo de ladiferenciat − t′. En
este caso,

G(t, t′) = ea(t−t′)H(t− t′)

y se la escribe normalmente comoG(t− t′).
Mencionemos finalmente que la solución general (151) puede escribirse parat > t0

tambíen como

u(t) = G(t, t0)u0 +

∫ ∞

t0

G(t, t′)f(t′)dt′, t > t0

Caso General: Ecuacíon diferencial Lineal de ordenn

Consideremos la ec. lineal de ordenn general

dnu

dtn
+an−1(t)

dn−1u

dtn−1
+. . .+a1(t)

du

dt
+ a0(t)u = f(t) (155)

que puede escribirse como
du

dt
− A(t)~u = f(t) ,

con

u =









u
du/dt
. . .

dn−1u/dtn−1









, f(t) =









0
0
. . .
f(t)









, (156)

A(t) =









0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

. . . 1
−a0(t) −a1(t) . . . −an−1(t)









(157)

Consideraremosai(t) y f(t) continuas en un intervalo cerradoI, en el cual se aplicacarán
las consideraciones siguientes.

Comof(t) aparece en láultima fila en (156), y śolo nos interesa conoceru(t), bas-
taŕa con evaluar el elemento

g(t, t′) = G1n(t, t
′)

de la matriz de Green, que satisface la ec.

dng

dtn
+an−1(t)

dn−1g

dtn−1
+. . .+a1(t)

dg

dt
+a0(t)g = δ(t−t′) (158)

con g(t, t′) = 0 si t < t′, y que parat > t′ es la solucíon de la ec.homoǵeneacon la
condicíon inicial

g(t′, t′) = 0,
dg

dt
|t=t′ = 0, . . .

dn−2g

dtn−2
|t=t′ = 0,

dn−1g

dtn−1
|t=t′ = 1,
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(recordemos queĺım
t→t′+

G(t′, t′) = I). Tantog como las derivadasd
k

dtk
g(t, t′) parak =

1, . . . , n−2, son pues continuas ent = t′. Sólo la derivada de ordenn−1 es discontinua,
lo que asegura que se satisfaga (158).

Si tantou como sus derivadas se anulan parat = t0, y t0 → −∞, la solucíon de la ec.
inhomoǵenea (155) es

u(t) =

∫ ∞

−∞
g(t, t′)f(t′)dt′

Si f(t) = 0 parat ≤ 0, u(t) =
∫∞
0

g(t, t′)f(t′)dt′.
En el caso de coeficientes constantes,

g(t, t′) = g(t− t′), con g(t) = {exp[At]}1nH(t) = un(t)H(t)

dondeun(t) es la solucíon de la ec. homoǵenea con la condición inicial u(k)
n (0) = 0,

k = 0, . . . , n− 2, u(n−1)
n (0) = 1.

Ejemplos

1) Ec. lineal de orden 2 con coeficientes constantes:

d2u

dt2
+ 2a

du

dt
+ bu = f(t) (159)

Las ráıces de la ec. caracterı́stica

P (λ) = λ2 + 2aλ+ b = 0

sonλ± = −a ± r, con r =
√
a2 − b. La solucíon general de la ec. homogénea es, si

λ+ 6= λ−
uh(t) = c+e

λ+t + c−e
λ−t

y la solucíon parau(0) = u0, v(0) = v0 es

uh(t) = e−at[u0 cosh(rt)+
v0+au0

r
sinh(rt)] (160)

La función de Green se obtiene reemplazandou0 = 0, v0 = 1 y multiplicando porH(t):

g(t) =
1

r
e−at sinh(rt)H(t) (161)

y satisface
d2g

dt2
+ 2a

dg

dt
+ bg = δ(t)

Si r = 0 (λ+ = λ−) la solucíon de la ec. homoǵenea parau(0) = 0, v(0) = 1 es
uh(t) = e−att y entonces

g(t) = e−attH(t) (162)
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resultado que puede obtenerse directamente de (161) tomando el ĺımite r → 0.
Si f(t) = 0 parat < 0 y el sistema está en reposo hastat = 0, la solucíon de (159)

parat > 0 es pues

u(t) =
1

r

∫ t

0

e−a(t−t′) sinh[r(t−t′)]f(t′)dt′ (163)

Como ejemplo f́ısico, podemos considerar la ec. de movimiento clásica de una partı́cu-
la de masam colgada de un resorte en un medio viscoso, en presencia de unafuerzaF (t):

m
d2u

dt2
+ γ

du

dt
+ ku = F (t)

dondeγ > 0 es el coeficiente de rozamiento dinámico,k > 0 la constante del resorte yu
la coordenada vertical medida desde la posición de equilibrio (el peso−mg que aparecerı́a
en el lado derecho se cancela al efectuar la traslaciónu → u−mg/k, dondemg/k es la
posicíon de equilibrio; en forma análoga podemos también cancelar el promediōF (t) en
un cierto tiempo). Esta ecuación corresponde a

a =
γ

2m
, b =

k

m
, f(t) =

F (t)

m

Si a2 > b (γ2 > 4mk) ⇒ r es real yg(t) es una combinación de decaimientos exponen-
ciales (comor < a, a± r son positivos).

Si a2 = b (γ2 = 4mk) ⇒ r = 0 y obtenemos el resultado (162).
Finalmente, sia2 < b (γ2 < 4mk) ⇒ r es imaginario:r = iω, conω =

√
b− a2 real,

y

g(t) =
1

ω
e−at sin(ωt)H(t)

que representa un movimiento oscilatorio amortiguado parat > 0.
Notemos tambíen que sia = 0 (roce nulo),

g(t) =
1

ω
sin(ωt)H(t)

representa un movimiento oscilatorio armónico parat > 0, conω =
√
b, mientras que si

a = b = 0,
g(t) = tH(t)

que representa un movimiento uniforme parat > 0. Este caso corresponde a la ec.

d2u

dt2
= f(t)

y su solucíon parat > 0 y u(0) = u′(0) = 0 es entonces

u(t) =

∫ t

0

(t− t′)f(t′)dt′
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que equivale, tras una integración por partes, a

u(t) =

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

f(t′′)dt′′

2) Ec. lineal de ordenn con coeficientes constantes:
La ec. caracterı́stica es

P (λ) = λn+an−1λ
n−1+. . .+a1λ+a0 = 0

Si P poseen ráıcesλk distintas, la solucíon general de la ec. homogénea es

uh(t) =
n

∑

k=1

cke
λkt

Construyendo la solución particular parau(i)(0) = 0 si i = 0, . . . , n−2, conu(n−1)(0) = 1,
puede mostrarse que

g(t) =
n

∑

k=1

eλkt

P ′(λk)
H(t) (164)

ComoP (λ) =
∏n

k=1(λ − λk), P ′(λk) =
∏

j 6=k(λk − λj). Por ejemplo, paran = 2
obtenemos

g(t) =
eλ1t − eλ2t

λ1 − λ2

H(t)

Reemplazadoλ1
2
= a± r, se obtiene la ec. (161).

Si existen ráıces con multiplicidad> 1, g(t, t′) puede obtenerse como lı́mite del re-
sultado (164).

Ejemplos importantes de ec. inhomogéneas
Oscilador armnico de frecuencia propiaω0 sujeto a fuerza externa de frecuenciaω: Visto
en detalle en clase.
3)

du

dt
− au = f0e

λtH(t) (165)

La solucíon parat > 0 y u(0) = 0, es, sia 6= λ,

u(t) = f0

∫ t

0

ea(t−t′)eλt
′

dt′ = f0
eλt − eat

λ− a
(166)

El primer t́erminoup(t) =
f0
λ−a

eλt es una solución particular de la ec. inhomogénea que
puede obtenerse directamente reemplazandoup(t) = ceλt en (165), lo que conduce a
c = f0/(λ−a). El segundo t́erminouh(t) = − f0

λ−a
eat es una solución de la ec. homoǵenea

ajustada para queu(0) = 0. Si la ec. homoǵenea describe un decaimiento⇒ a < 0, en
cuyo casouh(t) es un t́ermino “transitorio” que se “apaga” al aumentart.
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Si λ → a en (166) obtenemos como lı́mite

u(t) = f0e
att (167)

resultado que puede obtenerse directamente de la integral en (166) paraλ = a. Notemos
la depencia lineal cont.

El resultado (166) es válido para cualquierλ 6= a, en particularλ = iω, conω real, que
corresponde al caso de una fuerza periódica sinusoidal. Sia y f0 son reales, la parte real de
(166) es la solución paraf(t) = f0 cos(ωt) y la parte imaginaria paraf(t) = f0 sin(ωt).
Vemos de (166) que la solución particular oscilaŕa con lamismafrecuencia externa pero
con una amplitudf0/(iω−a) que depende de la frecuencia, y que tiende a 0 paraω → ∞.

Por ej., en un circuito con inducciónL, resistenciaR y potencialV (t), la corrienteI
satisface la ec.

L
dI

dt
+RI = V (t)

que corresponde aa = −R/L, f(t) = V (t)/L. El casoλ = iω corresponde a un circuito
con corriente alternaV (t) = V0e

iωt.

4)
d~u

dt
− A~u = ~f0e

λtH(t) (168)

con~u, ~f0 den× 1, A den× n. Si ~u(0) = ~0, la solucíon parat > 0 es

~u(t) =

∫ t

0

exp[A(t− t′)]~f0e
λt′dt′ = ~up(t) + ~uh(t) (169)

donde~up(t) es una solución particular de la ec. inhomogénea y~uh(t) = exp[At]~u0 una
solucíon de la ec. homoǵenea que ajusta la condición inicial. Siλ no coincide con ninǵun
autovalorλk deA, ~up(t) seŕa de la forma

~up(t) = ~ceλt

Reemplazando en (168) se obtiene

(λI − A)~ceλt = ~f0e
λt

de donde
~c = (λI − A)−1 ~f0

Por lo tanto,~uh(t) = − exp[At]~c y

~u(t) = (eλtI − exp[At])(λI − A)−1 ~f0, λ 6= λk (170)

Paraλ = iω 6= λk, obtenemos el conocido e importante resultado que la solución parti-
cular de (169) tendrá lamismafrecuencia que el término inhomoǵeneo, con una amplitud
dependiente de la frecuencia.
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En cambio, siλ coincide con un autovalorλk de multiplicidadnk, (λI − A) no es
invertible y la solucíon anterior no es v́alida en general.~up(t) contendŕa t́erminos de la
formaeλkttm, conm ≤ nk, y puede hallarse evaluando (169) en una base conveniente o
bien tomando el lı́mite de (170). Por ejemplo, sink = 1, ~up(t) seŕa de la forma

~up(t) = (~c+ α~vkt)e
λkt

dondeA~vk = λk~vk. Reemplazando en (169) obtenemos

(λkI − A)~c+ α~vk = ~f0

de donde puede obtenerse~c eligiendoα t.q. ~f0 − α~vk sea ortogonal a~vk.

5)
d2u

dt2
+ 2a

du

dt
+ bu = f0e

λtH(t) (171)

La solucíon parat > 0 y u(0) = 0, u′(0) = 0, es

u(t) = f0

∫ t

0

g(t− t′)eλt
′

dt′ = up(t) + uh(t) (172)

Siλ no es ráız de la ec. caracterı́stica, es decir,λ 6= λ±, conλ± = −a±r, y r =
√
a2 − b,

obtenemos, parar 6= 0,

up(t) =
f0e

λt

(λ−λ+)(λ−λ−)
=

f0e
λt

λ2+2aλ+b
(173)

uh(t) =
−f0e

−at[cosh[rt]+(λ+a) sinh[rt]]/r

(λ−λ+)(λ−λ−)

Nuevamenteup(t) es una solución particular que puede obtenerse reemplazandoup(t) =
ceλt en (228) yuh(t) una solucíon de la ec. homoǵenea ajustada t.q.u(0) = 0.

Si λ → λ± = −a± r (“resonancia”)⇒

up(t) = ±f0e
λ±tt

2r
, uh(t) = ∓f0e

−at sinh[rt]

2r2
(174)

que pueden obtenerse como lı́mite del resultado anterior o por integración de (172). Si
a = 0 y r = iω, conω real, tenemos el caso propiamente resonante, en el que la amplitud
de la oscilacíon resultante es proporcional at.

Si r → 0 (ráız doble) yλ 6= −a,

up(t) =
f0e

λt

(λ+a)2
, uh(t) =

−f0e
−at[1 + (a+ λ)t]

(λ+a)2

Finalmente, sir → 0 y λ → −a,

up(t) =
1

2
f0e

−att2, uh(t) = 0

Mencionemos finalmente que para una fuerzaf(t) = f0t
n, conλ± 6= 0, up(t) seŕa un

polinomio de gradon mientras que si una raı́z es nula (por ej.λ− = 0), up(t) seŕa un
polinomio de gradon+ 1.
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I.3. Problemas con condiciones de contorno: el problema
de Sturm-Liouville

I.3.1. Generalidades

Hasta ahora hemos visto ecuaciones diferenciales con condicionesiniciales. Para una
ecuacíon lineal ordinaria de segundo orden, las que las constantesde integracíon se de-
terminaban a partir de los valores de la función inćognita y su derivada primera en un
instante inicialt = t0. Comenzaremos a estudiar en esta clase problemas de segundo or-
den en los cuales las constantes de integración quedan determinadas, no por condiciones
iniciales, sino porcondiciones de contorno. En tales problemas, el rango de variación de
la variable (que representará usualmente una posición) est́a restringido a un cierto inter-
valo y las constantes de integración se determinan a partir de los valores de la función
incógnita y/o su derivada en los puntos extremos del intervalo.

Tomemos una ecuación lineal de segundo orden general

d2u

dx2
+ A(x)

du

dx
+ B(x)u = F (x) (175)

dondeA(x), B(x) y F (x) son continuas. Tal ecuación es equivalente a

− d

dx
[p(x)

du

dx
] + q(x)u = f(x) (176)

dondef(x) = −p(x)F (x), q(x) = −p(x)B(x) y

p(x) = e
∫
A(x)dx

es una funcíon positiva.
En efecto, comop′(x) = A(x)p(x), se tiene(pu′)′ = pu′′ + p′u′ = p(u′′ + a1u

′),
reducíendose (176) a la ec. (175) multiplicada por−p(x).

La ec. (176) se denomina ec. deSturm-Liouvilleinhomoǵenea (la correspondiente
ecuacíon homoǵenea se obtiene paraf(x) ≡ 0) y se escribe usualmente como

L[u(x)] = f(x) (177)

donde

L = − d

dx
[p(x)

d

dx
] + q(x)

es el operador lineal de Sturm-Liouville. Tal operador actúa sobre funcionesu(x) de-
finidas en un dado intervalo real,a ≤ x ≤ b, y sólo queda completamente definido cuando
se especifican los valores de la función inćognita, su derivada primera, o combinaciones
lineales de ellas en los extremos (a, b) del intervalo. Tales condiciones se conocen como
condiciones de contorno, y las funciones que las satisfacenconstituyen eldominio del
operador de Sturm-Liouville.
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Problemas de este tipo aparecen frecuentemente en ecuaciones con derivadas parciales
al aplicar el ḿetodo de separación de variables, como veremos en las próximas clases.

Cabe insistir aqúı en que estudiaremos primero el caso en quep(x) esno nuloen[a, b].
Más adelante, analizaremos el caso en quep(x) se anula en uno o ambos extremos, que
conduce al estudio de las llamadas funciones especiales.

I.3.2. Tipos de condiciones de contorno

Ejemplo 1:Consideraremos primero la ec. (177) en un intervalo finito[a, b], con las
condiciones de contorno conocidas como condiciones deDirichlet homoǵeneas,

u(a) = u(b) = 0 (178)

El primer punto importante a analizar es la existencia 0 no desoluciones no triviales
u(x) 6= 0 de la ecuacíonhomoǵeneaL[u] = 0, que satisfaga las condiciones (220). Como
veremos, la no existencia de tales soluciones (también llamadas modos cero) es condición
necesaria y suficiente para que la ecuación inhomoǵenea tenga soluciónúnica, v́ıa funcíon
de Green.

Por ejemplo, si

L = − d2

dx2

(p(x) = 1, q(x) = 0), la solucíon general de la ec. homogéneaL[u] = 0 esu(x) =
cx + d. Si u(a) = u(b) = 0 ⇒ c = d = 0. La ecuacíon homoǵenea śolo admite, pues, la
solucíon trivial.

Ejemplo 2:Como segundo ejemplo, si

L = − d2

dx2
− k2

la ec.L[u] = 0 posee la solución
u(x) = ceikx + de−ikx, que
podemos escribir como

u(x) = c′ sin(k(x− a)) + d′ cos(k(x− a))

Si u(a) = 0 ⇒ d′ = 0, y
la condicíonu(b) = 0 implica

c′ sin[k(b− a)] = 0

que posee una solución no trivial (c′ 6= 0) si y śolo si

k(b− a) = nπ , n ∈ Z

En caso contrarioc′ = 0 y la única solucíon esu(x) ≡ 0.
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Las condiciones de contorno (3) no son más que un caso muy particular. En general,
las condiciones de contorno que definen el dominio de un operador de Sturm-Liouville
pueden ser de dos tipos:locales o separadaso no locales. Se llama condiciones locales
a aqúellas que establecen una relación entre la funcíon inćognita y su derivada en cada
borde por separado. Entreéstas, las usualmente consideradas son las llamadas condiciones
de contorno de Cauchy, o de Robin homogéneas:

cau(a) + dau
′(a) = 0, cbu(b) + dbu

′(b) = 0 (179)

Si da = db = 0, estas se reducen a las deDirichlet homoǵeneas mientras que, sica =
cb = 0, se obtienen las condiciones deNeumannhomoǵeneas,u′(a) = u′(b) = 0. Por
supuesto, puede tenerse tambiénda = cb = 0, en cuyo caso se obtienen las condiciones
mixtasu(a) = 0, u′(b) = 0 (Dirichlet en un extremo y Neumann en el otro). En general,
la condicíon impuesta en un extremo es independiente de la impuesta en el otro.

Notemos que el conjunto de funciones que satisfacen condiciones de contorno del tipo
(179) forman un espacio vectorial (siu1 y u2 las satisfacen⇒ c1u1+ c2u2 tambíen las sa-
tisface). No ocurre lo mismo para condiciones de contorno nohomoǵeneas (combinación
lineal deu y su derivada igualada a una constante distinta de cero).

Las condiciones de contornono locales, en cambio, establecen una relación entre el
valor que toman la función inćognita y su derivada en uno y otro borde. Tı́picos ejemplos
de condiciones de contorno no locales son las condicionesperiódicas

u(a) = u(b), p(a)u′(a) = p(b)u′(b) (180)

y antiperiódicas

u(a) = −u(b), p(a)u′(a) = −p(b)u′(b) . (181)

I.3.3. Carácter autoadjunto del operador

Una propiedad fundamental del operadorL con las condiciones de contorno
(179), (220) o (181) es que resultaautoadjunto:

Teorema I.3.1 Siu y v son dos funciones reales que satifacen alguna de las condiciones
de contorno (179), (220) o (181), entonces se cumple

(v, L[u]) = (L[v], u) (182)

donde(v, u) denota el producto interno usual

(v, u) =

∫ b

a

v(x)u(x)dx

(hemos supuestou, v reales).
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Demostracíon: En efecto, integrando por partes obtenemos

(v, L[u])− (L[v], u) =

∫ b

a

[v(pu′)′ − u(pv′)′]dx

=

∫ b

a

[(vpu′)′ − (upv′)′]dx

= p[vu′ − uv′]|ba = pW (v, u)|ba = 0 (183)

para las condiciones (179), (220) o (181). En efecto, es fácil verificar que el Wronskiano
W (u, v) se anula independientemente en cada extremo para funcionesque satisfacen
condiciones de contorno de Cauchy, y que la contribución de un extremo se cancela con
la del otro extremo para funciones que satisfacen condiciones de contorno periódicas o
antiperiódicas.

�

Notemos que la noción de operador autoadjunto sobre un espacio de funciones es ex-
tensíon natural de la definición de matriz autoadjunta. En efecto, en el caso de vectores~u
deRn y operadores lineales representados por matricesA reales den×n, con el producto
interno usual(~v, ~u) = ~v · ~u =

∑n
i=1 viui, A se define autoadjunto si(~v, A~u) = (A~v, ~u) ∀

~u, ~v ∈ Rn, o sea, si
∑

i,j viAijuj =
∑

i,j uiAijvj. Esto implicaAij = Aji ∀ i, j, es decir,
Atr = A. Los operadores lineales reales autoadjuntos enRn son, pues, representados por
matricesA simétricas.

Como veremos a continuación, el caŕacter autoadjunto del operador tiene consecuen-
cias muy importantes: La función de Green asociada, si existe, resulta simétrica y se
satisface, por lo tanto, el principio de reciprocidad (ver seccíon I.3.4). Por otra parte, el
operador tiene un conjunto completo de autofunciones, que son una base del espacio vec-
torial de funciones en el dominio (ver sección I.3.6).

I.3.4. Función de Green para condiciones de Cauchy. Solución del
problema inhomoǵeneo

Consideremos ahora la ec. inhomogénea (177). Como en los problemas de condicio-
nes iniciales, la herramienta general de resolución seŕa la funcíon de GreenG(x, x′) del
operadorL con la condicíon de contorno (179).

Se define dicha función de Green como la solución de la ecuación (el sub́ındice en el
operador indica que el mismo actúa sobre el primer argumento de la función de Green)

Lx[G(x, x′)] = δ(x− x′) (184)
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(dondea < x, x′ < b) que satisface, en su primera variable, las condiciones de con-
torno (179), es decir

caG(a, x′) + da
dG

dx
(x = a, x′) = 0,

cbG(b, x′) + db
dG

dx
(x = b, x′) = 0 . (185)

Probaremos a continuación que:

Teorema I.3.2 i) dicha solucíon existe y eśunica si y śolo si la única solucíon de la
ecuacíon homoǵeneaL[u(x)] = 0 con la condicíon de contorno (179) es la solución
trivial u(x) = 0 ∀ x ∈ [a, b] (no existen modos cero) y

ii) en tal caso existe unáunica solucíon de la ecuacíon inhomoǵenea (177) con la
condicíon de contorno (179), dada por la convolución:

u(x) =

∫ b

a

G(x, x′)f(x′)dx′ (186)

Demostracíon:
Probaremos primero ii). Resulta claro que, siG(x, x′) existe,
(186) es solucíon de (177) pues

L[u(x)] =

∫ b

a

Lx[G(x, x′)]f(x′)dx′ =

∫ b

a

δ(x− x′)f(x′)dx′ = f(x) ,

donde hemos usado, primero, queL actúa sobre la primera variable, no afectada por
la integral; luego, hemos usado la ecuación diferencial que define a la función de Green
y, finalmente, la definición de la distribucíon delta de Dirac.

Adeḿas, u cumple la condicíon de contorno (3) puesG la cumple en su primera
variable, no afectada por la convolución. En efecto

cau(a) + dau
′(a) =

∫ b

a

caG(a, x′) + da
dG

dx
(x = a, x′)f(x′)dx′ = 0

cbu(b) + dbu
′(b) =

∫ b

a

cbG(b, x′) + db
dG

dx
(x = b, x′)f(x′)dx′ = 0

Hemos mostrado, entonces, que (186) es solución.
La unicidad de esta solución surge, por el absurdo, una vez probado i). En efecto, si

existenv1 y v2 t.q.L[vi(x)] = f(x), i = 1, 2, satisfaciendo ambas (179), por la linealidad
deL se tieneL[v1(x) − v2(x)] = L[v1(x)] − L[v2(x)] = 0, lo que implica, por i), que
v1 − v2 ≡ 0 o, equivalentemente,v1 ≡ v2.

La prueba de i) se verá directamente por construcción de la funcíon de Green.
Seanu1(x) y u2(x) dos soluciones de la ecuación homoǵeneaL[u(x)] = 0, cada una

de las cuales satisface la condición de contorno en uno de los extremos:
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cau1(a) + dau
′
1(a) = 0, cbu2(b) + dbu

′
2(b) = 0 (187)

Por el principio de superposición paraL[u(x)] = 0, siempre existen solucionesúnicas
u1(x), u2(x) no idénticamente nulas que satisfacen estas condiciones. Por ejemplo, si
v1(x) y v2(x) son dos soluciones cualesquiera linealmente independientes deL[v] = 0 y
no nulas,

u1(x) = v1(x)[cav2(a) + dav
′
2(a)]− v2(x)[cav1(a) + dav

′
1(a)],

u2(x) = v1(x)[cbv2(b) + dbv
′
2(b)]− v2(x)[cbv1(b) + dbv

′
1(b)]

satisfacen (187)).
Por otro lado, parap y q continuos yp > 0, no pueden existir dos soluciones lineal-

mente independientes que satisfagan ambas la condición de contorno en uno cualquiera
de los extremos del intervalo (pues, en tal caso el determinante de la matriz fundamental,
es decir el wronskiano de estas soluciones, serı́a nulo en ese extremo).

Para x < x′, L[G(x, x′)] = 0 y podemos entonces escribirG(x, x′) = c1(x
′)u1(x),

que satisface la condición de contorno enx = a. Análogamente, six > x′, G(x, x′) =
c2(x

′)u2(x), que satisface la condición enx = b. Por lo tanto,

G(x, x′) =

{

c1(x
′)u1(x) x < x′

c2(x
′)u2(x) x > x′ (188)

Integrando (184) entrex′ − ε y x′ + ε,
conε > 0, obtenemos

− [p(x)G′(x, x′)]|x=x′+ε
x=x′−ε +

∫ x′+ε

x′−ε

q(x′)G(x, x′)dx′ = 1

dondeG′(x, x′) = d
dx
G(x, x′).

Debido a la continuidad dep y q, esta ecuacíon puede satisfacerse sólo si G(x, x′)
es continua y su derivada tiene una discontinuidad de magnitud−1/p(x′) enx = x′ (es
decir,−p(x)G′(x, x′) debe ser de la formaH(x− x′) + φ(x), conφ continua enx = x′,
para que(−pG′)′ contenga un t́erminoδ(x− x′)).

Esto implica

c1(x
′)u1(x

′)− c2(x
′)u2(x

′) = 0,

c1(x
′)u′

1(x
′)− c2(x

′)u′
2(x

′) =
1

p(x′)

conu′(x) = du
dx

, lo que determinac1 y c2:

c1(x
′) = −u2(x

′)/C, c2(x
′) = −u1(x

′)/C

donde
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C = p(x′)[u1(x
′)u′

2(x
′)− u2(x

′)u′
1(x

′)]

= [pW (u1, u2)]x=x′ , W (u1, u2) =

∣

∣

∣

∣

u1 u2

u′
1 u′

2

∣

∣

∣

∣

La solucíon existe śolo siC 6= 0, o sea, śolo si el WronskianoW (u1, u2) es no nulo.
Esto se cumple siu1(x) y u2(x) son dos soluciones linealmente independientes deL[u] =
0.

En tal casoC es una constante, independiente dex′:

[p(u1u
′
2 − u2u

′
1)]

′ = p′(u1u
′
2 − u2u

′
1) + p(u1u

′′
2 − u2u

′′
1)

= u1(pu
′
2)

′ − u2(pu
′
1)

′ = q(u1u2 − u2u1) = 0

El resultado final paraC 6= 0 es pues

G(x, x′) =

{

−u1(x)u2(x
′)/C x ≤ x′

−u1(x
′)u2(x)/C x ≥ x′ (189)

SiC = 0, la funcíon de Green no existe. En este caso las solucionesu1(x) yu2(x) son
linealmente dependientes, es decir,u2(x) = cu1(x), por lo queu1(x) satisface la condi-
ción de contorno en ambos extremos. Esto implica que siC = 0, existe una solución no
trivial u1 6= 0 que satisfaceL[u1] = 0 y las condiciones de contorno (3). En otras pala-
bras, la funcíon de Green existe si y sólo si la única solucíon de la ecuacíon homoǵenea
L[u] = 0 que satisface las condiciones(179) esu = 0. Esto concluye la prueba de i) y,
al mismo tiempo, (189) da una expresión expĺıcita para la funcíon de Green.

�

Notar: El resultado es completamente análogo al que se obtiene al resolver sistemas
de ecuaciones lineales algebraicasAx = b, conA una matriz den × n, y x, b vectores
columna den× 1. Si laúnica solucíon al sistema homogéneoAx = 0 esx = 0, entonces
existe la inversaA−1, definida porAA−1 = I, conI la identidad (es decir,(AA−1)i,j =
δij)y, en tal caso, la solución deAx = b es única y est́a dada porx = A−1b (o sea,
xi =

∑

j Aijbj). En cambio, si existex 6= 0 t.q.Ax = 0, la inversaA−1 no existe.

El operador lineal definido por

G[u(x)] =

∫ b

a

G(x, x′)u(x′)dx′ (190)

es, pues, elinversodel operadorL y se lo denota a veces también comoL−1.
Notemos que i) el inverso del operador linealdiferencialL es un operador linealin-

tegral (G(x, x′) se conoce como el núcleo del operador integral) y que ii)G depende no
sólo de los coeficientesp(x), q(x) deL sino tambíen de lacondicíon de contorno.
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Notemos tambíen, volviendo a la ecuación (189), la simetŕıa

G(x, x′) = G(x′, x) , (191)

que permite enunciar el
Principio de reciprocidad: La respuesta del sistema enx frente a una fuente puntual en

x′ es id́entica a la respuesta del sistema enx′ frente a una fuente puntual enx, aún sip y
q dependen dex. Esto se debe al carácter autoadjunto deL. En efecto, debido al carácter
autoadjunto deL:

(LxG(x, x′), G(x, x′′)) = (G(x, x′), LxG(x, x′′)) .

Usando la ecuación diferencial que satisface la función de Green, y la definición de la
delta de Dirac:

∫ b

a

dxδ(x− x′)G(x, x′′) =

∫ b

a

dxG(x, x′)δ(x− x′′) ,

que conduce a

G(x′, x′′) = G(x′′, x′)

A partir de (191), es f́acil ver que el operador inversoG, definido en (190) es también
autoadjunto:(v,G[u]) =

∫ b

a

∫ b

a
v(x)G(x, x′)u(x′)dxdx′ = (G[v], u).

Obśervese que la función de Green (189) no es invariante frente a traslaciones espa-
ciales (debido a las condiciones de contorno). La invarianza traslacional está rota, aun si
p y q son constantes, por lo queG(x, x′) 6= G(x− x′).

La solucíon (186) puede entonces escribirse como

u(x) =
−1

C
[u2(x)

∫ x

a

u1(x
′)f(x′)dx′ + u1(x)

∫ b

x

u2(x
′)f(x′)dx′]

y puede verificarse explı́citamente queL[u] = f . Siempre es posible escribirla en la
formau(x) = up(x) + uh(x), dondeup es una solución particular de la ec. inhomogénea
(L[up] = f ) y uh una solucíon de la ecuación homoǵenea (L[uh] = 0) ajustada para
satisfacer la condición de contorno.

Ejemplo 1: L = − d2

dx2 (p(x) = 1, q(x) = 0). En este caso, tomandoa = 0, b > 0 y
u(0) = u(b) = 0,

u1(x) = x, u2(x) = x− b

y C = x− (x− b) = b. Obtenemos

G(x, x′) =

{

x(b−x′)
b

x ≤ x′
x′(b−x)

b
x ≥ x′ (192)
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La solucíon de la ecuación

−d2u

dx2
= f(x)

para0 ≤ x ≤ b conu(a) = u(b) = 0 es, entonces

u(x) =

∫ b

0

G(x, x′)f(x′)dx

=
1

b
[

∫ x

0

x′(b−x)f(x′)dx′ +

∫ b

x

x(b− x′)f(x′)dx′]

Si f(x) = x2 se obtiene

u(x) =
1

12
x(b3 − x3) = −x4

12
+ x

b3

12

que se compone de la solución particular−x4/12 más la
solucíon de la ec. homoǵeneaxb3/12, tal queu(0) = u(b) = 0.

Ejemplo 2: L = − d2

dx2 − ω2, a = 0, b > 0. En este caso, parau(a) = u(b) = 0,

u1(x) = sin(ωx), u2(x) = sin(ω(x−b))

y C = ω[sin(ωx) cos(ω(x−b))− cos(ωx) sin(ω(x−b))] = ω sin(ωb).
La función de Green existe sólo si sin(ωb) 6= 0, es decir, siω 6= nπ/b, conn ∈ Z (ver

ejemplo en la sección I.3.1). Cuando existe, se tiene

G(x, x′) =
1

ω sin(ωb)

{

sin(ωx) sin(ω(b−x′)) x ≤ x′

sin(ωx′) sin(ω(b−x)) x ≥ x′

Paraω → 0 se recupera el resultado (192).
Si ω = ik, conk real, la funcíon de Green existe∀ k 6= 0 y se obtiene reemplazando

ω → k, sin → sinh en el resultado anterior.

Ejemplo 3:
Consideremos nuevamenteL = − d2

dx2 . Si la condicíon de contorno esu′(a) = u′(b) =
0, la funcíon de Green no existe: Tenemos

u1(x) = c1, u2(x) = c2

y, por lo tanto,C = 0. Esto se debe a que la solución constanteu(x) = c 6= 0 es
solucíon no nula deL[u] = 0 y satisfaceu′(a) = u′(b) = 0. Obśervese que, en este
caso, la solucíon del problema inhomogénea, si existe, no eśunica. En efecto, dada una
solucíon, siempre se le puede sumar una constante arbitraria, que satisface la ecuación
homoǵenea y la condición de contorno.

75



I.3 PROBLEMAS CON CONDICIONES DE CONTORNO: EL PROBLEMA
DE STURM-LIOUVILLE

Ejemplo 4: Consideremos ahoraL = − d2

dx2 − ω2, con la condicíonu′(a) = u′(b) = 0.
Tenemos

u1(x) = cos(ωx), u2(x) = cos(ω(x− b))

conC = −ω sin(ωb).
La función de Green existe nuevamente sólo si sin(ωb) 6= 0, es decir, si
ω 6= nπ/b, conn ∈ Z. En tal caso,

G(x, x′) =
1

ω sin(ωb)

{

cos(ωx) cos(ω(b−x′)) x ≤ x′

cos(ωx′) cos(ω(b−x)) x ≥ x′

Si ω → 0, |G(x, x′)| → ∞.
Por otro lado, siω = ik, conk real,G(x, x′) existe∀ k 6= 0.

I.3.5. Resolucíon de ecuaciones lineales homogéneas por series de po-
tencias

El formalismo basado en la función de Green, visto en la sección anterior, permite
resolver la ecuación inhomoǵeneaL[u] = f conociendo la solución general de la ecua-
ción homoǵeneaL[u] = 0. No hemos dicho, sin embargo, cómo resolver en general esta
última ecuacíon, cuando las funcionesp(x), q(x) (o equivalentemente,A(x), B(x)) no
son constantes. Esto es lo que discutiremos a continuación.

Consideremos la ecuación general lineal de segundo orden

u′′ + A(x)u′ + B(x)u = 0 (193)

Teorema I.3.3 SiA(x) yB(x) son anaĺıticas en un entorno dex = 0, es decir,

A(x) =
∞
∑

n=0

Anx
n, B(x) =

∞
∑

n=0

Bnx
n , |x| < R , (194)

las soluciones de (193) son analı́ticas en ese entorno y pueden, pues, representarse como
una serie de potencias:

u(x) =
∞
∑

n=0

cnx
n , |x| < R (195)

Demostracíon: Supondremos primero que existe una solución del tipo (195), y probare-
mos que converge.

Dado queB(x)u(x) =
∞
∑

n=0

xn
n
∑

m=0

Bn−mcm, A(x)u′(x) =
∞
∑

n=0

xn
n+1
∑

m=0

An−m+1mcm,

reemplazando (195) en (193) se obtiene, luego de definirB−1 = 0,

∞
∑

n=0

xn[cn+2(n+ 2)(n+ 1) +
n+1
∑

m=0

cm(mAn−m+1 + Bn−m)] = 0
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Por lo tanto, como el coeficiente dexn debe ser nulo,

an+2 = −
∑n+1

m=0 cm[mAn−m+1 + Bn−m]

(n+ 2)(n+ 1)
, n ≥ 0 (196)

donde el segundo miembro depende de los coeficientes previosc0, . . . , cn+1. Se obtiene
aśı una relacíon recursiva que determina todos los coeficientescn paran ≥ 2 a partir de
los dos primerosc0, c1. Por ejemplo,

c2 = −A0c1 +B0c0
2

c3 = −A1c1 + 2A0c2 + B1c0 + B0c1
6

= −c0(B1 − A0B0) + c1(A1 + B0 − A2
0)

6
(197)

Demostraremos ahora que esta serie converge para|x| < R. Seat t.q. 0 ≤ |x| < t < R.
Como ĺım

n→∞
Ant

n = ĺımn→∞ Bnt
n = 0 (condicíon necesaria de convergencia de las series

(194))∃ M > 0 t.q.
|Bn| ≤ M/tn, |An| ≤ M/tn−1,

∀ n.
Por lo tanto,

|cn+2| ≤
M

∑n+1
m=0 |cm|tm(m+ 1)

tn(n+ 2)(n+ 1)

Definiendo recursivamente los coeficientes no negativos

dn+2 =
M

∑n+1
m=0 dmt

m(m+ 1)

tn(n+ 2)(n+ 1)

cond0 = |c0|, d1 = |c1|, tenemos|cn| ≤ dn ∀ n. Adeḿas,

dn+2 = dn+1[
n

t(n+ 2)
+

Mt(n+ 2)

(n+ 2)(n+ 1)
]

por lo que

ĺım
n→∞

dn+2|x|n+2

dn+1|x|n+1
=

|x|
t

< 1

lo que implica, por el criterio del cociente, que
∑∞

n=0 dnxn converge absolutamente si
|x| < t, es decir,∀ |x| < R. Esto implica a su vez que

∑∞
n=0 cnxn converge absolutamente

para |x| < R.
La solucíon general puede pues escribirse como

u(x) = c0u1(x) + c1u2(x)
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conu1 la solucíon parac0 = 1, c1 = 0 y u2 aqúella parac0 = 0, c1 = 1:

u1(x) = 1− B0

2
x2 − B1 − A0B0

6
x3 + . . . ,

u2(x) = x− A0

2
x2 − A1 + B0 − A2

0

6
x3 + . . .

�

Obviamente, las mismas consideraciones rigen si los coeficientes son analı́ticos en un
entorno de un puntox0, en cuyo caso,A(x), B(x), u(x) pueden expresarse como series
de potencias en(x− x0) en ese entorno.

Ejemplo:
u′′ − k2u = 0

La solucíon general esu(x) = αekx+βe−kx = a0 cosh(kx)+a1 sinh(kx), cona0,1 = α±
β. Podemos obtenerla con el método anterior (paraA(x) = 0, B(x) = −k2), planteado
la serie (195). Se obtiene

∞
∑

n=0

xn[cn+2(n+ 2)(n+ 1)− k2cn] = 0

de donde

cn+2 =
k2cn

(n+ 2)(n+ 1)
= cn

kn+2n!

kn(n+ 2)!
, n ≥ 0 (198)

Parac0 = 1, c1 = 0, la relacíon recursiva se satisface si

cn =
kn

n!
, n par, cn = 0, n impar

que conduce au1(x) = cosh(kx), y si c1 = 1, c0 = 0,

cn =
kn

n!
, n impar, cn = 0, n par

que conduce au2(x) = sinh(kx). El presente teorema implica la convergencia de estas
series∀ x ∈ ℜ. Veremos ahora otro ejemplo de aplicación.

Ejemplo:Ecuación de Legendre

(1− x2)u′′ − 2xu′ + λ(λ+ 1)u = 0 (199)

Puede escribirse también en la forma de Sturm-Liouville,

[(1− x2)u′]′ + λ(λ+ 1)u = 0
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y corresponde aA(x) = −2x
1−x2 , B(x) = λ(λ+1)

1−x2 , siendo ambos analı́ticos para|x| < 1.
Surge al considerar la ec.∆Ωu = −λ(λ+1)u, donde∆Ω es la parte angular del Laplaciano
en coord. esf́ericas yu una funcíon depen- diente sólo deθ:

1

sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)

∂u

∂θ
) = −λ(λ+ 1)u

la cual se reduce a (199) six = cos θ ( 1
sin(θ)

∂
∂θ

= − ∂
∂x
). Comoλ(λ+1) = (λ+1/2)2−1/4,

es suficiente considerarRe[λ] ≥ −1/2. Planteando la serie (195) se obtiene

∞
∑

n=0

xn{cn+2(n+ 2)(n+ 1)− cn[n(n− 1) + 2n− λ(λ+ 1)]} = 0

de donde

cn+2 = cn
n(n+ 1)− λ(λ+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
= −cn

(n+ λ+ 1)(λ− n)

(n+ 2)(n+ 1)

Parac1 = 0 y c0 6= 0, se obtiene la soluciónpar, dondec2n+1 = 0 y

c2 = −c0
λ(λ+ 1)

2!
, c4 = c0

λ(λ− 2)(λ+ 1)(λ+ 3)

4!
, . . .

mientras que parac0 = 0 y c1 6= 0, se obtiene la solución impar, dondec2n = 0 y

c3 = −c0
(λ− 1)(λ+ 2)

3!
, c5 = c0

(λ− 1)(λ− 3)(λ+ 2)(λ+ 4)

5!
, . . .

Dado que|cn+2/cn| → 1 paran → ∞, el radio de convergencia de la serie resultante es
1. Puede verse que la solución no es en general acotada parax ∈ (−1, 1) (|u(x)| → ∞ en
al menos uno de los bordes).

La excepcíon ocurre siλ = l, con l entero positivo, en cuyo casocl+2 = 0. Esto
implica que la solucíon con lamisma paridaddel se convierte en unpolinomio de grado
l, que se denominaPolinomio de Legendre. En tal caso, los coeficientes no nulos del
polinomio est́an dados por

c2n+i = ci
(−1)n(l2!)

2(l + 2n)!

l!(l2 − n)!(l2 + n)!(2n+ i)!
, i = 0, 1, n = 0, . . . , l2

dondel2 = [l/2] ([ ] denota parte entera) yi = 0 corresponde a la solución par paral
par, i = 1 a la solucíon impar paral impar. Los polinomios de Legendre se defininen
exactamente como la solución para los coeficientes inicialesci = (−1)l2l!/[(l2!)

22l−i],
i = 0, 1, y pueden por lo tanto escribirse como (llamandok = l2 − n)

Pl(x) =
1

2l

l2
∑

k=0

(−1)k(2l − 2k)!

k!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k
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Dado que(2l−2k)!
(l−2k)!

xl−2k = dl

dxlx
2l−2k, y k!(l − k)! = l!/(lk), pueden también reescribirse

como

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl

l
∑

k=0

(−1)k(lk)x
2l−2k

=
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (200)

(Fórmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son

P0(x) = 1 P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P1(x) = x P3(x) =
1
2
(5x3 − 3x) (201)

Los Polinomios de Legendre satisfacen las relaciones

Pl(1) = 1,

∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x)dx = δll′
2

2l + 1

lPl(x) = (2l − 1)xPl−1(x)− (l − 1)Pl−2(x), l ≥ 2

Cabe destacar entonces que solucionesacotadasde la ec. (199) parax ∈ (−1, 1) y λ ≥
−1/2 se obtieneńunicamente cuandoλ = l, entero, y en tal caso para la solución con
la misma paridad del, la cual es un polinomio proporcional al Polinomio de Legendre
(200). Por ejemplo, puede verificar el lector que paraλ = 0, las soluciones l.i. de (199)
sonu1(x) = P0(x) = 1 y u2(x) = 1

2
ln 1+x

1−x
, siendou2(x) la solucíon impar, la cual

diverge parax → ±1.
Tanto los polinomios de Legendre como las soluciones l.i.u1,2(x) de la ec. (199) para

λ general (denominadas funciones de Legendre de primera y segunda especie) están di-
rectamente incorporados en la mayorı́a de los programas de cómputo analı́tico.

Ejemplo:Ecuación asociada de Legendre:

(1− x2)u′′ − 2xu′ + [λ(λ+ 1)− m2

1− x2
]u = 0 (202)

Se reduce a la ec. de Legendre param = 0, y surge al considerar la ec.∆Ωu = −λ(λ+1)u
parau(θ, φ) = u(θ)eimφ:

1

sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)

∂u

∂θ
)− m2

sin2 θ
u = −λ(λ+ 1)u

que se reduce a (202) tras el reemplazox = cos θ. Podemos asumir obviamenteRe[m] ≥
0, Re[λ] ≥ −1/2. Es conveniente realizar el cambio de variableu = (1 − x2)m/2w. Se
obtiene entonces la ec.

(1− x2)w′′ − 2(m+ 1)xw′ + [λ(λ+ 1)−m(m+ 1)]w = 0 (203)
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Planteando una serie de potencias paraw, se obtiene

cn+2 = cn
n(n− 1) + (2n+m)(m+ 1)− λ(λ+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)

= −cn
(n+ λ+ 1 +m)(λ−m− n)

(n+ 2)(n+ 1)
(204)

Si λ −m = k, conk entero positivo,ck+2 = 0 y la solucíon con la misma paridad dek
es un polinomio de gradok. Estas son laśunicas soluciones acotadas de (203) en(−1, 1).
En el caso usual,m es entero, y soluciones acotadas de (203) existirán entonces śolo para
λ = l ≥ m, conl entero positivo. La solución con la misma paridad del−m seŕa entonces
un polinomio de gradol −m.

Si bién podemos obtener dichos polinomios por medio de (204), es fácil ver que si
u(x) es solucíon de la ec. de Legendre (199), entonces su derivada emésimau(m)(x)
satisface la ec. (203):

(1− x2)u(m+2) − 2(m+ 1)xu(m+1) + [λ(λ+ 1)−m(m+ 1)]u(m) = 0

Por lo tanto, param entero positivo, las soluciones de (202) son de la forma(1−x2)m/2u(m)(x),
conu(x) solucíon de (199). Paraλ y m entero, conλ = l ≥ m, obtenemos ası́ las deno-
minadasfunciones asociadas de Legendre, definidas por

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2 dm

dxm
Pl(x), 0 ≤ m ≤ l

que son polinomios śolo param entero (en tal caso de gradol) y que constituyen las
únicas soluciones acotadas de (202) en(−1, 1). Se define también

P−m
l (x) = (−1)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x)

verificándose
∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x)dx = δll′
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
∫ 1

−1

Pm
l (x)P−m

l′ (x)dx = δll′(−1)m
2

2l + 1

Teorema I.3.4 (Teorema de Frobenius-Fuchs): SiA(x) posee, a lo sumo, un polo simple
enx = 0 yB(x), a lo sumo, un polo de orden 2 enx = 0, de modo que para0 < |x| < R
se cumple

A(x) =
∞
∑

n=−1

Anx
n =

A−1

x
+ A0 + . . . ,

B(x) =
∞
∑

n=−2

Bnx
n =

B−2

x2
+

B−1

x
+ . . .
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entonces una de las soluciones l.i. de la ec. (193) tiene la forma, para0 < |x| < R, de
una serie generalizada de potencias

u1(x) =
∞
∑

n=0

anx
n+s = xs

∞
∑

n=0

anx
n (205)

dondea0 6= 0 y s es una de las ráıces de la ecuación indicial

s(s− 1) + A−1s+ B−2 = 0 (206)

o sea,

s =
1− A−1 ± r

2
, r =

√

(1− A−1)2 − 4B−2 (207)

Si la diferenciar entre las dos ráıces de esta ecuación no es entera, entonces la2a solu-
ción de (193) es también una serie generalizada de potencias, cons la otra ráız de (250).
En cambio, sir es entero, la2a solucíon tiene la forma

u2(x) = Cu1(x) ln x+ xs′
∞
∑

n=0

bnx
n (208)

dondeC es una constante (que puede ser 0) ys′ la otra ráız de (250), conRe[s′] ≤ Re[s].
Si r = 0 (s = s′) C 6= 0.

La necesidad de una serie generalizada de potencias puede comprenderse analizando
el comportamiento de la solución parax → 0. Conservando śolo los t́erminos de mayor
orden en este lı́mite, la ecuacíon (193) se reduce a

u′′ +
A−1

x
u′ +

B−2

x2
u = 0 (209)

que es una ec. de Euler (vista en la clase 5) con solucionesu(x) = cxs (y tambíenxs ln x
para ráıces multiples). Reemplazando esta solución en (209) obtenemos

cxs[s(s− 1) + A−1s+ B−2] = 0

que conduce precisamente a la ecuación indicial (250). Si las dos ráıces de (250) son
distintas, las soluciones de (193) deben ser, pues, de la forma cxs para x cercano al
origen. Si las ráıces son iguales, la segunda solución linealmente independiente de (209)
esxs ln x, por lo que la segunda solución de (193) debe ser de esta forma parax → 0.

La ecuacíon indicial surge, de todos modos, al reemplazar (249) en (193). Obtenemos

∞
∑

n=0

xs+n−2[an(n+s)(n+s−1)+
n

∑

m=0

am(An−m−1(m+s)+Bn−m−2)] = 0

La anulacíon del coeficiente dexs−2 (n = 0) implica

a0[s(s− 1) + A−1s+ B−2] = 0
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que conduce a la ecuación indicial (250) al sera0 6= 0. Luego, la anulacíon del coeficiente
dexn+s−2 paran ≥ 1 conduce a la relacíon recursiva

an = −
∑n−1

m=0 am(An−m−1(m+ s) + Bn−m−2)

(n+ s)(n+ s− 1) + A−1(n+ s) + B−2

= −
∑n−1

m=0 am(An−m−1(m+ s) + Bn−m−2)

n(n+ 2s+ A−1 − 1)
, n ≥ 1

donde el2o miembro depende dea0, . . . , an−1. Comon + 2s + A−1 − 1 = n ± r (ver
(207)), esto es v́alido si n ± r 6= 0, o sea,n − r 6= 0. Los problemas con una solución
del tipo (249) pueden surgir, entonces, sólo cuandor es entero y, en tal caso, para la raı́z
menors = 1−A−1−r

2
, en cuyo caso la2a solucíon es de la forma (251).

�

Ejemplo 1: Consideraremos, en realidad, primero un contraejemplo:

u′′ + u/x4 = 0 . (210)

Esta ecuación no es de la forma contemplada en el teorema I.3.4, puesB(x) posee un
polo de orden 4. Puede verificarse que la solución general de esta ecuación es

u(x) = x[c1 cos(1/x) + c2 sin(1/x)] ,

que no es de la forma (249) o (251).
Notemos, sin embargo, que la solución es de la forma (249) enz = 1/x (u(z) =

(c1 cos z + c2 sin z)/z). En esta variable, la ecuación (210) se convierte enu′′ + 2u′/z +
u = 0, que es de la forma contemplada en el teorema I.3.4, y la ecuación indicial es
s(s − 1) + 2s = 0, con ráıcess = −1 y s = 0, en acuerdo con el desarrollo en serie de
u(z).

Ejemplo 2:Ecuación de Bessel

u′′ +
u′

x
+ (1− ν2

x2
)u = 0 (211)

Es de la forma contemplada en el teorema 2 y surge en muchos problemas f́ısicos con
simetŕıa ciĺındrica o esf́erica al resolver la parte radial del Laplaciano, como veremos
en pŕoximas clases. Siguiendo el procedimiento anterior, obtenemos, definiendoa−2 =
a−1 = 0,

∞
∑

n=0

xs+n−2[an[(n+ s)(n+ s− 1) + (n+ s)− ν2] + an−2] = 0

Paran = 0, se obtienea0[s(s−1)+s−ν2] = 0, que conduce a la ec. indicials2−ν2 = 0,
es decir,

s = ±ν
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Se obtiene entoncesa1 = 0. Paran ≥ 2,

an = − an−2

(n+ s)2 − ν2
= − an−2

n(n+ 2s)

Si s = ν, conRe(ν) ≥ 0, esto implica

a2n
a2n−2

= − 1

4n(n+ ν)
=

(−1)n+122n(n− 1)! Γ(n+ ν)

(−1)n22n+2n! Γ(n+ ν + 1)

Hemos utilizado aqúı la funciónGamma, definida parax > 0 por

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt

que satisface, parax > 1, la relacíon

Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1)

(esto puede verse integrando por partes). Además,Γ(1) = 1, Γ(1/2) =
√
π. Se obtiene

entonces, parax natural o semientero positivo,

Γ(n) = (n− 1)!, Γ(n+
1

2
) =

√
π(2n)!

n!22n

Parax → +∞, Γ(x + 1) =
√
2πe−xxx+1/2[1 + O(x−1)], lo cual determina el comporta-

miento den! paran grande. La definicíon anterior es también v́alida parax complejo si
Re[x] > 0. Parax complejo arbitrario,Γ(x) se define por continuación anaĺıtica, siendo
anaĺıtica en todoC excepto en los enteros negativos o enx = 0, donde posee polos sim-
ples ( ĺım

x→−n
(x + n)Γ(x) = (−1)n/n!). Se verifica adeḿas queΓ(−ν)Γ(ν + 1) sin(νπ) =

−π.
La relacíon recursiva se satisface entonces si

a2n = c
(−1)n

22nn!Γ(n+ ν + 1)

Parac = 2−ν se obtiene ası́ la función de Bessel

Jν(x) =
∞
∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)
(
x

2
)ν+2n

llamada tambíen funcíon de Bessel de primera especie, que es una de las soluciones de
(211). Aplicando el criterio del cociente puede verse fácilmente que la serie converge∀
x ∈ ℜ o x ∈ C. Si ν no es entero, la otra solución lin. indep. de (211) es

J−ν(x) =
∞
∑

n=0

(−1)n

n! Γ(n− ν + 1)
(
x

2
)−ν+2n

84



I.3 PROBLEMAS CON CONDICIONES DE CONTORNO: EL PROBLEMA
DE STURM-LIOUVILLE

Si ν > 0 es entero, la relación recursiva paras = −ν no puede prolongarse paran ≥ ν,
y el procedimiento anterior no es válido para obtener la segunda solución lin. indep (para
n ≥ 0 entero,J−n(x) ≡ ĺım

ν→−n
Jν(x) = (−1)nJn(x)). Se utiliza entonces, como segunda

solucíon, la funcíon

Yν(x) =
cos(νπ)Jν(x)− J−ν(x)

sin(νπ)

denominada función de Bessel de segunda especie o función de Neumann o Weber. La
ventaja es que el lı́mite deYν(x) paraν → n, conn > 0 entero, proporciona la otra
solucíon lin. indep. de (211), que es de la formaJν(x) ln(x) + x−ν

∑∞
n=0 bnx

n. La forma
expĺıcita deYν(x), aśı como otras propiedades y funciones asociadas, se las detalla en el
apéndice gŕafico.

Paraν semientero, Jν(x) y Yν(x) pueden expresarse en términos de senos y cosenos.

Por ej., es f́acil ver queJ1/2(x) =
√

2x
π

sinx
x

, Y1/2(x) = −
√

2x
π

cosx
x

. En general,

Jn+1/2(x) =
√

2x
π
xn(− 1

x
d
dx
)n( sinx

x
)

Yn+1/2(x) = −
√

2x
π
xn(− 1

x
d
dx
)n( cosx

x
)

Cabe destacar finalmente que sik 6= 0, las funcionesJν(kx), Yν(kx), son soluciones
lin. indep. de la ec.

u′′ +
u′

x
+ (k2 − ν2

x2
)u = 0

El númerok puede ser real o complejo. Parak = i, las funcionesJν(ix), Yν(ix) son com-
binaciones lineales de las denominadas funciones de Bessel modificadasIν(x), Kν(x)
(véase aṕendice).
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Función Hipergeométrica confluente
Consideremos la ec.

xu′′ + (b− x)u′ − au = 0 (212)

que surge en muchos problemas de mecánica cúantica al resolver la ec. de Schrödinger
monodimensional. Las raı́ces de la ec. indicials(s− 1) + bs = 0 sons = 0 y s = 1− b.
Por lo tanto, sib no es 0 o entero negativo, una de las soluciones es una serie depotencias
u(x) =

∑∞
n=0 cnx

n, con

cn+1 = cn
n+ a

(n+ 1)(n+ b)

y c0 6= 0. Parac0 = 1 se obtiene ası́ la solucíon

u1(x) = F [a, b, x] ≡ 1 +
a

b
x+

a(a+ 1)

2! b(b+ 1)
x2 + . . .

=
Γ[b]

Γ[a]

∞
∑

n=0

Γ[n+ a]

n! Γ[n+ b]
xn (213)

que se denominafunción hipergeoḿetrica confluente. Converge∀ x (como es obvio a
partir de (212)). Paraa = −n, conn entero positivo, se reduce a unpolinomiode grado
n. En particular, lospolinomios de Laguerregeneralizados se definen, para0 ≤ m ≤ n,
como

Lm
n [x] = (−1)m

(n!)2

m!(n−m)!
F [−(n−m),m+ 1, x]

y surgen al resolver la ec. de Schrödinger para eĺatomo de Hidŕogeno. Param = 0 se
denominan simplemente polinomios de Laguerre.

Es f́acil ver que sib no es entero, la otra solución l.i. de (212) es

u2(x) = x1−bF [a− b+ 1, 2− b, x]

ya que si se sustituyeu = x1−bw se obtiene paraw la ec.

xw′′ + (2− b− x)w′ − (a− b+ 1)w = 0

que es de la forma (212) conb → 2− b, a → a− b+ 1.
Parax → ∞ y a 6= −n, F [a, b, x] ≈ Γ[b]

Γ[a]
exxa−b. La funcíonF [a, b, x] y sus propie-

dades está tambíen directamente incorporada a la mayorı́a de los programas de cálculo
anaĺıtico.

Función Hipergeométrica
Consideremos ahora la ec.

x(1− x)u′′ + [b− (a1 + a2 + 1)x]u′ − a1a2u = 0 (214)
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Las ráıces de la ec. indicials(s − 1) + bs = 0 son nuevamentes = 0 y s = 1 − b. Por
lo tanto, sib no es 0 o entero negativo, una de las soluciones es una serie depotencias
u(x) =

∑∞
n=0 cnx

n, con

cn+1 = cn
n(n− 1 + a1 + a2 + 1) + a1a2

(n+ 1)(n+ b)

= cn
(n+ a1)(n+ a2)

(n+ 1)(n+ b)

y c0 6= 0. Parac0 = 1 se obtiene ası́ la solucíon

u1(x) = F [a1, a2, b, x]

≡ 1 +
a1a2
1! b

x+
a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)

2! b(b+ 1)
x2 + . . .

=
Γ[b]

Γ[a1]Γ[a2]

∞
∑

n=0

Γ[n+ a1]Γ[n+ a2]

n!Γ[n+ b]
xn (215)

que se denominafunción hipergeoḿetrica. Converge para|x| < 1 (como es obvio a partir
de la ecuacíon) y es obviamente siḿetrica con respecto aa1 y a2. Sia1 = −n (oa2 = −n),
conn entero positivo, se reduce a unpolinomiode gradon. En particular, lospolinomios
de Jacobise definen como

Pα,β
n (x) =

Γ[α + n+ 1]

n!Γ[α + 1]
F [−n, α + β + n+ 1, α + 1, (1− x)/2]

Paraα = β = 0 se reducen a los polinomios de Legendre, vistos anteriormente.
Es f́acil ver que sib no es entero, la otra solución l.i. de (214) es

u2(x) = x1−bF [a2 − b+ 1, a1 − b+ 1, 2− b, x]

ya que si se sustituyeu = x1−bw se obtiene paraw una ec. del tipo (214) cona1 →
a2 − b + 1, a2 → a1 − b + 1 y b → 2 − b. Esta funcíon y sus propiedades está tambíen
incorporada a los programas de cálculo anaĺıtico.

I.3.6. Autovalores y Autofunciones deL

Consideremos nuevamente el operador de Sturm-LiouvilleL. Si existen un ńumeroλ
y una funcíonv(x) 6= 0 que satisfacen la ecuación

L[v(x)] = λv(x) (216)

∀x ∈ [a, b], conjuntamentecon alguna de las condiciones de contorno mencionadas
en la seccíon I.3.2, se dice queλ es unautovalor(o valor propio) yv(x) una autofuncíon
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(o función propia) deL con dicha condicíon de contorno. Enfatizamos queλ y v(x)
dependen tanto dep y q como de la condición de contorno.

Es obvio que siv(x) es autofuncíon, cv(x), conc una constante no nula, es también
autofuncíon con el mismo autovalor, por lo queéstas quedan definidas a menos de una
constante multiplicativa.

Hemos visto que la función de Green para una determinada condición de contorno
local (3) o (179) existe si y śolo si no existe una funciónu(x) 6= 0 que satisfagaL[u] = 0
con dichas condiciones. Esto implica queG(x, x′) existe si y śolo siL no poseeningún
autovalor nulocon dicha condicíon de contorno (de allı́ proviene el nombre de modos
cero).

Es f́acil mostrar el siguiente

Teorema I.3.5 SiL es autoadjunto, las autofunciones deL correspondientes a autovalo-
res distintos son ortogonales respecto del producto interno (u, v) =

∫ b

a
u(x)v(x)dx.

Prueba: SiL[vi(x)] = λivi(x), L[vj(x)] = λjvj(x),

0 = (vj, L[vi])− (L[vj], vi) = (λi − λj)

∫ b

a

vi(x)vj(x)dx

de donde

∫ b

a

vj(x)vi(x)dx = 0 si λj 6= λi

�

En muchas situaciones, como veremos más adelante al estudiar funciones especiales,
surge un problema similar en el que debe encontrarse una funciónv(x) 6= 0 que satisfaga,
conjuntamente con la condición de contorno, la ecuación

L[v(x)] = λρ(x)v(x) (217)

dondeρ(x) > 0 es una funcíon continua ypositiva, denominada usualmente “función
de peso”. En este caso, se dice queλ es autovalor yv autofuncíon deL con pesoρ (y una
dada condicíon de contorno).

Siguiendo el procedimiento anterior, puede mostrarse que las autofunciones corres-
pondientes a autovalores distintos resultan ortogonales respecto del producto interno

(u, v)ρ ≡
∫ b

a

ρ(x)u(x)v(x)dx (218)

es decir

∫ b

a

ρ(x)vj(x)vi(x)dx = 0 si λj 6= λi
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dondeL[vi(x)] = λiρ(x)vi(x), L[vj(x)] = λjρ(x)vj(x).

Propiedades fundamentales:
Tanto en el caso (216) como (217), el problema de valores propios de un operador de

Sturm Liouville autoadjunto en un intervalo finito[a, b], con una determinada condición
de contorno, posee las siguientes propiedades fundamentales (la demostración de las mis-
mas se realiza en el marco de la teorı́a de ecuaciones integrales y queda, entonces, para el
curso de Ḿetodos Mateḿaticos de la F́ısica):

1) Existe un conjunto numerable de autovalores

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn . . .

correspondientes a autofuncionesv1(x), v2(x), . . . vn(x), . . ., que satisfacenL[vn(x)] =
λρ(x)vn(x) y sonortogonalesrespecto del producto interno (218):

(vi, vj)ρ =

∫ b

a

ρ(x)vi(x)vj(x)dx = 0 si i 6= j

Para las condiciones de contorno locales (179),λi < λj si i 6= j, ya que no pueden
existir dos soluciones linealmente independientes deL[u] = λρu para un mismoλ que
satisfagan ambas (179) (pues en tal caso el wronskiano serı́a nulo).

2) Cualquier funcíonu(x) definida en el intervalo[a, b] que satisfaga las condiciones
de contorno y posea derivada segunda, puede escribirse en términos de las autofunciones
vn(x) por medio de una serie absoluta y uniformemente convergenteen este intervalo:

u(x) =
∞
∑

n=1

cnvn(x) (219)

El conjunto de todas las autofunciones forma pues unabasedel espacio vectorial de
funciones derivables a segundo orden que satisfacen las condiciones de contorno en el in-
tervalo[a, b]. Se dice entonces que las autofunciones deL forman un conjuntocompleto.

Consecuencias:
a) Asumiendo v́alido el desarrollo (219), es fácil mostrar que los coeficientescn est́an

dados por

cn =

∫ b

a
ρ(x)vn(x)u(x)dx
∫ b

a
ρ(x)v2n(x)dx

=
(vn, u)ρ
(vn, vn)ρ

(220)

En efecto, multiplicando (219) porρ(x)vn(x) e integrando, obtenemos, debido a la
ortogonalidadde las autofunciones,
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∫ b

a

ρ(x)vn(x)u(x)dx =
∞
∑

m=1

cm

∫ b

a

ρ(x)vm(x)vn(x)dx

= cn

∫ b

a

ρ(x)v2n(x)dx

obteníendose (220). Queda también claro que, para una dadau, los coeficientes del
desarrollo sońunicos. Si

∑∞
n=1 cnvn(x) = 0 ⇒ cn = 0 ∀ n.

b) Base ortonormal: Como hemos dicho, cada autofunción vn(x) est́a definida a me-
nos de una constante multiplicativa. Resulta cómodo elegir esas constantes de modo de
obtener una base en la que las autofunciones (que llamaremoszn(x)) est́ennormalizadas,
es decir,(zn, zn)ρ =

∫ b

a
ρ(x)v2n(x)dx = 1 ∀n, de modo que

(zm, zn)ρ =

∫ b

a

ρ(x)zm(x)zn(x)dx = δmn

En tal caso,

cn =

∫ b

a

ρ(x)zn(x)u(x)dx = (zn, u)ρ

c) En una base ortonormal, el cuadrado de lanormadeu, definida por

||u|| = (u, u)1/2ρ = [

∫ b

a

ρ(x)u2(x)dx]1/2

puede expresarse como

||u||2 =
∞
∑

n,m=1

cncm

∫ b

a

ρ(x)zn(x)zm(x)dx

=
∞
∑

n=1

c2n (221)

La igualdad anterior se denomina identidad de Parseval y constituye la generalización
del teorema de Pitágoras.

Es v́alida para cualquier conjunto completo de funciones ortonormales{zi(x), i =
1, 2, . . .}. Si el conjunto es incompleto, obtenemos en cambio||u||2 ≥

∑∞
n=1 c

2
n.

c) Dada la suma finita

Sm(x) =
m
∑

n=1

bnzn(x)

donde las autofuncioneszn(x) son ortonormales, el error cuadrático medio, definido
por
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ε2m ≡ ||u(x)− Sm(x)||2 =
∫ b

a

ρ(x)[u(x)− Sm(x)]
2dx

es ḿınimoparabn = cn =
∫ b

a
ρ(x)zn(x)u(x). En efecto,

ε2m =

∫ b

a

ρ[u2 − 2
m
∑

n=1

bnznu+
m
∑

n,n′=1

bnbn′znzn′ ]dx

= ||u||2+
m
∑

n=1

[b2n − 2bncn] = ||u||2−
m
∑

n=1

c2n +
m
∑

n=1

(cn−bn)
2

obteníendose el ḿınimo valor parabn = cn.
La “mejor” aproximacíon au(x) por medio de una suma finita se obtiene, pues pa-

ra bn = cn, si definimos como “mejor” aquella suma que minimiza el errorpromedio
anterior.

La ecuacíon anterior tambíen muestra que (parabn = cn),
∑m

n=1 c
2
n = ||u||2 − ε2m ≤

||u||2, ∀ m, indicando entonces que
∑∞

n=0 c
2
n es una serie convergente.

Desarrollo de la funcíon de Green en autofunciones. Tipos de convergencia

La propiedad 2) requiere, para que el desarrollo en autofunciones converja absoluta
y uniformemente, que la función a desarrollar admita derivada segunda y satisfaga las
condiciones de contorno. Ciertamente, este no es el caso parala función de Green, cuya
derivada primera es discontinua. Sin embargo, puede mostrarse que existe para ella un
desarrollo de la forma

G(x, x′) =
∑

n

zn(x)zn(x
′)

λn

,

que converge aG(x, x′) débilmente (en el sentido de las distribuciones).
Consideremos ahora la ec. gral. inhomogénea

L[u] = f(x) (222)

dondeu debe satisfacer alguna de las condiciones de contorno mencionadas. Asumiendo
que podemos desarrollar tantou comof(x)/ρ(x) en autofunciones normalizadasvn(x),
conL[vn(x)] = λnρ(x)vn(x), es decir,

u(x) =
∞
∑

n=1

cnvn(x), cn =

∫ b

a

ρ(x)vn(x)u(x)dx (223)

f(x) = ρ(x)
∞
∑

n=1

fnvn(x), fn =

∫ b

a

vn(x)f(x)dx (224)
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se obtiene, al reemplazar en (222),

∞
∑

n=0

(cnλn − fn)ρ(x)vn(x) = 0

de donde, asumiendoρ(x) > 0 y λn 6= 0,

cn = fn/λn

Se puede llegar al mismo resultado directamente mult. la ec.(222) porvn(x) e integrando:
∫ b

a

vn(x)L[u(x)]dx =

∫ b

a

vn(x)f(x)dx

de donde, teniendo en cuenta el carácter autoadjunto deL se obtiene la relación

λncn = fn

Podemos entonces escribir la solución como

u(x) =
∞
∑

n=1

fnvn(x)

λn

=

∫ b

a

G(x, x′)f(x′)dx′

donde

G(x, x′) =
∞
∑

n=1

vn(x)vn(x
′)

λn

(225)

Esta expresión constituye laexpansíon en autofuncionesde la funcíon de GreenG(x, x′),
vista en la clase 8. Es muyútil y seŕa utilizada y discutida en las próximas clases. Notemos
queG(x, x′) existe si y śolo si no existe ninǵun autovalor nulo, en acuerdo con discusiones
previas.

Es preciso destacar, no obstante, que la convergencia de este tipo de desarrollos es
más d́ebil que la convergencia puntual. SeaSm(x) =

∑m
n=1 cnvn(x).

Se dice queSm(x) convergepuntualmenteau(x) param → ∞ si ĺımm→∞ Sm(x) = u(x)
∀ x ∈ [a, b].
Se dice en cambio queSm(x) convergeen mediaau(x) si

ĺım
m→∞

||u(x)− Sm(x)||2 = 0

donde||o||2 =
∫ b

a
ρ(x)o2(x)dx. La convergencia puntual asegura la convergencia en me-

dia, pero láultima no asegura la primera (ya que por ejemploSm(x) puede diferir deu(x)
en un ńumero finito de puntos sin que esto afecte a la integral). Estoocurre por ejemplo
con el desarrollo en autofunciones de funcionesu(x) continuas a trozos.
Finalmente, se dice queSm(x) converge au(x) como distribucíon (convergencia d́ebil) si

ĺım
m→∞

∫ b

a

Sm(x)φ(x)dx =

∫ b

a

u(x)φ(x)dx
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para cualquier función de pruebaφ(x) en[a, b]. Estaúltima condicíon es mucho ḿas d́ebil
que las anteriores, ya que ni siquiera requiere que la serie

∑∞
n=1 cnvn(x) sea convergen-

te. Por ejemplo, siδ(x − x′)/ρ(x) =
∑∞

n=1 cnun(x) ⇒ cn =
∫ b

a
vn(x)δ(x − x′)dx =

vn(x
′), de modo queδ(x − x′) = ρ(x)

∑∞
n=1 vn(x)vn(x

′), donde la igualdad sólo in-
dica igualdad como distribución. La serie de la derecha de hecho no converge, pues
ĺımn→∞ vn(x)vn(x

′) 6= 0. Sin embargo, siφ(x) =
∑∞

n=1 anvn(x), con an = (vn, φ)ρ,
⇒

∫ b

a

∑∞
n=1ρ(x)vn(x)vn(x

′)φ(x)dx =
∑∞

n=1anvn(x
′) = φ(x′), de modo que la serie con-

verge como distribución aδ(x− x′).
Puede verse entonces a partir de (225) que

L[G(x, x′)] =
∞
∑

n=0

ρ(x)vn(x)vn(x
′) = δ(x− x′)

G(x, x′) puede pues también obtenerse directamente resolviendo (222) paraf(x) = δ(x−
x′).

Problema variacional asociado

El problema de valores propios deL est́a asociado a un problema variacional.
Parau 6= 0 y derivable, definimos el funcional

H[u] =
E[u]

||u||2 =

∫ b

a
[p(x)u′2(x) + q(x)u2(x)]dx

∫ b

a
ρ(x)u2(x)dx

que satisfaceH[αu] = H[u] si α 6= 0 siendo, por lo tanto, independiente de la nor-
ma deu. Veremos luego queH[u] puede interpretarse como una energı́a. Notemos que
H[u] ≥ 0 si q(x) ≥ 0.

Podemos preguntarnos ahora cuál de todas las funcionesu(x) con derivada segunda
que satisfacen alguna condición de contorno (de las mencionadas) es la queminimiza
H(u), y cúal es el valor ḿınimo deH[u] entre estas funciones.

Suponiendo que tal funciónexiste, y llamándolav, conH[v] = λ, debe cumplirse

H[v + δv] ≥ H[v] = λ

∀ función δv que satisface la condición de contorno.
Considerando ahoraδv pequẽno, y conservando términos śolo hasta ordenδv, obte-

nemos

H[v + δv]−H[v] ≈ 2||v||−2

∫ b

a

[pv′(δv)′ + (q − λρ)vδv]dx

= 2||v||−2

∫ b

a

[L[v]− λρv](δv)dx+ [pv′δv]ba (226)
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donde hemos integrado por partes el primer término (
∫ b

a
pv′(δv)′dx = pv′δv|ba −

∫ b

a
(pv′)′δvdx).
Por lo tanto, siH[v] es ḿınimo, la ec. (226) debe anularsepara cualquiervariacíon

δv(x) que satisfaga la condición de contorno.
Consideremos, primero, la condición de contorno deDirichlet u(a) = u(b) = 0. En

tal casoδv(a) = δv(b) = 0 y el último término en (226) se anula, lo que implica

L[v(x)]− λρ(x)v(x) = 0 (227)

es decir,v(x) debe serautofuncíon deL con autovalorλ.
Es claro entonces que dicha autofunción debe ser aquélla con el autovalormás bajo,

de modo quev(x) ∝ v1(x) y λ = λ1.
Notemos que, integrando por partes,
∫ b

a
pu′2dx = pu′u|ba −

∫ b

a
(pu′)′udx

por lo que

H[u] =

∫ b

a
u(x)L[u(x)]dx

||u||2 si pu′u|ba = 0 (228)

Por lo tanto, siu(x) = vn(x), conL[vn] = λρvn y vn(a) = vn(b) = 0,

H[vn] = λn

de modo quev = v1, conH[v1] = λ1. Si q(x) ≥ 0 ⇒ λ1 ≥ 0.
El problema anterior es equivalente a la minimización deE[u] con la condicíon adi-

cional||u|| = 1, lo que a su vez es equivalente a la minimización de

F [u] = E[u]− λ||u||2

dondeλ es un multiplicador de Lagrange. La condición estacionariaF [v + δv] =
F [v]+O(δv)2 paraδv pequẽno conduce nuevamente a la ecuaciónL[v(x)] = λρ(x)v(x),
por lo quev debe ser autofunción deL y λ el autovalor correspondiente. En tal caso,
E[v1] = λ1||v1||.

Para las condiciones deNeumann(u′(a) = u′(b) = 0), puede procederse en forma
similar. Śolo cabe aclarar que, en este caso, no es necesario imponer lacondicíon de con-
torno. La condicíon u′(a) = u′(b) = 0 surge naturalmente al buscar el mı́nimo absoluto
de H[u], para anular eĺultimo término en (9.7) que aparece al integrar por partes. El
primer autovalor correspondiente al problema de Neumann es, pues,menorque el corres-
pondientes al problema de Dirichlet:λN

1 ≤ λD
1 .

Consideremos ahora el subespacioS1 de funcionesu que satisfagan la condición de
contorno y que seanortogonalesa la primera autofunciónv1(x), es decir,

(u, v1)ρ =

∫ b

a

ρ(x)v1(x)u(x)dx = 0
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Puede demostrarse, siguiendo un procedimiento similar, que el valor ḿınimo deH[u]
parau ∈ S1 se obtiene para una función v que debe satisfacer también la ecuacíon (227)
con la correspondiente condición de contorno, pero que debe ser obviamente ortogonal a
v1. Esta funcíon debe pues ser proporcional a la autofunción deL con elsegundo autova-
lor λ2. Es decir,v ∝ v2, conλ = H[v2] = λ2 ≥ λ1.

Procediendo en forma análoga, puede probarse que el mı́nimo deH[u] en el subes-
pacioSn−1 formado por funciones ortogonales av1, v2, . . . , vn−1, n ≥ 2, se obtiene para
v ∝ vn, siendo el valor ḿınimo H[vn] = λn. De esta forma puede construirse todo el
conjunto de autovalores y autofunciones mediante un procedimiento variacional. Puede
probarse también queλN

n ≤ λD
n ∀ n.

El procedimiento anterior permite probar también la completitud del conjunto de au-
tofunciones. Daremos a continuación un bosquejo de la demostración, asumiendo que
λn → ∞ paran → ∞ (véanse los siguientes ejemplos).

Seau(x) una funcíon de norma finita que satisface la condición de contorno y consi-
deremos el resto

Rm(x) = u(x)− Sm(x)

con

Sm(x) =
m
∑

n=1

cnvn(x), cn = (vn, u)ρ

y (vn, vn)ρ = 1 (autofunciones normalizadas). Tenemos

(vn, Rm)ρ = 0, n = 1, . . . ,m

Por lo tanto,H[Rm(x)] ≥ λm, puesRm(x) es ortogonal av1, . . . , vm. Adeḿas, utili-
zando (228) y, dado que

∫ b

a
Rm(x)L[Sm(x)]dx = 0, se obtiene

H[Rm(x)] =
||u||2H[u]−∑m

n=1 λmc
2
m

||Rm(x)||2
≥ λm

de donde, siλm ≥ 0 (como ocurre paraq(x) ≥ 0)

||Rm(x)||2 ≤
||u||2H[u]

λm

Por lo tanto,

ĺım
m→∞

||Rm(x)||2 = 0

si λm → ∞, lo que asegura la convergenciaen media(pero no la convergencia pun-
tual).

Aproximaciones variacionales. La formulacíon variacional del problema de autova-
lores de Sturm-Liouville permite desarrollar aproximaciones variacionales en las que
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u(x) se aproxima por una cierta función que satisface las condiciones de contorno y que
contiene algunos parámetros libres. Estos se optimizan minimizandoH[u], lográndose
aśı unacota superiora λ1 (y en general aλn, si imponemos queu(x) sea ortogonal a
v1, . . . , vn−1).

Ejemplos:

1) ConsideremosL = − d2

dx2 en [0, b], conu(0) = u(b) = 0.
La ec.L[v] = λv, es decir,

−d2v

dx2
= λv

posee la solución generalv(x) = Cei
√
λx +De−i

√
λx, que puede escribirse como

v(x) = A sin(
√
λx) + B cos(

√
λx)

Las condiciones de contorno implicanB = 0, y sin(
√
λb) = 0, por lo que

√
λb = nπ,

n = 1, 2, . . . (paran = 0, v = 0), es decir,

λn =
n2π2

b2
, n = 1, 2, . . .

Las correspondientes autofunciones son

vn(x) = An sin(nπx/b) n = 1, 2, . . .

conAn 6= 0, y puede verificarse que

∫ b

0

vn(x)vm(x)dx = δnmA
2
nb/2

Las autofunciones normalizadas corresponden pues aAn =
√

2/b.
Para funciones que se anulan en los extremos, el valor mı́nimo de

H[u] =

∫ b

0
u′2(x)dx

∫ b

0
u2(x)dx

= −
∫ b

0
u(x)u′′(x)dx
∫ b

0
u2(x)dx

es, entonces,λ1 = π2/b2 ≈ 9,87/b2 y corresponde av1(x) = A1 sin(πx/b).
Por ejemplo, planteando como aproximación variacional una parábolau(x) = x(b −

x), que satisfaceu(a) = u(b) = 0, obtenemosH[u] = 10/b2 > λ1.
Es importante destacar que este ejemplo corresponde exactamente al problema cuánti-

co de una partı́cula en una dimen’sión confinada al intervalo[0, a], libre dentro de este
intervalo. La funcíon v(x), con ||v||2 = 1, representa en este caso la función de onda de
la part́ıcula, y la ecuacíon L[v] = λv es la ecuación de Schr̈odinger independiente del
tiempo, conEn = ~

2λn/(2m) la enerǵıa del estadon. ~
2

2m
H[u] representa aquı́ el valor
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medio de la energı́a correspondiente a la función de ondau(x), el cual es ḿınimo para
u(x) = v1(x).

2) Consideremos nuevamenteL = − d2

dx2 en [0, b] con las condiciones de contorno de
Neumannu′(0) = u′(b) = 0. Éstas implican ahoraB = 0 y sin(

√
λb) = 0, es decir,

λn =
n2π2

b2
, n = 0, 1, 2, . . .

con autofunciones

vn(x) = Bn cos(nπx/b)

Los autovalores son los mismos que en el caso anterior, pero aparece el autovalor
adicionalλ0 = 0, en cuyo casov0 = B0, constante. Se cumple

∫ b

0

vn(x)vm(x)dx = δnmB
2
n{b n=0

b/2 n>0

Las autofunciones normalizadas se obtienen paraB0 = 1/
√
b, Bn =

√

2/b, n =
1, 2, . . ..

El valor ḿınimo deH[u] para esta condición de contorno esλ0 = 0 (Aqúı hemos
llamado por convenienciaλ0 al autovalor ḿas bajo deL).

3) NuevamenteL = − d2

dx2 con las condiciones mixtasu(0) = 0, u′(b) = 0. Estas
implicanB = 0 y cos(

√
λb) = 0, es decir,

λn = (n+ 1/2)2π2/b2 , n = 0, 1, 2, . . .

que son distintos a los hallados en los ejemplos 1 y 2, con autofunciones

vn(x) = An sin[(n+ 1/2)πx/b]

Se cumple

∫ b

0

vn(x)vm(x)dx = δnmA
2
nb/2

y las autofunciones normalizadas se obtienen paraAn =
√

2/b.
El valor ḿınimo deH[u] esλ1 = π2/4b2, intermedio entre el ḿınimo obtenido con

las condiciones de Neumann y aquél obtenido con las de Dirichlet.

4) NuevamenteL = − d2

dx2 con las condiciones de contorno periódicasu(−a) = u(a),
u′(−a) = u′(a). Obtenemos las autofunciones

v0 = B0, vn(x) = Bn cos(nπx/a), un(x) = An sin(nπx/a),

conn = 1, 2, . . . correspondientes a los autovalores
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λ0 = 0, λn = n2π2/b2, n = 1, 2, . . . ,

Paran ≥ 1 existen, pues, 2 autofunciones (vn(x) y un(x)) por cada autovalor.
Se cumple

∫ a

−a

vn(x)vm(x)dx = δnmB
2
n{2a n=0

a n>0 ,

∫ a

−a

un(x)um(x)dx = δnmA
2
na,

∫ a

−a

un(x)vm(x)dx = 0

obteníendose las autofunciones normalizadas paraB0 = 1/
√
2a, Bn = An = 1/

√
a.

En este caso resulta, en general, más ćomodo utilizar una base compleja de autofun-
ciones, dada por

wn(x) = Cne
iπnx/a

= Cn[cos(nπx/a) + i sin(nπx/a)], n = 0,±1,±2, . . .

que es ortogonal respecto del producto interno(u, v) =
∫ a

−a
u∗(x)v(x)dx:

∫ a

−a

w∗
n(x)wm(x)dx = δnm|C2

n|2a

I.4. Serie de Fourier

Como hemos visto en la sección I.3.6, cada operador de Sturm-Liouville determina un
desarrollo para una dada funciónf en serie de autofunciones dentro de un cierto intervalo.
ParaL = − d2

dx2 y ρ(x) = 1, la serie correspondiente se denomina, en general, serie
trigonoḿetrica o serie de Fourier, y la estudiaremos aquı́ en detalle. Analizaremos primero
la base proporcionada por las autofunciones periódicas deL en[−π, π], de la cual pueden
derivarse los deḿas casos.

Es f́acil verificar (ver trabajos prácticos) que las autofunciones correspondientes a tal
operador de Sturm-Liouville son de la forma:

u0(x) = C; un(x) =

{

A sin (nx)
B cos (nx)

n = 1, ...∞ (229)

La propiedad fundamental 2) en la misma sección asegura la convergencia absoluta
y uniforme del desarrollo en estas autofunciones para funciones con derivada segunda
que satisfacen las condiciones de contorno periódicas en[−π, π]; pero el desarrollo es
aplicable tambíen a funciones ḿas generales, como discutiremos más adelante en esta
seccíon.
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I.4.1. Coeficientes de Fourier

Supongamos, primero, que tal desarrollo es convergente af(x). En ese caso, pueden
determinarse los coeficientes

f(x) =
1

2
a0 +

∞
∑

n=1

[an cos(nx) + bn sin(nx)], ∀x ∈ (−π, π) (230)

En primer lugar, asumiendo válida la expansión (230), los coeficientesan, bn pueden
determinarse haciendo uso de la ortogonalidad (y la norma) de las funcionescos(nx),
sin(nx) discutida anteriormente. Por ejemplo, integrando ambos lados de (230) entre−π
y π, tendremos

∫ π

−π

dx f(x) = πa0 . (231)

Notemos que1
2
a0 = f̄ = 1

2π

∫ π

−π
f(x)dx es elvalor mediodef en [−π, π].

Para calcularan, n 6= 0, multiplicamos ambos miembros de (230) porcos (kx) , k 6= 0
e integramos entre−π y π, de donde resulta

ak =
1

π

∫ π

−π

dx f(x) cos (kx), k = 1, ...,∞ . (232)

Similarmente, multiplicando porsin(kx), k 6= 0 e integrando:

bk =
1

π

∫ π

−π

dx f(x) sin (kx), k = 1, ...,∞ . (233)

Los coeficientes ası́ determinados se denominan coeficientes de Fourier. La serie re-
sultante est́a dada por

f(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)dx+
1

π

∞
∑

n=1

∫ π

−π

dx′f(x′) [cos (nx) cos (nx′)

+ sin (nx) sin (nx′)] , (234)

que puede escribirse en forma más compacta como

f(x) = f̄ +
1

π

∞
∑

n=1

∫ π

−π

dx′f(x′) cos [n(x− x′)] . (235)

I.4.2. Teoremas de Fourier sobre convergencia

Seǵun se adelantó, estudiaremos ahora condiciones más d́ebiles para la convergencia
de la serie de Fourier, contenidas en dos teoremas, también conocidos como teoremas de
Fourier. Para poder demostrarlos, necesitaremos demostrar antes el siguiente lema:
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Lema I.4.1 (de Riemann-Lebesgue)Si g es continua en[a, b] salvo, a lo sumo, en un
número finito de puntos en los que permanece acotada, entonces

ĺım
s→∞

∫ b

a

g(x) sin(sx+ α)dx = 0 . (236)

Demostracíon del lema: Sig es derivable en[a, b], la demostracíon es inmediata. En
efecto, integrando por partes,

∫ b

a

g(x) sin(sx+ α)dx = −
∫ b

a

g(x)
d

dx

cos (sx+ α)

s
dx =

− g(x)
cos(sx+ α)

s

∣

∣

∣

∣

b

a

+

∫ b

a

g′(x)
cos(sx+ α)

s
dx , (237)

expresíon que tiende a0 para s → ∞. El mismo razonamiento es válido si g es deri-
vable salvo en un ńumero finito de puntos, siempre y cuando existan (y sean finitas) las
derivadas laterales.

Si g es śolo continua en[a, b], sea(x0 = a, x1, . . . , xn = b) una particíon de[a, b],
conxi − xi−1 = (b− a)/n. Entonces,

|
∫ b

a

g(x) sin(sx+ α)dx| = |
n

∑

i=1

∫ xi

xi−1

g(x) sin(sx+ α)dx|

= |
n

∑

i=1

{g(xi)

∫ xi

xi−1

sin(sx+ α)dx+

∫ xi

xi−1

[(g(x)−g(xi)] sin(sx+ α)dx}|

≤
n

∑

i=1

[|g(xi)|
| cos(sxi + α)−cos(sxi−1 + α)|

s
+
mi(b−a)

n
]

≤ 2Mn

s
+Mn(b− a) (238)

dondeM es el ḿaximo deg en [a, b], mi el máximo de|g(x) − g(xi)| en [xi−1, xi] y Mn

el máximo de losmi. Por lo tanto,

ĺım
s→∞

|
∫ b

a

g(x) sin(sx)|dx ≤ Mn(b− a)

pero Mn puede hacerse tan chico como se desee al aumentarn por ser g continua
( ĺım
n→∞

Mn = 0). Lo mismo ocurre si reemplazamossin(sx + α) por cos(sx + α). Esto

demuestra el lema aún sig(x) no es derivable en ningún punto.
Finalmente, sig es discontinua śolo en un ńumero finito de puntos en los que perma-

nece acotada, podemos separar estos puntosxc mediante integrales
∫ xc+ε

xc−ε
g(x) sin(sx +

α)dx, que tienden a0 para ε → 0 por serg acotada, y repetir el razonamiento anterior
en los intervalos restantes donde es continua.

�
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Ahora śı podemos demostrar tres teoremas de Fourier sobre la convergencia de la
serie.

Teorema I.4.2 (Teorema 1 de Fourier)Seaf(x) derivable (por lo tanto, continua) en
[−π, π], entonces la igualdad (235) vale∀x ∈ (−π, π). Si, adeḿas,f(−π) = f(π), la
serie converge af en [−π, π].

Demostracíon : Las sumas parciales en (235) están dadas por

Sn(x) =
1

2
a0 +

n
∑

m=1

am cos(mx) + bm sin(mx)

=
1

π

∫ π

−π

f(t)dt{1
2
+

n
∑

m=1

cos(mx) cos(mt)+sin(mx) sin(mt)}

=
1

π

∫ π

−π

f(t){1
2
+

n
∑

m=1

cos[m(t−x)]}= 1

π

∫ π

−π

f(t)Kn(t− x)dt ,

con

Kn(s) =
1

2
+

n
∑

m=1

cos[ms] =
1

2

n
∑

m=−n

eims =
ei(n+1)s − e−ins

2(eis − 1)

=
sin[(n+ 1

2
)s]

2 sin[1
2
s]

, (239)

donde se asume que, sis = 0 o, en general,s = 2kπ, con k entero,Kn(2kπ) =
ĺım

s→2kπ
Kn(s) = n + 1

2
, que es el valor correcto de la suma paras = 2kπ. Adeḿas, de

la suma de cosenos que define aKn(s) se ve que

∫ π

−π

Kn(t− x)dt = π (240)

Por lo tanto, sumando y restandof(x),

Sn(x) = f(x) +
1

π

∫ π

−π

(f(t)− f(x))Kn(t− x)dt

= f(x)+
1

π

∫ π

−π

f(t)−f(x)

2 sin[1
2
(t−x)]

sin[(n+
1

2
)(t−x)]dt (241)

Usando el lema de Riemann-Lebesgue es, ahora, inmediato demostrar la conver-
gencia parax ∈ (−π, π). En este caso, la función g(t) = f(t)−f(x)

2 sin[(t−x)/2]
si t 6= x, con

g(x) = f ′(x), es continua∀ t ∈ [−π, π], incluyendot = x, si f es derivable:

ĺım
t→x

f(t)− f(x)

2 sin[1
2
(t− x)]

= f ′(x) ,
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por lo que la integral en (241) se anula paran → ∞ y

ĺım
n→∞

Sn(x) = f(x) ∀ x ∈ (−π, π) . (242)

Hasta a qúı, hemos demostrado la primera parte del enunciado.
Si x = ±π, el denominador deg(t) se anula tanto parat → π comot → −π. Sin

embargo, six = ±π, Kn(t− x) es una funcíon par det. En efecto,

Kn(t∓ π) =
sin [(n+ 1

2
)(t∓ π)]

2 sin ( t∓π
2
)

=
sin [(n+ 1

2
)(−t± π)]

2 sin (−t±π
2

)

=
sin [(n+ 1

2
)(−t∓ π)]

2 sin (−t∓π
2

)
(243)

y, por lo tanto,
∫ 0

−π

Kn(t− x)dt =

∫ π

0

Kn(t− x)dt =
1

2
π

Parax = ±π podemos entonces escribir

Sn(x) =
f(π)+f(−π)

2
+
1

π

∫ π

0

f(t)−f(π)

2 sin[1
2
(t− x)]

sin[(n+
1

2
)(t−x)]dt

+
1

π

∫ 0

−π

f(t)− f(−π)

2 sin[1
2
(t− x)]

sin[(n+
1

2
)(t− x)]dt (244)

donde el primer y segundo cociente permanecen acotados parat → π y t → −π respec-
tivamente (tienden af ′(±π)). Aplicando el lema de Riemann, obtenemos pues

ĺım
n→∞

Sn(±π) =
f(π) + f(−π)

2

coincidiendo conf(±π) si f(π) = f(−π).

�

Teorema I.4.3 (Teorema2 de Fourier)Si f es continua en[a, b] pero f ′(x) no existe
en un ńumero finito de puntos aisladosxc, donde śı existen, en cambio, las derivadas
laterales

f ′±(xc) = ĺım
t→x±

c

f(t)− f(xc)

t− xc

, (245)

la serie de Fourier converge af(x), aún parax = xc.
Demostracíon: En tal casog(t) = f(t)−f(x)

2 sin[(t−x)/2]
es continua parat 6= x y permanece

acotada parat → x, aún six = xc ( ĺım
t→x±

c

g(t) = f ′±(xc)), cumpliendo con las condicio-

nes del lema de Riemann-Lebesgue.
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�

Teorema I.4.4 (Lema 3 de Fourier) Sif es continua y derivable en[−π, π] salvo en un
número finito de puntos aisladosxc, en los que existen sin embargo los lı́mites y derivadas
laterales

f(x±
c ) ≡ ĺım

x→x±
c

f(x), f ′±(xc) = ĺım
t→x±

c

f(t)− f(x±
c )

t− xc

entonces la serie también converge af(x) en los puntosx ∈ (−π, π) dondef es continua.
En los puntosxc donde es discontinua, la serie converge al punto medio:

ĺım
n→∞

Sn(x) =
1

2
[f(x+

c ) + f(x−
c )] (246)

Demostracíon: En primer lugar, six ∈ (−π, π), combinando (240) con el lema (236) obtenemos,
paraε > 0,

π = ĺım
n→∞

∫ π

−π
Kn(t− x)dt = ĺım

n→∞

∫ x+ε

x−ε
Kn(t− x)dt

= 2 ĺım
n→∞

∫ x+ε

x
Kn(t− x)dt = 2 ĺım

n→∞

∫ π

x
Kn(t−x)dt (247)

por serKn(s) par.

Notemos ahora queg(t) = f(t)−f(x)
2 sin[(t−x)/2] satisface las condiciones del lema parat ∈ [−π, π]

si x 6= xc, y parat 6= xc si x = xc. En este caso,

Sn(xc) =
1

π

∫ xc

−π
f(t)Kn(t− xc)dt+

1

π

∫ π

xc

f(t)Kn(t− xc)dt (248)

La segunda integral podemos escribirla como

f(x+c )

π

∫ π

xc

Kn(t− xc)dt+

∫ π

xc

f(t)−f(x+c )

2π sin[12(t−xc)]
sin[(n+

1

2
)(t−xc)]dt

Para n → ∞, el segundo t́ermino se anula por el lema de Riemann, puesg(t) = f(t)−f(x+
c )

2 sin[ 1
2
(t−xc)]

permanece acotado parat → x+c ( ĺım
t→x+

c

g(t) = f ′+(xc)), mientras que el primer término tiende a

1
2f(x

+
c ). Análogamente, la primera integral en (248) tiende a1

2f(x
−
c ). Esto conduce al resultado

(246).

�

Convergencia uniforme:Si f posee derivada continua en[−π, π], y f [−π] = f [π],
puede demostrarse que la convergencia de la serie de Fourieresabsolutay uniformepara
x ∈ [−π, π]. En este caso la serie de Fourier es derivable término a t́ermino, convergiendo
la serie derivada af ′(x) parax ∈ (−π, π).

Si f(x) es discontinua en un puntoxc o f [−π] 6= f [π] entonces la convergenciano
es uniforme. En tal caso, si derivamos la serie término a t́ermino obtendremos una serie
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que no necesariamente es convergente punto a punto (véase el ejemplo 4 siguiente). Otra
de las manifestaciones de la convergencia no uniforme es el feńomeno de Gibbs en los
bordes de una discontinuidad.

Condiciones ḿas d́ebiles de convergencia:Puede demostrarse que sif es continua en
[−π, π] y posee un ńumerofinito de ḿaximos y ḿınimos locales⇒ ĺım

n→∞
Sn(x) = f(x)

parax ∈ (−π, π), aún cuandof no sea derivable. Y en 1966 fue demostrado que sólo
asumiendo que

∫ π

−π
[f(x)]pdx existe parap = 1 y p = 2 ⇒

ĺım
n→∞

∫ π

−π

[f(x)− Sn(x)]
2dx = 0

Este tipo de convergencia se denomina convergencia en media, la cual es menos restrictiva
que la convergencia puntual. Aún menos exigente es la convergencia como distribución
(convergencia d́ebil): Se dice queSn converge af como distribucíon si

ĺım
n→∞

∫ ∞

−∞
Sn(x)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx

para cualquier función de pruebag, aún si la serieSn(x) no converge puntualmente en
ningún punto (v́ease el ejemplo 3). Este tipo de convergencia es frecuentemente utilizado
en f́ısica.

I.4.3. Forma compleja del desarrollo

Como cos(nx)
i sin(nx)

= 1
2
(einx ± e−inx), podemos escribir (193) como una serie de potencias

eneix,

f(x) = c0 +
∞
∑

n=1

cne
inx + c∗ne

−inx = P
∞
∑

n=−∞
cne

inx

conP
∞
∑

n=−∞
= ĺım

m→∞

m
∑

n=−m

el valor principal y

cn = c∗−n =
1

2
(an − ibn) =

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx

I.4.4. Serie de Fourier para otros intervalos

Si f est́a definida en[−a, a], el reemplazox → xπ/a conduce al desarrollo

f(x) =
a0
2

+
∞
∑

n=1

an cos(nωx) + bn sin(nωx), (249)
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parax ∈ (−a, a), donde
ω = π/a

an =
1

a

∫ a

−a

f(x) cos(nωx)dx, bn =
1

a

∫ a

−a

f(x) sin(nωx)dx

La serie converge a una función períodica de peŕıodo2a = 2π/ω, siendo puesω la fre-
cuencia angular correspondiente. En la forma compleja,

f(x) = P
∞
∑

n=−∞
cne

inωx, cn =
1

2a

∫ a

−a

f(x)e−inωxdx

I.4.5. Desarrollos de medio rango. Series de senos y de cosenos

Si f(x) = f(−x) (funciónpar) ⇒ bn = 0 ∀ n y

f(x) =
a0
2

+
∞
∑

n=1

an cos(nωx) (250)

an =
2

a

∫ a

0

f(x) cos(nωx)dx

Si f(x) = −f(−x) (función impar) ⇒ an = 0 ∀ n y

f(x) =
∞
∑

n=1

bn sin(nωx) (251)

bn =
2

a

∫ a

0

f(x) sin(nωx)dx

Una funcíon f definida en[0, a] puede pues desallorarse en serie de cosenos o se-
nos, convergiendo la serie a la extensión períodica par o impar def . Estos desarrollos
corresponden al problema de autovalores deL en[0, a], con las condicíon de contorno de
Neumann (caso par) y Dirichlet (caso impar).
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Norma def : En t́erminos de los coeficientes de Fourier, la identidad de Parseval toma
la forma

||f ||2 =
∫ a

−a

f 2(x)dx = a[
1

2
a20 +

∞
∑

n=1

a2n + b2n] = aP
∞
∑

n=−∞
|c2n|

Ejemplos:
1) f(x) = x, x ∈ [−π, π]. Se obtienean = 0 ∀n y

bn =
1

π

∫ π

−π

x sin(nx)dx =
2(−1)n+1

n

por lo que

x = 2
∞
∑

n=1

(−1)n+1 sin(nx)

n
, |x| < π (252)

Enx = ±π, la serie converge a1
2
[f(π) + f(−π)] = 0.

La serie converge en realidad a la extensión períodica

f(x) = x− 2nπ si − π + 2nπ < x < π + 2nπ

siendo discontinua enx = ±π + 2nπ.
2) Sif(x) = 1

2
x2, bn = 0 ∀ n y an = 2(−1)n/n2 si n ≥ 1, cona0 = π2/3, por lo que

1

2
x2 =

π2

6
+ 2

∞
∑

n=1

(−1)n
cos(nx)

n2
, |x| ≤ π

que coincide con la integral término a t́ermino de la serie (252). El desarrollo converge
tambíen enx = ±π, ya quef(π) = f(−π). Parax = 0 y π, el desarrollo anterior conduce
a las identidades ∞

∑

n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

12
,

∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6

3)

f(x) =
1

2a
, |x| < a < π

con f(x) = 0 si |x| > a. Obtenemosbn = 0 y an = sin(na)/(nπa) si n ≥ 1, con
a0 = 1/π. Por lo tanto,

f(x) =
1

π
[
1

2
+

∞
∑

n=1

sin(na)

na
cos(nx)], |x| ≤ π (253)

Parax = ±a, la serie converge al punto medio1
4a

.
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Se pueden extraer dos conclusiones muy importantes:
i) Al disminuir a, aumenta el ńumero de coeficientesan con valor apreciable en (253). En
efecto,sin(na)/na ≈ 1 si n ≪ 1/a, anuĺandose por primera vez paran ≈ π/a. El núme-
ro de coeficientesan con valor apreciable aumenta pues como1/a al disminuira. Cuanto
más corto es el pulso (respecto deπ) mayor es el ńumero de frecuencias necesarias para
representar correctamente el pulso.

ii) Paraa → 0, f(x) → δ(x) y obtenemos como lı́mite

δ(x) =
1

π
[
1

2
+

∞
∑

n=1

cos(nx)] =
1

2π
P

∞
∑

n=−∞
einx , |x| ≤ π

que puede obtenerse directamente utilizando las fórmulas usuales paraf(x) = δ(x). La
serie anteriorno converge puntualmente, pero si convergecomo distribucíon a δ(x) para
|x| ≤ π. En efecto, la suma parcial es

Sn(x) =
1

π
[
1

2
+

n
∑

m=1

cos(mx)] =
sin[(n+ 1

2
)x]

2π sin(1
2
x)

y satisface, utilizando el lema de Riemann,
∫ π

−π

Sn(x)dx = 1, ∀n ≥ 0

ĺım
n→∞

∫ π

−π

Sn(x)f(x)dx = f(0)+ ĺım
n→∞

∫ π

−π

f(x)−f(0)

sin(1
2
x)

sin[(n+
1

2
)x]dx

= f(0) (254)

∀ función de pruebaf . Por periodicidad obtenemos entonces, parax ∈ ℜ,

∞
∑

m=−∞
δ(x− 2mπ) =

1

π
[
1

2
+

∞
∑

n=1

cos(nx)] =
1

2π
P

∞
∑

n=−∞
einx

4) Si derivamos t́ermino a t́ermino el desarrollo (252) def(x) = x obtenemos la serie

2
∞
∑

n=1

(−1)n+1 cos(nx) (255)

que no converge puntualmente. Esto se debe a quef(−π) 6= f(π), siendo entonces la
convergencia de (252) no uniforme. No obstante la serie (255) converge como distribución
a

f ′(x) = 1− 2π
∞
∑

m=−∞
δ(x− π + 2mπ)
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que es la derivada (como distribución) de la extensión períodica dex.
5) Desarrollo en serie de Fourier de medio rango de la función de Green en[0, a] para
condiciones de contorno de Dirichlet:

G(x, x′) = {x(1−x′/a) 0<x<x′<a
x′(1−x/a) 0<x′<x<a

Se obtiene

bn =
2

a

∫ a

0

G(x, x′) sin(nπx/a)dx = sin(nπx′/a)/(nπ/a)2

y por lo tanto

G(x, x′) =
∞
∑

n=1

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)

(nπ/a)2

que coincide con el desarrollo general en autofunciones dado en la clase 12 (G(x, x′) =
∑∞

n=1 un(x)un(x
′)/λn).
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Ejemplo de desarrollo en serie de Fourier:

f(x) =

{

1 |x| < 1/2
0 |x| > 1/2

Intervalo: [−1, 1].

an =

∫ 1

−1

f(x) cos(nπx)dx =

{

(−1)(n−1)/2 2
nπ n impar

0 n par
, bn =

∫ 1

−1

f(x) sin(nπx)dx = 0

con a0 = 1. Suma parcial de orden n:

Sn(x) = 1
2a0 +

n
∑

m=1

am cos(mπx)

Se muestran los gráficos de f y Sn para n = 1, 3, 5, 11, 21, 51. Los dos últimos paneles muestran la gráfica

de la derivada dSn(x)
dx para n = 21 y 51, que converge como distribución a δ(x + 1

2 )− δ(x− 1
2 ) en [−1, 1].
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Apéndice: Funciones de Bessel

Jν(z) = (
z

2
)ν

∞
∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n + ν + 1)
(
z2

4
)n, Yν(z) =

cos(νπ)Jν (z) − J−ν(z)

sin(νπ)
(ν ∈/ Z)

Yν(z) =
2

π
[Jν(z) ln

z

2
− (

z

2
)ν

∞
∑

n=0

(−1)n[φ(n) + φ(n + ν)]

2n!(n + ν)!
(
z2

4
)n − (

z

2
)−ν

ν−1
∑

n=0

(ν − n − 1)!

2n!
(
z2

4
)2n] ν ∈ Z

con φ(m) = Γ′(m + 1)/Γ(m) y la última suma presente si ν 6= 0. Jν(kx) y Yν(kx) son soluciones de la
ec. diferencial

u′′ +
u′

x
+ (k2 − ν2

x2
)u = 0

Fórmulas asintóticas para z grande:

Jν(z) ≈
√

2

πz
cos[z − (ν +

1

2
)
π

2
], Yν(z) ≈

√

2

πz
sin[z − (ν +

1

2
)
π

2
]

Funciones de Hankel (o funciones de Bessel de 3a especie): H1,2
ν

(z) = Jν(z) ± iYν(z).

Funciones de Bessel modificadas:

Iν(z) = i−νJν(iz), Kν(z) = iν+1 π

2
[Jν(iz) + iYν(iz)]

Iν(kz) y Kν(kz) son soluciones de la ec. diferencial

u′′ +
u′

x
− (k2 +

ν2

x2
)u = 0

Para z grande,

Iν(z) ≈ ez

√
2πz

, Kν(z) ≈
√

π

2z
e−z

Gráficos:

5 10 15 20
x

-0.5

0.5

1

 

5 10 15 20
x

-0.5

0.5

1

 

5 10 15 20
x

-0.5

0.5

1

 

5 10 15 20
x

-0.5

0.5

1

 

5 10 15 20
x

-0.5

0.5

1

1.5

 

5 10 15 20
x

-1.5

-1

-0.5

0.5

 

1 2 3 4
x

1

2

3

4

5

 

1 2 3 4
x

1

2

3

4

5

 

J0(x)

J1(x) J2(x)

J3(x)

J0(x)

Y0(x) Y1(x)

J1(x)

√

2

πx
cos(x − π

4
)

J0(x)

√

2

πx
cos(x − 3π

4
)

J1(x)

K0(x) I0(x) K1(x) I1(x)



1

Ecuaciones de Legendre, Bessel e Hipergeométricas
(Resumen)

1) Ecuación de Legendre:

(1 − x2)u′′ − 2xu′ + λ(λ + 1)u = 0 (1)

Puede escribirse también en la forma de Sturm-Liouville,

−[(1 − x2)u′]′ = λ(λ + 1)u

o en la forma estándar

y′′ + A(x)y′ + B(x)y = 0 (2)

con A(x) = −2x
1−x2 , B(x) = λ(λ+1)

1−x2 . Tanto A(x) como

B(x) son anaĺıticos para |x| < 1 (o sea, |z| < 1). La ec.
(1) surge en problemas f́ısicos al considerar la ecuación
de autovalores del Laplaciano en una superficie esférica:
−∆Ωu = λ(λ + 1)u, donde ∆Ω es la parte angular del
Laplaciano en coord. esféricas y u una función dependi-
ente sólo de θ. En tal caso la ecuación anterior resulta

− 1

sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)

∂u

∂θ
) = λ(λ + 1)u

la cual se reduce a (1) si x = cos θ ( 1
sin(θ)

∂
∂θ = − ∂

∂x ).

Como λ(λ+1) = (λ+1/2)2−1/4, es suficiente considerar
Re[λ] ≥ −1/2. Planteando u =

∑∞
n=0 cnxn, se obtiene

∞
∑

n=0

xn{cn+2(n+2)(n+1)−cn[n(n−1)+2n−λ(λ+1)]} = 0

de donde

cn+2 = cn
n(n + 1) − λ(λ + 1)

(n + 2)(n + 1)
= −cn

(n + λ + 1)(λ − n)

(n + 2)(n + 1)

Para c1 = 0 y c0 6= 0, se obtiene la solución par, donde
c2n+1 = 0 y

c2 = −c0
λ(λ + 1)

2!
, c4 = c0

λ(λ − 2)(λ + 1)(λ + 3)

4!
, . . .

mientras que para c0 = 0 y c1 6= 0, se obtiene la solución
impar, donde c2n = 0 y

c3 = −c0
(λ − 1)(λ + 2)

3!
, c5 = c0

(λ − 1)(λ − 3)(λ + 2)(λ + 4)

5!
, . . .

Dado que |cn+2/cn| → 1 para n → ∞, el radio de con-
vergencia de la serie resultante es 1. Puede verse que
la solución no es en general acotada para x ∈ (−1, 1)
(|u(x)| → ∞ en al menos uno de los bordes).

La excepción ocurre si λ = l, con l entero positivo, en
cuyo caso cl+2 = 0. Esto implica que la solución con la
misma paridad de l se convierte en un polinomio de grado
l, que se denomina Polinomio de Legendre. En tal caso,
los coeficientes no nulos del polinomio están dados por

c2n+i = ci
(−1)n(l2!)

2(l + 2n)!

l!(l2 − n)!(l2 + n)!(2n + i)!
, i = 0, 1, n = 0, . . . , l2

donde l2 = [l/2] ([ ] denota parte entera) y i = 0 corre-
sponde a la solución par para l par, i = 1 a la solución
impar para l impar. Los polinomios de Legendre se defini-
nen exactamente como la solución para los coeficientes
iniciales ci = (−1)l2 l!/[(l2!)

22l−i], i = 0, 1, y pueden por
lo tanto escribirse como (llamando k = l2 − n)

Pl(x) =
1

2l

l2
∑

k=0

(−1)k(2l − 2k)!

k!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k

Dado que (2l−2k)!
(l−2k)! xl−2k = dl

dxl x
2l−2k, y k!(l−k)! = l!/(l

k),

pueden también reescribirse como

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl

l
∑

k=0

(−1)k(l
k)x2l−2k

=
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (3)

(Fórmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son

P0(x) = 1 P2(x) = 1
2 (3x2 − 1)

P1(x) = x P3(x) = 1
2 (5x3 − 3x) (4)

Los Polinomios de Legendre satisfacen

Pl(1) = 1
∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x)dx = δll′
2

2l + 1
(ortogonalidad)

lPl(x) = (2l − 1)xPl−1(x) − (l − 1)Pl−2(x), l ≥ 2

Cabe destacar entonces que soluciones acotadas de la ec.
(1) para x ∈ (−1, 1) y λ ≥ −1/2 se obtienen únicamente
cuando λ = l, entero, y en tal caso para la solución con
la misma paridad de l, la cual es un polinomio propor-
cional al Polinomio de Legendre (3). Por ejemplo, puede
verificar el lector que para λ = 0, las soluciones l.i. de (1)
son u1(x) = P0(x) = 1 y u2(x) = 1

2 ln 1+x
1−x , siendo u2(x)

la solución impar, la cual diverge para x → ±1.
La solución general de (1) para λ arbitrario puede ex-

presare como

u(x) = c1Pλ(x) + c2Qλ(x)

donde Pλ(x) y Qλ(x) se denominan usualmente fun-
ciones de Legendre de primera y segunda especie. Para
λ = l natural, Pλ(x) es el polinomio de Legendre.
Ambas están directamente incorporadas en la mayoŕıa
de los programas de cómputo anaĺıtico tales como
mathematica. Nótese que Qλ(x), y también Pλ(x) para
λ no entero, presentan divergencias de tipo logaŕıtmico
en al menos uno de los bordes x = ±1 (véase sec. 7).

2) Ecuación asociada de Legendre:

(1 − x2)u′′ − 2xu′ + [λ(λ + 1) − m2

1 − x2
]u = 0 (5)



2

En la forma de Sturm-Liouville, equivale a

−[(1 − x2)u′]′ +
m2

1 − x2
= λ(λ + 1)u

Se reduce a la ec. de Legendre para m = 0, y surge al con-
siderar la ec. −∆Ωu = λ(λ+1)u para u(θ, φ) = u(θ)eimφ:

− 1

sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)

∂u

∂θ
) +

m2

sin2 θ
u = λ(λ + 1)u

la cual se reduce a (5) tras el reemplazo x = cos θ. Pode-
mos asumir obviamente Re[m] ≥ 0, Re[λ] ≥ −1/2. Es
conveniente realizar la transformación u = (1−x2)m/2w.
Se obtiene entonces para w,

(1−x2)w′′−2(m+1)xw′+[λ(λ+1)−m(m+1)]w = 0 (6)

Planteando una serie de potencias para w, se obtiene

cn+2 = cn
n(n − 1) + (2n + m)(m + 1) − λ(λ + 1)

(n + 2)(n + 1)

= −cn
(n + λ + 1 + m)(λ − m − n)

(n + 2)(n + 1)
(7)

Si λ−m = k, con k entero positivo, ck+2 = 0 y la solución
con la misma paridad de k es un polinomio de grado k.
Estas son las únicas soluciones acotadas de (6) en (−1, 1).
En el caso usual, m es entero, y soluciones acotadas de
(6) existirán entonces sólo para λ = l ≥ m, con l entero
positivo. La solución con la misma paridad de l−m será
entonces un polinomio de grado l − m.

Si bién podemos obtener dichos polinomios por medio
de (7), es fácil ver que si u(x) es solución de la ec. de
Legendre (1), entonces su derivada emésima u(m)(x) sa-
tisface la ec. (6):

(1−x2)u(m+2)−2(m+1)xu(m+1)+[λ(λ+1)−m(m+1)]u(m) = 0

Por lo tanto, para m entero positivo, las soluciones de (5)
son de la forma (1−x2)m/2u(m)(x), con u(x) solución de
(1). Para λ y m entero, con λ = l ≥ m, obtenemos aśı
las denominadas funciones asociadas de Legendre,

Pm
l (x) = (−1)m(1 − x2)m/2 dm

dxm
Pl(x), 0 ≤ m ≤ l

que son polinomios sólo para m entero (en tal caso de
grado l) y que constituyen las únicas soluciones acotadas
de (5) en (−1, 1). Se define también

P−m
l (x) = (−1)m (l − m)!

(l + m)!
Pm

l (x)

verificándose

∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x)dx = δll′
2

2l + 1

(l + m)!

(l − m)!
∫ 1

−1

Pm
l (x)P−m

l′ (x)dx = δll′(−1)m 2

2l + 1

La solución general de (5) para m y λ arbitrario se ex-
presa como

u(x) = c1P
m
λ (x) + c2Q

m
λ (x)

siendo Pm
λ (x), Qm

λ (x) las funciones asociadas de Leg-
endre de primera y segunda especie. Para m 6= 0,
presentan en general divergencias del tipo (1 − x)−|m| y
(x + 1)−|m| en x = 1 y/o en x = −1 (véase sec. 7), salvo
Pm

λ (x) en los casos ya descriptos.

3) Ecuación de Bessel

u′′ +
u′

x
+ (1 − ν2

x2
)u = 0 (8)

Es de la forma contemplada en el teorema de Fuchs-
Frobenius y surge en problemas f́ısicos con simetŕıa
ciĺındrica o esférica al resolver la parte radial del Lapla-
ciano, como veremos en próximas clases. Planteando
u =

∑∞
n=0 anxs+n obtenemos, definiendo a−2 = a−1 = 0,

∞
∑

n=0

xs+n−2[an[(n+s)(n+s−1)+(n+s)−ν2]+an−2] = 0

Para n = 0, se obtiene a0[s(s − 1) + s − ν2] = 0, que
conduce a la ecuación indicial s2 − ν2 = 0, es decir,

s = ±ν

Se obtiene entonces a1 = 0. Para n ≥ 2,

an = − an−2

(n + s)2 − ν2
= − an−2

n(n + 2s)

Si s = ν, con Re(ν) ≥ 0, esto implica

a2n

a2n−2
= − 1

4n(n + ν)
=

(−1)n+122n(n − 1)! Γ(n + ν)

(−1)n22n+2n! Γ(n + ν + 1)

Hemos utilizado aqúı la función Gamma, definida
para x > 0 por

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt

que satisface, para x > 1, la relación

Γ(x) = (x − 1)Γ(x − 1)

(esto puede verse integrando por partes). Además,
Γ(1) = 1, Γ(1/2) =

√
π. Se obtiene entonces, para x

natural o semientero positivo,

Γ(n) = (n − 1)!, Γ(n +
1

2
) =

√
π(2n)!

n!22n

Para x → +∞, Γ(x+1) =
√

2πe−xxx+1/2[1+O(x−1)], lo
cual determina el comportamiento de n! para n grande.
La definición anterior es también válida para x complejo
si Re[x] > 0. Para x complejo arbitrario, Γ(x) se define
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por continuación anaĺıtica, siendo anaĺıtica en todo C
excepto en los enteros negativos o en x = 0, donde posee
polos simples ( lim

x→−n
(x+n)Γ(x) = (−1)n/n!). Se verifica

además que Γ(−ν)Γ(ν + 1) sin(νπ) = −π.
La relación recursiva se satisface entonces si

a2n = c
(−1)n

22nn!Γ(n + ν + 1)

Para c = 2−ν se obtiene aśı la función de Bessel

Jν(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n + ν + 1)
(
x

2
)ν+2n

llamada también función de Bessel de primera especie,
que es una de las soluciones de (8). Aplicando el criterio
del cociente puede verse fácilmente que la serie converge
∀ x ∈ ℜ o x ∈ C. Si ν no es entero, la otra solución lin.
indep. de (8) es (véase sec. 6)

J−ν(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n

n! Γ(n − ν + 1)
(
x

2
)−ν+2n

Si ν > 0 es entero, la relación recursiva para s = −ν
no puede prolongarse para n ≥ ν, y el procedimiento
anterior no es válido para obtener la segunda solución
lin. indep (para n ≥ 0 entero, J−n(x) ≡ lim

ν→−n
Jν(x) =

(−1)nJn(x)). Se utiliza entonces, como segunda solución

Yν(x) =
cos(νπ)Jν(x) − J−ν(x)

sin(νπ)

denominada función de Bessel de segunda especie o
función de Neumann o Weber. La ventaja es que el
ĺımite de Yν(x) para ν → n, con n > 0 entero, pro-
porciona la otra solución lin. indep. de (8), que es de la
forma Jν(x) ln(x) + x−ν

∑∞
n=0 bnxn. La forma expĺıcita

de Yν(x), aśı como otras propiedades y funciones asocia-
das, se las detalla en el apéndice gráfico.

Para ν semientero, Jν(x) y Yν(x) pueden expresarse
en términos de senos y cosenos. Por ej., es fácil ver que

J1/2(x) =
√

2x
π

sin x
x , Y1/2(x) = −

√

2x
π

cos x
x . En general,

Jn+1/2(x) =
√

2x
π xn(− 1

x
d
dx )n( sin x

x )

Yn+1/2(x) = −
√

2x
π xn(− 1

x
d
dx )n( cos x

x )

Cabe destacar finalmente que si k 6= 0, las funciones
Jν(kx), Yν(kx), son soluciones lin. indep. de la ec.

u′′ +
u′

x
+ (k2 − ν2

x2
)u = 0

El número k puede ser real o complejo. Para k = i, las
funciones Jν(ix), Yν(ix) son combinaciones lineales de
las denominadas funciones de Bessel modificadas Iν(x),
Kν(x) (véase apéndice).

4) Función Hipergeométrica confluente
Consideremos la ecuación

xu′′ + (b − x)u′ − au = 0 (9)

que surge en muchos problemas de mecánica cuántica
al resolver la ec. de Schrödinger monodimensional. Las
ráıces de la ec. indicial s(s − 1) + bs = 0 son s = 0 y
s = 1 − b. Por lo tanto, si b no es 0 o entero negativo,
una de las soluciones es una serie de potencias u(x) =
∑∞

n=0 cnxn, con

cn+1 = cn
n+a

(n+1)(n+b)

y c0 6= 0. Para c0 = 1 se obtiene aśı la solución

u1(x) = F [a, b, x] ≡ 1 +
a

b
x +

a(a + 1)

2! b(b + 1)
x2 + . . .

=
Γ[b]

Γ[a]

∞
∑

n=0

Γ[n + a]

n! Γ[n + b]
xn (10)

que se denomina función hipergeométrica confluente.
Converge ∀ x (como es obvio a partir de (9)). Para
a = −n, con n entero positivo, se reduce a un polinomio
de grado n. En particular, los polinomios de Laguerre
generalizados se definen, para 0 ≤ m ≤ n, como

Lm
n [x] = (−1)m (n!)2

m!(n − m)!
F [−(n − m),m + 1, x]

y surgen al resolver la ec. de Schrödinger para el átomo
de Hidrógeno. Para m = 0 se denominan simplemente
polinomios de Laguerre.

Es fácil ver que si b no es entero, la otra solución l.i.
de (9) es

u2(x) = x1−bF [a − b + 1, 2 − b, x]

ya que si se sustituye u = x1−bw se obtiene para w la ec.

xw′′ + (2 − b − x)w′ − (a − b + 1)w = 0

que es de la forma (9) con b → 2 − b, a → a − b + 1.

Para x → ∞ y a 6= −n, F [a, b, x] ≈ Γ[b]
Γ[a]e

xxa−b.

La función F [a, b, x] y sus propiedades está también
directamente incorporada a la mayoŕıa de los programas
de cálculo anaĺıtico.

5) Función Hipergeométrica
Consideremos ahora la ecuación

x(1 − x)u′′ + [b − (a1 + a2 + 1)x]u′ − a1a2u = 0 (11)

Las ráıces de la ec. indicial s(s − 1) + bs = 0 son nue-
vamente s = 0 y s = 1 − b. Por lo tanto, si b no es 0
o entero negativo, una de las soluciones es una serie de
potencias u(x) =

∑∞
n=0 cnxn, con

cn+1 = cn
n(n − 1 + a1 + a2 + 1) + a1a2

(n + 1)(n + b)

= cn
(n + a1)(n + a2)

(n + 1)(n + b)



4

y c0 6= 0. Para c0 = 1 se obtiene aśı la solución

u1(x) = F [a1, a2, b, x]

≡ 1 +
a1a2

1! b
x +

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)

2! b(b + 1)
x2 + . . .

=
Γ[b]

Γ[a1]Γ[a2]

∞
∑

n=0

Γ[n + a1]Γ[n + a2]

n!Γ[n + b]
xn (12)

que se denomina función hipergeométrica. Converge para
|x| < 1 (como es obvio a partir de la ecuación) y es
obviamente simétrica con respecto a a1 y a2. Si a1 =
−n (o a2 = −n), con n entero positivo, se reduce a un
polinomio de grado n. En particular, los polinomios de
Jacobi se definen como

Pα,β
n (x) =

Γ[α + n + 1]

n!Γ[α + 1]
F [−n, α+β+n+1, α+1, (1−x)/2]

Para α = β = 0 se reducen a los polinomios de Legendre,
vistos anteriormente. Es fácil ver que si b no es entero,
la otra solución l.i. de (11) es

u2(x) = x1−bF [a2 − b + 1, a1 − b + 1, 2 − b, x]

ya que si se sustituye u = x1−bw se obtiene para w una
ec. del tipo (11) con a1 → a2 − b + 1, a2 → a1 − b + 1 y
b → 2 − b. Esta función y sus propiedades está también
incorporada a los programas de cálculo anaĺıtico.

6) Método general para hallar la segunda
solución
Supongamos que se conoce una solución u1(x) de la
ecuación lineal (2). La otra solución lin. indep. puede
hallarse planteando una solución del tipo

u2(x) = v(x)u1(x)

En efecto, reemplazando en (2) obtenemos para v la ec.

u1(x)v′′ + (2u′
1(x) + A(x)u1(x))v′ = 0

que es una ec. lineal de primer orden en v′. Su solución
es v′(x) = cu−2

1 (x)e−
∫

A(x)dx, de donde

v(x) = c

∫

e−
∫

A(x)dx/u2
1(x)dx (13)

Aunque no resulta a veces el método más cómodo, puede
aplicarse para cualquier A(x). Nótese que v(x) no de-
pende expĺıcitamente de B(x). El método puede uti-
lizarse también para determinar el comportamiento de la
segunda solución en la vecindad de puntos singulares.

Para el caso del teorema de Frobenius Fuchs, puede
verse de (13) que si u1(x) es de la forma

∑∞
n=0 anxn+s,

con s la ráız de la ecuación indicial (s = 1
2 (1−A−1 ± r),

r =
√

(1 − A2
−1) − 4B−2), entonces

v(x) = c

∫

x−2s−A−1R(x)dx

donde R(x) =
∑∞

n=0 rnxn (con r0 6= 0) y 2s+A−1 = 1+r.

Por lo tanto, si r no es entero, u2(x) = xs′ ∑∞
n=0 bnxn,

con s′ = s−r la otra ráız, mientras que si r = m natural,
u2(x) será de la forma Cu1(x) ln x +

∑∞
n=0 xs′+n, con

C 6= 0 si rm 6= 0.
Como ej. simple, consideremos la ec. u′′ − k2u = 0,

cuyas soluciones son u(x) = c±e±kx. Si u1(x) = ekx

⇒ v(x) ∝ e−2kx, de donde u2(x) ∝ e−kx. Si tomamos
u1(x) = cosh(kx) ⇒ v(x) ∝ tanh(kx), de donde
u2(x) = sinh(x).

7) Condiciones de contorno cuando p(x) se
anula en un extremo
La ecuación de autovalores de Sturm-Liouville,

L[u] = −(p(x)u′)′ + q(x)u = λρ(x)u

puede escribirse, si p(x) > 0 en (a, b), como

u′′ + A(x)u′ + B(x)u = 0, (14)

A(x) =
p′(x)

p(x)
, B(x) =

λρ(x) − q(x)

p(x)
(15)

Hasta ahora hab́ıamos supuesto p(x) > 0 en [a, b], con
p y q continuos en ese intervalo. Consideremos ahora el
caso en que p(x) posee un cero simple en x = a, es decir,

p(x) = c1(x − a) + c2(x − a)2 + . . . , c1 > 0

en un intervalo [a, r], permaneciendo positiva y continua
en el resto del intervalo. En tal caso, A(x) tendrá un polo
simple con residuo 1 (A−1 = 1). Mostraremos a contin-
uación que esto implica que sólo una de las soluciones l.i.
de (14) permanecerá acotada para x → a+, de modo que
la condición de contorno a imponer cuando p(x) posee
un cero simple en un extremo es que la autofunción per-
manezca acotada para x → a.

Demostración: Si q(x) es continuo en [a, b], B(x)
poseerá a lo sumo un polo simple en x = a, por lo que
B−2 = 0. Por lo tanto, las ráıces de la ec. indicial en
x = a,

s(s − 1) + A−1s + B−2 = 0

son s = 0 y s = 1 − A−1 = 0. En tal caso, una solución
de (14) será una serie de potencias naturales, siendo por
lo tanto acotada en x = a, mientras que la otra solución
tendrá una divergencia logaŕıtmica en x = a (véase la
clase de Fuchs-Frobenius). La exigencia de que u(x) per-
manezca acotada ya descarta entonces una de las solu-
ciones de la ec. (14). Notemos que el operador L per-
manece autadjunto para funciones u que satisfagan

lim
x→a+

p(x)u(x) = 0 , lim
x→a+

p(x)u′(x) = 0 (16)

Si tanto u como u′ peramence acotadas para x → a+, las
condiciones anteriores se satisfacen ya que p(a) = 0 (cero
simple en x = a).

El razonamiento anterior se extiende fácilmente al
caso en que q(x) posee un polo simple en x = a, con
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limx→a+ q(x) = +∞ (residuo q−1 > 0), lo que implica
que B(x) posee un polo de orden 2 en x = a (con
B−2 = −q1/c1 < 0). En tal caso, las ráıces de la ecuación
indicial son

s = ±
√

−B−2

es decir, reales y de signos opuestos. Por lo tanto,
sólo una de las soluciones de (14) (la que corresponde

a s = +
√

−B−2) permanecerá acotada para x → a+. La
condición de acotacón nuevamente descarta una de las
soluciones. También se cumplen aqúı las ec. (16).

Estas propiedades pueden también demostrarse con el
procedimiento de la sec. 6. En términos de p(x),

u2(x) = cu1(x)

∫

dx

p(x)u2
1(x)

dx

Si u1(x) ∝ (x − a)s para x → a, con s ≥ 0, u2(x) no
será acotada para x → a si p(x) posee un cero simple en
x = a. Se dejan los detalles para el lector.

Puede demostrarse que las propiedades anteriores del
conjunto de autofunciones siguen siendo válidas si p(x)
posee un cero simple en uno de los bordes, siempre y
cuando se exija que la autofunción permanezca acotada
en ese borde. Si p(x) posee un cero simple en ambos bor-
des, entonces dicha condición debe imponerse en ambos
bordes.

8) Ejemplo: Serie de Polinomios de Legendre
Retornemos a la ecuación de Legendre, escrita ahora en
la forma

−((1 − x2)u′)′ = λu , x ∈ [−1, 1] (17)

Esta ec. puede verse como la ec. de autovalores de un op.
de Sturm-Liouville, con p(x) = 1 − x2 = (1 + x)(1 − x)
y q(x) = 0. En este caso p(x) posee un cero simple en
x = 1 y x = −1 por lo que imponemos como condición de
contorno que u(x) permanezca acotada en ambos bordes
(x = ±1). Como vimos en la clase 9, esto ocurre sólo
si λ = l(l + 1), con l = 0, 1, . . . (lo que determina los
autovalores), y en tal caso para la solución con la misma
paridad de l, que es un Polinomios de Legendre:

u(x) = Pl(x), λ = l(l + 1), l = 0, 1, . . .

los cuales forman pues una base completa ortogonal en
[−1, 1]. Podemos expandir entonces una función en dicho
intervalo como

f(x) =

∞
∑

l=0

clPl(x), x ∈ [−1, 1]

con (recordar que
∫ 1

−1
P 2

l (x)dx = 2/(2l + 1))

cl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx

Notemos que las ráıces de la ec. indicial en x = ±1 son
ambas 0. Esto implica que la solución no acotada de (17)
tendrá una divergencia logaŕıtmica en el extremo.

9) Serie de Polinomios asociados de Legendre:
Consideremos ahora

−((1 − x2)u′)′ +
m2

1 − x2
u = λu , x ∈ [−1, 1]

Puede verse como la ec. de autovalores de un operador
de Sturm-Liouville, con p(x) = (1 − x2) y
q(x) = m2/(1−x2). En este caso q(x) posee un polo sim-
ple en x = 1 y en x = −1, y es positiva para x ∈ (−1, 1).
La condición de contorno a imponer es nuevamente que
la autofunción permanezca acotada en x = 1 y x = −1.
Como vimos en la sección 7, esto implica, para m > 0
entero, que l = m,m+1,m+2, . . ., con l entero, y en tal
caso que u(x) sea el polinomio generalizado de Legendre:

u(x) = Pm
l (x) , λ = l(l + 1), l = m,m + 1,m + 2, . . .

Podemos expandir entonces una función en [−1, 1]
también como

f(x) =
∞
∑

l=m

clP
m
l (x), x ∈ [−1, 1]

con

cl =
2l + 1

2

(l − m)!

(l + m)!

∫ 1

−1

f(x)Pm
l (x)dx

=
(−1)m(2l + 1)

2

∫ 1

−1

f(x)P−m
l (x)dx

10) Serie de Bessel
La ec. de Bessel u′′ + u′/x + (k2 − ν2/x2)u = 0 puede
escribirse como

−(xu′)′ +
ν2

x
u = λxu (18)

con λ = k2, que corresponde a una ec. de autovalores
de un op. Sturm-Liouville con p(x) = x, q(x) = ν/x y
ρ(x) = x. Esta ec., con x = r, surge por ej. al resolver

−∆w(r, θ) = λw(r, θ)

con ∆ = ∂2

∂r2 + 1
r

∂
∂r + 1

r2

∂2

∂θ2 el Laplaciano en coordenadas
polares, en una región circular (a0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ θ0),
para soluciones de la forma w(r, θ) = u(r)eiνθ. Supon-
dremos ν real.

Consideremos primero x ∈ [0, a]. Como p posee un
cero simple en x = 0, la cond. de contorno en x = 0
debe ser |u(0)| < ∞. En x = a supondremos la cond. de
Dirichlet u(a) = 0, aunque para otras cond. de contorno
locales el procedimiento es similar. La solución general
de (18) es

u(x) = AJν(
√

λx) + BYν(
√

λx)

La cond. |u(0)| < ∞ implica B = 0, mientras que la
cond. u(a) = 0 implica

Jν(
√

λa) = 0
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o sea,

√
λa = kν

n, n = 1, 2, . . . con Jν(kν
n) = 0

Aqúı kν
n son las ráıces de Jν(x), que forman un con-

junto numerable de números reales. Los autovalores
son entonces λn = (kν

n/a)2 y las autofunciones corre-
spondientes son ortogonales respecto del prod. interno
(u, v)x =

∫ a

0
u(x)v(x)xdx:

∫ a

0

Jν(kν
nx/a)Jν(kν

mx/a)xdx = δnmN2
n

donde

N2
n =

∫ a

0

J2
ν (kν

nx/a)xdx =
a2

2
J ′2

ν(kν
n) (19)

En efecto, mult. (18) por −2xu′ obtenemos
2[(xu′)′xu′ + (λx2 − ν2)uu′] = 0, de donde
[(xu′)2 + (λx2 − ν2)u2]′ = 2λxu2 y

∫

u2(x)xdx =
(xu′)2 + (λx2 − ν2)u2

2λ

Por lo tanto, si u(x) = Jν(kx),

∫ a

0

J2
ν (
√

λx)xdx =
a2

2
[J ′2

ν(
√

λa) + (1 − ν2

a2λ
)J2

ν (
√

λa]

que conduce al resultado (19) para λ = (kν
n/a)2.

El conjunto de autofunciones {Jν(kν
nx/a), n =

1, 2, . . . , } es completo en [0, a] por ser L autoadjunto con
las presentes cond. de contorno. Podemos pues expandir
una función f para x ∈ [0, a] que sat. dichas cond. como

f(x) =
∞
∑

n=0

cnJν(kν
nx/a)

donde remarcamos que la suma es sobre n y no ν, con

cn =
2

a2J ′
ν
2(kν

n)

∫ a

0

f(x)Jν(kν
nx/a)xdx

Por ejemplo, los primeros ceros de J0(x) son

k0
1 ≈ 2, 405 = 0.765π, k0

2 ≈ 5, 52 = 1, 76π, k0
3 ≈ 8, 65 = 2, 75π

con k0
n ≈ (n− 1

4 )π para n grande en virtud de las fórmulas
asintóticas para J0(x).

Para una condición de contorno de Neumann en x = a
(u′(a) = 0), el tratamiento es similar pero tendremos que
utilizar los ceros de J ′

ν(x). Se dejan los detalles para el
lector.

En el caso de un anillo 0 < a < x < b, con condiciones
de contorno de Dirichlet u(a) = u(b) = 0, la solución
general de (18) será

u(x) = A[Jν(
√

λx) + αYν(
√

λx)]

Tanto los autovalores λn como el coef. αn que determina
las autofunciones deben determinarse a partir de las
ecuaciones u(a) = 0, u(b) = 0. Se dejan también los
detalles para el lector.



Matemáticas Especiales II

Transformada de Fourier (Resumen)

Consideremos nuevamente la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier de una función
f : [−L,L] → ℜ:

f(x) =
∞
∑

n=−∞
cne

inπx/L , cn =
1

2L

∫ L

−L
f(x)e−inπx/Ldx (1.1)

donde la suma indica el valor principal
∞
∑

n=−∞
= lim

m→∞

m
∑

n=−m
. Podemos reescribir la serie como

f(x) =
1√
2π

∑

k

F (k)eikx∆k, (1.2)

donde k = nπ
L , ∆k = π

L y

F (k) =
√
2πcn

L

π
=

1√
2π

∫ L

−L
f(x)eikxdx (1.3)

Consideremos ahora el ĺımite L → ∞. En tal caso, ∆k → 0 y las ec. (1.2)–(1.3) tienden a

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (k)eikxdk (1.4)

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (1.5)

asumiendo que ambas integrales convergen, con
∫∞
−∞ = lim

r→∞
∫ r
−r el valor principal.

La función F : ℜ → ℜ definida por (1.5) se denomina Transformada de Fourier (TF) de la
función f (f : ℜ → ℜ) y la expresión (1.4), que recupera f a partir de F , es la “antitransformada”
de F . Constituyen la generalización de la serie de Fourier para funciones f definidas en (−∞,∞)
(y de módulo integrable). Debido a la simetŕıa de las ec. (1.4)-(1.5), son posibles también otras
convenciones para definir la TF (puede por ej. omitirse el factor 1/

√
2π en (1.4) y reemplazar

el de (1.5) por 1/(2π) o viceversa, y también reemplazar e±ikx por e∓ikx). Las ec. (1.4)–(1.5)
son válidas para cualquier función f : ℜ → ℜ continua que satisfaga

∫∞
−∞ |f(x)|dx < ∞ y que

posea un número finito de máximos y mı́nimos. Si f posee una discontinuidad aislada finita en
un punto x0, la integral en (1.4) converge al punto medio, como ocurre en la serie de Fourier.

Desde el punto de vista f́ısico, las expresión (1.4) se entiende como la expansión de la función
f(x) en términos de funciones armónicas puras eikx = cos(kx) + i sin(kx), de frecuencia angular
k (y peŕıodo 2π/k), siendo F (k) el peso (amplitud) de la frecuencia k en la expansión de f .

Demostraremos ahora expĺıcitamente la validez de las ec. (1.4)–(1.5) para funciones f con-
tinuas y derivables lateralmente en cualquier punto, que satisfagan

∫∞
−∞ |f(x)|dx < ∞. La dem.

es muy similar a la efectuada para la serie de Fourier. Las ec. (1.4)–(1.5) implican

f(x) =

∫ ∞

−∞

1

2π
[

∫ ∞

−∞
eik(x−x′)dk]f(x′)dx′

de modo que lo que debe demostrarse es que

1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−x′)dk = δ(x− x′) (1.6)

donde
∫∞
−∞ dk = lim

r→∞
∫ r
−r dk. En efecto, 1

2π

∫ r
−r e

iktdk = 1
2π

eirt−e−irt

it = 1
π
sin(rt)

t , con

1

π

∫ ∞

−∞

sin(rt)

t
dt =

1

π

∫ ∞

−∞

sin(u)

u
du = 1
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Por lo tanto

∫ ∞

−∞
[
1

2π

∫ r

−r
eik(x−x′)dk]f(x′)dx′ =

∫ ∞

−∞

sin[r(x− x′)]
π(x− x′)

f(x′)dx′

=

∫ ∞

−∞

sin(rt)

πt
[f(x+ t)− f(x) +f(x)]dt = f(x) +

∫ ∞

−∞
sin(rt)

f(x+ t)− f(x)

πt
dt (1.7)

Para r → ∞, el segundo término en (1.7) se anula por el Lema de Riemann (véase clase de
series de Fourier) si f es una función derivable al menos lateralmente en x (ya que en tal
caso (f(x + t) − f(x))/t permanece acotado para t → 0) e integrable en (−∞,∞). Queda aśı
demostrada la ec. (1.6).

La ec. (1.6) implica también

∫ ∞

−∞
φ∗
k′(x)φk(x)dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
eix(k−k′)dx = δ(k − k′) (1.8)

indicando que las funciones φk(x) = eikx/
√
2π son ortogonales respecto del producto interno

(u, v) =
∫∞
−∞ u∗(x)v(x)dx y están “normalizadas” respecto de la variable k, si interpretamos

por esto último precisamente la condición (1.8). Nótese que la convergencia de las integrales
(1.6)–(1.8) debe entenderse como distribución (convergencia débil).

Propiedades básicas de la transformada de Fourier

Se resumen en la siguiente tabla:

f(x) F (k)

0 f(−x) F (−k)

1 f(ax) (a 6= 0) F (k/a)/|a|
2 f(x+ b) eikbF (k)

3 f ′(x) ikF (k)

4 f (n)(x) (ik)nF (k)

5 xnf(x) (n ∈ N) inF (n)(k)

6 F (x) f(−k)

7 f(x)eibx (b ∈ ℜ) F (k − b)

8 (f ∗ g)(x)
√
2πF (k)G(k)

9 f(x)g(x) (F ∗G)(k)/
√
2π

donde (f ∗ g) denota la convolución de f y g:

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− x′)g(x′)dx′ = (g ∗ f)(x)

y (F ∗G)(k) =
∫∞
−∞ F (k − k′)G(k′)dk′ = (G ∗ F )(k) la convolución de F y G.

Demostraciones:
∫ ∞

−∞
f(ax)

e−ikx

√
2π

dx =
1

|a|

∫ ∞

−∞
f(u)

e−iku/a

√
2π

du =
F (k/a)

|a|
∫ ∞

−∞
f(x+ b)

e−ikx

√
2π

dx =

∫ ∞

−∞
f(u)

e−iku

√
2π

eikbdu = eikbF (k)

∫ ∞

−∞
f ′(x)

e−ikx

√
2π

dx = f(x)
eikx√
2π

|∞−∞ + ik

∫ ∞

−∞
f(x)

e−ikx

√
2π

dx = ikF (k)

donde hemos asumido que f ′(x) → 0 para x → ±∞. La prop. 4 sigue por inducción (asumiendo
f (m)(±∞) = 0 si m ≤ n) y la 5 se obtiene en forma similar (asumiendo F (m)(±∞) = 0 para

– 2 –



m ≤ n). La prop. 6 es consecuencia de las ec. (1.4)–(1.5). La prop. 7 se deja como ejercicio.
Prop. 8:

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(x)e

−ikx

√
2π

dx =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x− x′)g(x′)

e−ik(x−x′+x′)

√
2π

dx′dx =

∫ ∞

−∞
f(u)e−ikudu

∫ ∞

−∞
g(x′)

e−ikx′

√
2π

dx′ =
√
2πF (k)G(k) (1.9)

Prop. 9: Se deja como Ejercicio.

Otras propiedades de la TF:

10) La TF conserva el producto escalar entre funciones (producto interno complejo):

(g, f) ≡
∫ ∞

−∞
g∗(x)f(x)dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
g(x)dx

∫ ∞

−∞
eikxF (k)dk =

1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x)eikxdxF (k)dk

=

∫ ∞

−∞
G∗(k)F (k)dk = (G,F )

donde G es la TF de g. Esto implica en particular que la TF conserva la norma:

||f ||2 ≡ (f, f) =

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
|F (k)|2dk = (F, F )

11) Si f es real ⇒ F (−k) = F (k)∗ (para k real). Se deduce inmediatamente de la expresión

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx =

1√
2π

[

∫ ∞

−∞
f(x)cos(kx)dx− i

∫ ∞

−∞
f(x) sin(kx)dx] (1.10)

12) La prop. 0 implica que si f es par (f(−x) = f(x)) ⇒ F (k) es par (F (−k) = F (k)).
A partir de (1.10) vemos también que en tal caso,

∫∞
−∞ f(x) sin(kx)dx = 0 y

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x) cos(kx)dx =

√

2

π

∫ ∞

0
f(x) cos(kx)dx

siendo F real si f es real.

Si f es impar (f(−x) = −f(x)) ⇒ F (k) es impar. En tal caso,
∫∞
−∞ f(x) cos(kx)dx = 0 y

F (k) =
−i√
2π

∫ ∞

−∞
f(x) sin(kx)dx = −i

√

2

π

∫ ∞

0
f(x) sin(kx)dx

siendo F imaginario si f es real.

13) A partir de la def. (1.5) y la prop. 5, se obtiene

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

√
2πF (0) (1.11)

∫ ∞

−∞
f(x)xndx =

√
2πinF (n)(0), (1.12)

donde n = 0, 1, 2, . . .. Las derivadas de F (k) en el origen permiten pues evaluar en forma in-
mediata las integrales (1.11)–(1.12) (ver ejercicios en práctica).
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Ejemplos: de TF: (H(x) denota la fn. de Heaviside y a > 0, b real )

f(x) F (k)

1 e−a|x|
√

2
π

a
a2+k2

2 e−axH(x) 1√
2π

1
a+ik

3 e−x2/(2a2) ae−a2k2/2

4 1
x2+a2

√

π
2a2

e−a|k|

5 H(x+ a)−H(x− a)
√

2
π
sin(ak)

k

6 δ(x) 1√
2π

7 eibx
√
2πδ(k − b)

8 cos(bx)
√
2π δ(k−b)+δ(k+b)

2

9 sin(bx)
√
2π δ(k−b)−δ(k+b)

2i

10 e−x2/(2a2)eibx ae−a2(k−b)2/2

Demostraciones:
∫ ∞

−∞
e−a|x|−ikxdx =

∫ ∞

0
e−x(a+ik)dx+

∫ 0

−∞
ex(a−ik)dx =

1

a+ ik
+

1

a− ik
=

2a

a2 + k2
, a > 0

∫ ∞

−∞
e−axH(x)e−ikxdx =

∫ ∞

0
e−x(a+ik)dx ==

1

a+ ik
(1.13)

∫ ∞

−∞
e−x2/2−ikxdx =

∫ ∞

−∞
e−(x+ik)2/2−k2/2dx = e−k2/2

∫ ∞+ik

−∞+ik
e−z2/2dz =

√
2πe−k2/2

donde z = (x+ ik). Se ha completado cuadrados en el exponente y utilizado el resultado

I =

∫ ∞

−∞
e−x2/2dx =

√
2π

el cual se obtiene de

I2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(x2+y2)/2dxdy = 2π

∫ ∞

0
e−r2/2rdr = 2π

∫ ∞

0
e−udu = 2π

(también hemos utilizado el hecho de que e−z2/2 es una función anaĺıtica de z que se anula para
Re[z] → ±∞, como se verá en las próximas clases). El resultado general 3 (para a 6= 1) se
obtiene utilizando la prop. 2.

Este ejemplo demuestra que la TF de una gaussiana (de ancho a) es también una gaussiana
(de ancho 1/a). Esto posee una importancia fundamental en diversas aplicaciones. Notemos
que la norma se conserva:

∫ ∞

−∞
e−x2/a2dx = a2

∫ ∞

−∞
e−a2k2dk =

√
πa

El ej. 4 se obtiene de 1 utilizando la prop. 6, mientras que el ej. 5 sigue de

∫ ∞

−∞
[H(x+ a)−H(x− a)]e−ikxdx =

∫ a

−a
e−ikxdx =

e−ika − eika

−ik
= 2

sin(ka)

k

Los ej. 6 y 7, que deben entenderse como la TF de una distribución (siendo el resultado otra
distribución), son consecuencia inmediata de (1.6). El resultado 6 puede también obtenerse de 5
dividiendo a f y F por 2a y tomando el ĺımite a → 0, de acuerdo con la relación δ(x) = H ′(x).
Los ej. 8-9 se derivan de lo anterior en forma inmediata, recordando que cos(ax) = eiax+e−iax

2 ,
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sin(ax) = eiax−e−iax

2i . Implican que la TF de una función f(x) periódica de peŕıodo 2L (que puede
desarrollarse en serie de Fourier) tendrá pues picos tipo δ localizados en ±nω, con ω = π/L y n
entero. Finalmente, 10 se deriva inmediatamente de 3 (se deja como ejercicio). De 10 se puede
reobtener 7 en el ĺımite a → +∞ (ejercicio).

Es importante destacar que cuanto más esparcida esté f(x) (por ej., a grande en el ej. 3),
tanto más concentrada estará F (k), y viceversa. Los ej. 6-7 son casos extremos de esta propiedad,
la cual esta estrechamente relacionada con el principio de incerteza de la mecánica cuántica.

Desarrollos de medio rango: Transformadas seno y coseno

Análogamente al caso finito, para un intervalo (0,∞) podemos considerar las extensiones par
e impar de una cierta función f definida para x ≥ 0. Si completamos a f en forma par para
x < 0, obtenemos, teniendo en cuenta la prop. 10,

f(x) =

√

2

π

∫ ∞

0
Fc(k) cos(kx)dk (1.14)

Fc(k) =

√

2

π

∫ ∞

0
f(x) cos(kx)dx (1.15)

La ec. (1.15) se denomina transformada coseno de f(x) y coincide con la TF de f completada
en forma par. La transf. inversa es en este caso idéntica.

Si se completa a f en forma impar para x < 0, se obtiene, utilizando nuevam. la prop. 10,

f(x) =

√

2

π

∫ ∞

0
Fs(k) sin(kx)dk (1.16)

Fs(k) =

√

2

π

∫ ∞

0
f(x) sin(kx)dx (1.17)

La ec. (1.17) se denomina transformada seno de f , y satisface Fs(k) = iF (k), siendo F (k) la TF
de f completada en forma impar.

2 La transformada discreta de Fourier

Consideremos, en lugar de una función f : ℜ → ℜ, una función definida sólo en un número
finito n de puntos xj , j = 0, . . . , n − 1, tal que fj = f(xj). En tal caso es posible definir una
transformada discreta de Fourier Fk de la siguiente forma:

Fk =
1√
n

n−1
∑

j=0

fj e
−2πi j k/n, k = 0, . . . , n− 1 (2.1)

Conocidos los n valores Fk, los n valores fj pueden recuperarse exactamente mediante la trans-
formación inversa, dada por

fj =
1√
n

n−1
∑

k=0

Fk e
2πi j k/n, j = 0, . . . , n− 1 (2.2)

Esto puede demostrarse fácilmente, reemplazando Fk por su definición:

1√
n

n−1
∑

k=1

[
1√
n

n=1
∑

j′=1

f ′
je

−2πij′k/n]e2πijk/n =
n−1
∑

j′=0

fj′ [
1

n

n−1
∑

k=0

e2πik(j−j′)] = fj

donde hemos utilizado el resultado

1

n

n−1
∑

k=0

e2πik(j−j′)/n = δjj′ =

{

1 j = j′

0 j 6= j′
(2.3)
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válido para j, j′ enteros. En efecto, si j = j′, e2πik(j−j′)/n = 1 y
∑n−1

k=0 e
2πik(j−j′)/n = n, mientras

que si j 6= j′ (y |j − j′| < n)

n−1
∑

k=0

e2πik(j−j′)/n =
1− e2πi(j−j′)

1− e2πi(j−j′)/n
= 0

para j − j′ entero.
Ejercicios:

1) Probar que si fj es constante (fj = c ∀ j) ⇒ Fk = δk0c
√
n (o sea, Fk = 0 salvo para k = 0).

2) Probar que si fj = cei2πmj/n, con 0 ≤ m ≤ n− 1 ⇒ Fk = cδkm
√
n

3) Probar que si fj = cδjm (o sea, fj = 0 salvo para j = m, con m entre 0 y n− 1) ⇒
Fk = ce−2πimk/n/

√
n, k = 0, . . . , n− 1 (o sea, |Fk| = |c|/√n ∀ k).

3 Transformada de Laplace

Para una función f definida para x ≥ 0, la transformada de Laplace (TL) se define como

Lf (p) =

∫ ∞

0
e−pxf(x)dx (3.1)

Si f(x) < eαx para x → ∞ ⇒ Lf (p) converge para Re[p] > α. Supondremos esta condición

en lo sucesivo. Notemos que Lf (ik) =
√

π
2 (Fc(k) − iFs(k)) en el caso en que Lf (ik) existe. Si

completamos a f t.q. f(x) = 0 para x < 0, Lf (ik) =
√
2πF (k).

La propiedad fundamental de (3.1) es que la TL de las derivadas f (n)(x) quedan expresadas
en términos de Lf (p) y las derivadas de f en el punto inicial x = 0. Integrando por partes,

Lf ′(p) =

∫ ∞

0
e−pxf ′(x)dx = −f(0) + p

∫ ∞

0
f(x)e−pxdx

= −f(0) + pLf (p) (3.2)

Por inducción, obtenemos en forma análoga,

Lf (n)(p) =

∫ ∞

0
e−pxf (n)(x)dx = −f (n−1)(0) + p

∫ ∞

0
e−pxf (n−1)(x)dx

= −f (n−1)(0)− pf (n−2)(0)− . . .− pn−1f(0) + pnLf (p) (3.3)

Otra prop. útil se refiere a la TL de la convolución de funciones f y g definidas para argu-
mentos positivos, definida como

(f ∗ g)(x) =
∫ x

0
f(x− x′)g(x′)dx′ = (g ∗ f)(x)

Obtenemos

Lf∗g(p) =

∫ ∞

0

∫ x

0
f(x− x′)g(x′)e−pxdx′dx =

=

∫ ∞

0

∫ x

0
f(x− x′)e−p(x−x′)g(x′)e−px′

dx′dx

=

∫ ∞

0
f(u)e−pudu

∫ ∞

0
g(x′)e−px′

dx′

= Lf (p)Lg(p) (3.4)

Para hallar la transf. inversa, completando a f en forma nula para x < 0, y considerando la
TF de e−αxf(x), con α > 0, podemos escribir

e−αxf(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikxdk

∫ ∞

0
e−ikx′

e−αx′

f(x′)dx′
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de donde

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ex(α+ik)dk

∫ ∞

0
e−x′(α+ik)f(x′)dx′

=
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
ezxLf (z)dz (3.5)

con z = α+ ik. El resultado es en principio indep. de la elección de α si las integrales convergen,
es decir, si α es suficientemente grande. Si es posible cerrar la integral (3.5) con un semićırculo
de radio muy grande a la izq. de α, a lo largo del cual la integral tiende a cero, por el teorema
de los residuos obtenemos en tal caso

f(x) =
∑

zi

Res[ezixLf (zi)]

donde la suma se extiende sobre todos los polos zi de ezxLf (z).
El mayor inconveniente de la TL es que la relación inversa requiere el conocimiento de Lf (p)

para valores complejos de p. Si se dispone tan sólo de una tabla de valores numéricos de Lf (p)
para cierto conjunto finito de valores reales de p (y no una expresión anaĺıtica de Lf (p)), como
ocurre en algunos problemas prácticos, no es posible recuperar f(x) con gran precisión (es un
t́ıpico problema “ill posed”).

Algunas propiedades y ejemplos (en todos los casos a > 0):

f(x) Lf (p)

1 f(ax) Lf (p/a)/a

2 f(x+ a) epaLf (p)

3 f ′(x) −f(0) + pLf (p)

4 xf(x) −d[Lf (p)]/dp

5 (f ∗ g)(x) Lf (p)Lg(p)

6 e−ax 1
a+p

7 cos(ax) p/(a2 + p2)

8 sin(ax) a/(a2 + p2)

9 H(x− a) e−ap/p

10 δ(x− a) e−pa

Ejemplo: Hallar u(t) t.q.
u′′ + k2u = f(t)

para t > 0, con u(0), u′(0) datos conocidos y k 6= 0. Mult. la ec. anterior por e−pt e integrando,
obtenemos, utilizando la ec. (3.3),

−u′(0)− pu(0) + (p2 + k2)Lu(p) = Lf (p)

de donde

Lu(p) =
u′(0) + pu(0)

p2 + k2
+

1

p2 + k2
Lf (p)

Utilizando ahora las prop. 5, 7 y 8 de la tabla anterior, obtenemos

u(t) =
1

k
u′(0) sin(kt) + u(0) cos(kt) +

1

k

∫ t

0
sin[k(t− t′)]f(t′)dt′

que coincide con el conocido resultado para la solución de esta ecuación obtenido mediante la
función de Green.

– 7 –
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Matemáticas Especiales II

Ecuaciones en derivadas parciales. Introducción

Consideremos primero la ecuación lineal de primer or-
den más simple,

∂u

∂y
= 0

donde u(x, y) es una función de dos variables. Es obvio
que la solución general de esta ecuación es

u(x, y) = f(x)

donde f es una función arbitraria que depende sólo de x.
Aśı, mientras que el conjunto de soluciones de una ec. dif.
lineal ordinaria homogénea de primer orden depende de
una constante arbitraria, formando un espacio vectorial
de dimensión 1, en el presente caso la solución general de-
pende de una función arbitraria f de la variable x, siendo
por lo tanto un espacio vectorial de dimensión infinita.
La segunda observación es que la solución permanece con-
stante a lo largo de una curva (las rectas verticales x = c).
Tales curvas se denominan curvas caracteŕısticas.
Consideremos ahora la ecuación

ax
∂u

∂x
+ ay

∂u

∂y
= 0 (1)

con a2x + a2y 6= 0. Podemos reescribirla como ~a · ~∇u = 0,
de modo que toda función que vaŕıe sólo a lo largo de
una dirección perpendicular a ~a (es decir, dependa de
la coordenada ”perpendicular”) será solución. Si por ej.
ay 6= 0, con ax y ay constantes, la solución gral. de (1)
puede escribirse como

u(x, y) = f(x− ax

ay

y),

con f derivable, como es fácil verificar: ~a · ~∇u = (ax −
ay

ax

ay

)f ′(x − ax

ay

y) = 0. En este caso la sol. es constante

a lo largo de las rectas x− ax

ay

y = c, o sea, y = c′ +
ay

ax

x,

que son paralelas al vector ~a.
Podemos obtener este resultado en forma más sis-

temática. Notemos primero que si se efectúa un cambio
de variables (x, y) → (x′, y′), con

x′ = F (x, y) , y′ = G(x, y)

siendo la transformación invertible, tenemos
∂
∂x

= Fx
∂

∂x′
+ Gx

∂
∂y′

, ∂
∂y

= Fy
∂

∂x′
+ Gy

∂
∂y′

, donde el
sub́ındice indica derivada parcial respecto de la variable
respectiva. Esto puede escribirse en forma matricial como

D = WD′

D =

(

∂
∂x
∂
∂y

)

, W =

(

Fx Gx

Fy Gy

)

, D′ =

(

∂
∂x′

∂
∂y′

)

con Det[W ] 6= 0.

La ec. (1) puede escribirse en forma matricial como
(ax, ay)Du = 0. Planteando la transformación lineal

x′ = x+ αy, y′ = x+ βy , α 6= β (2)

se obtiene D = WD′, con

W =

(

1 1
α β

)

(3)

y la ec. (1) se transforma en (a′x, a
′

y)D
′u = 0, o sea,

a′x
∂u

∂x′
+ a′y

∂u

∂y′
= 0

con

(a′x, a
′

y) = (ax, ay)W = (ax + αay, ax + βay)

Anulando por ejemplo a′x, tenemos ax + αay = 0, o sea
α = −ax/ay. Eligiendo β 6= α, se obtiene a′y 6= 0 y la ec.
se transforma finalmente en

∂u

∂y′
= 0

cuya solución es

u = f(x′) = f(x− ax
ay

y)

Hemos supuesto ax y ay constantes. Si ax y ay son
funciones de (x, y), podemos emplear un procedimiento
similar pero utilizando una transformación general que
cumpla por ej. con la condición a′x = axFx + ayFy = 0
y a′y 6= 0. La curva carcteŕıstica será entonces x′ = c, o
sea F (x, y) = c.

Ecuación lineal homogénea de 2o orden. Conside-
remos ahora la ecuación de segundo orden

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
= 0 (4)

Si a = c = 0 y b 6= 0, se reduce a

∂2u

∂x∂y
= 0

o sea ∂
∂x

(∂u
∂y

) = 0. Entonces ∂u
∂y

= h(y), de donde se
obtiene la sol. gral.

u(x, y) = f(x) + g(y)

donde f y g son funciones de una variable derivables
arbitrarias. La solución general se expresa entonces en
términos de dos funciones arbitrarias.
Volviendo al caso general, para a, b y c constantes la

ec. (4) puede escribirse en forma matricial como

DtADu = 0 , A =

(

a b
b c

)
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con Dt = ( ∂
∂x

, ∂
∂y

). Asumiremos en lo sucesivo c 6= 0.

Efectuando la transf. lineal (2), obtenemos, en términos
de las nuevas variables, la ec. D′tA′D′u = 0, o sea,

a′
∂2u

∂x′2
+ 2b′

∂2u

∂x′∂y′
+ c′

∂2u

∂y′2
= 0

con

A′ =

(

a′ b′

b′ a′

)

= W tAW

y W dado por (3), es decir,

a′ = a+2bα+cα2, b′ = a+b(α+β)+cαβ, c′ = a+2bβ+cβ2

Podemos anular ahora tanto a′ como c′ si elegimos α y
β como las dos ráıces de la ecuación a+ 2bx+ cx2 = 0:

α

β
=

−b±
√
b2 − ac

c

Si b2 − ac 6= 0 (o sea, Det[A] 6= 0), α 6= β y en tal caso

b′ = 2(a− b2/c) 6= 0

La ecuación se reduce entonces a

∂2u

∂x′∂y′
= 0

cuya solución general es

u(x, y) = f(x′) + g(y′)

1) Caso hiperbólico: b2 − ac > 0 (Det[A] < 0). Las
dos ráıces α, β son reales y distintas. La solución general
es entonces de la forma

u(x, y) = f(x+ αy) + g(x+ βy)

y posee dos rectas caracteŕısticas: x+αy = c, y x+βy =
c′, donde f y g son respectivamente constantes. Un nuevo
cambio

s = x′ + y′, t = x′ − y′ (5)

lleva la ec. hipérbólica a la forma

∂2u

∂s2
− ∂2u

∂t2
= 0

El ejemplo t́ıpico de ec. hiperbólica es la ecuación de on-
das

∂2u

∂x2
− 1

v2
∂2u

∂t2
= 0 (6)

(b = 0, a = 1, c = −1/v2), en cuyo caso α, β = ±v y la
solución general es entonces

u(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt)

es decir, un pulso descripto por f que se propaga hacia
la derecha con velocidad v más uno descripto por g que
se propaga hacia la izquierda con la misma velocidad.

2) Caso eĺıptico: b2 − ac < 0 (Det[A] > 0). Las
dos ráıces son complejas conjugadas, por lo que
y′ = (x′)∗. Podemos escribir entonces la solución como

u(x, y) = f(z) + g(z∗), z = x′ = x− b

c
y +

i

c

√

ac− b2y

Esto significa que la solución es una suma de una función
anaĺıtica f(z) (definida, por ejemplo, a través de una
serie de potencias), y una función antianaĺıtica g(z∗). El
ejemplo t́ıpico por excelencia es la ecuación de Laplace

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (7)

(a = c = 1, b = 0), cuya solución general es

u(x, y) = f(x+ iy) + g(x− iy), z = x+ iy

Esto está de acuerdo con el conocido resultado de que las
partes real e imaginaria de una función anaĺıtica satis-
facen la ec. de Laplace. Notemos también que mediante
la transformación real

s =
x′ + y′

2
= x− b

c
y, t =

x′ − y′

2i
=

√
ac− b2

c
y

es posible llevar la ec. eĺıptica a la forma de Laplace,

∂2u

∂s2
+

∂2u

∂t2
= 0

3) Caso parabólico: b2 − ac = 0 (Det[A] = 0). Aqúı
existe una sola raiz, por lo que tomamos, si b 6= 0 (en cuyo
caso a = −b2/c 6= 0) α = −b/c, β = 0. Esto conduce a
c′ = a y b′ = a′ = a− b2/c = 0, por lo que se obtiene

∂2u

∂y′2
= 0

cuya solución general

u(x, y) = f(x′) + y′g(x′) = f(x− b

c
y) + xg(x− b

c
y)

= f(x− b

c
y) + yh(x− b

c
y)

Si b = 0 y c 6= 0 ⇒ a = 0 y podemos tomar x′ = x,
y′ = y en las expresiones anteriores. El ejemplo t́ıpico
es la ecuación de difusión, pero esta contiene además
un término de primer orden (se discutirá más adelante).
Notemos que en este caso hay una sóla curva carac-
teŕıstica: x− b

c
y = c.
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Simetŕıas

Destaquemos que la ec. de Laplace (7) es obviamente
invariante frente a rotaciones:

x′ = x cos θ + y sin θ, y′ = −x sin θ + y cos θ

ya que en tal caso W =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

, con W t =

W−1 y entonces A′ = W tAW = A =

(

1 0
0 1

)

.

Esta propiedad se extiende obviamente a la ecuación de
Laplace en n dimensiones.
Análogamente, la ec. de ondas (6) es claramente in-

variante frente a transformaciones de Lorentz

(boosts)

x′ = x cosh θ + vt sinh θ, t′ = (x/v) sinh θ + t cos θ

ya que en tal caso W =

(

cosh θ v−1 sinh θ
v sinh θ cosh θ

)

y A′ = W tAW = A =

(

1 0
0 −v−2

)

.

Ambas ecuaciones son además obviamente invariante
frente a traslaciones x′ = x+ a, y′ = y+ b (o t′ = t+ b).

Clasificación general. La clasificación de la ec.
(3) en hiperbólica, eĺıptica y parabólica es totalmente
análoga a la clasificación de secciones cónicas o ecuacio-
nes cuadráticas (x, y)A(xy) = 0. La matriz A es simétrica
y por lo tanto es siempre diagonalizable por medio
de una transformación unitaria real: Existe W , con
W−1 = W t tal que A′ = W tAW es diagonal, es decir,
b′ = 0. En tal caso, la transformación

x′ = W11x+W21y, y′ = W12x+W22y

lleva la ec. (5) a la forma diagonal

a′
∂2u

∂x′2
+ b′

∂2u

∂y′2
= 0

donde a′, c′ son los autovalores de A, que son siempre
reales:

a′

c′
=

a+ c

2
±

√

(
a− c

2
)2 + b2

Caso hiperbólico: Corresponde a autovalores no nulos de
signos opuestos: Det(A) = a′c′ = ac− b2 < 0
Caso eĺıptico: Corresponde a autovalores no nulos del

mismo signo: Det(A) = a′c′ > 0.
Caso parabólico: Corresponde a un autovalor nulo:
Det(A) = a′c′ = 0.
El caso general de n variables se clasifica de igual man-

era. La ec. de segundo orden

n
∑

i,j=1

Aij

∂2u

∂xi∂xj

= 0

con Aij = Aji, puede escribirse en forma matricial como

DtAD = 0

con la extensión de la notación anterior. La ecuación se
dice de tipo eĺıptico si los autovalores de A son todos no
nulos y del mismo signo, hiperbólico si son no nulos y
todos del mismo signo excepto uno, metahiperbólico en
los demás casos cuando son todos no nulos, y parabólico
cuando existen autovalores nulos.
Términos de primer orden Consideremos final-

mente la ec. general lineal homogénea de segundo orden
con coeficientes constantes

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu = 0

Puede escribirse en forma matricial simetrizada como

DtADu+ 1

2
(BtD +DtB)u+ fu = 0

con B = (de), Bt = (d, e). Si Det[A] 6= 0 (casos
hiperbólico o eĺıptico), podemos reescribirla en la forma

(Dt − Ct)A(D − C)u+ f ′u = 0

con C = − 1

2
A−1B = (cxcy ), f

′ = f − CtAC. En tal caso,
el reemplazo

u(x, y) = ecxx+cyyw(x, y)

conduce, dado que (D − C)u = ecxx+cyyDw y
(Dt − Ct)ecxx+cyyADw = ecxx+cyyDtADw, a

DtADw + f ′w = 0

es decir, a una ecuación sin términos en derivadas
primeras, para w. Esto no es siempre posible en el caso
parabólico.
El mismo tratamiento puede aplicarse al caso n-

dimensional.
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Matemáticas Especiales II

Ondas en una dimension (resumen)

Recordemos que para una cuerda tensa, la ec. que de-
scribe la propagación de ondas u(x, t) de amplitud sufi-
cientemente pequeña es

utt − v2uxx = 0 (1)

donde los sub́ındices indican derivadas parciales y v =
√

T/ρ es la velocidad de propagación, con ρ la densidad
lineal de masa (constante) y T la tensión. La enerǵıa de
un segmento de cuerda es

Eab =
ρ

2

∫ b

a

(u2t + v2u2x)dx

donde el primer término representa la enerǵıa cinética
por unidad de longitud y el segundo la enerǵıa potencial
elástica. Su derivada temporal es

dEab

dt
= ρ

∫ b

a

(ututt + v2uxuxt)dx

= ρ

∫ b

a

[ut(utt − v2uxx)]dx+ ρv2uxut|ba

donde hemos efectuado una integración por partes. El
primer término se anula si u(x, t) es solución de la ec.
de ondas (homogénea) mientras que el segundo término
representa el flujo de enerǵıa por unidad de tiempo (po-
tencia) a través de los bordes del segmento. El mismo
es nulo si u(x, t) = 0 ∀ t en los bordes y también si
ux(x, t) = 0 ∀ t en los mismos.
Esto permite demostrar, en particular, que la solución

de la ec. de ondas en una región x1 ≤ x ≤ x2 para una
determinada condición inicial del tipo u(x, 0) = φ(x),
ut(x, 0) = ψ(x), y de contorno del tipo u(xi, t) = fi(t)
(o bien ux(xi, t) = fi(t)) es única. En efecto, la dife-
rencia w = u1 − u2 entre dos posibles soluciones del
mismo problema debe anularse inicialmente (w(x, 0) = 0,
wt(x, 0) = 0) y en los bordes satisface w(xi, t) = 0 (o bien
wx(xi, t) = 0), por lo que su enerǵıa Ex1x2

es constante e
igual a su valor inicial, que es nulo. Esto implica w(x, t)
constante, es decir w(x, t) = 0 en virtud de la condiciones
de contorno e iniciales que satisface.
Mencionemos también que la ecuación de ondas (1)

puede obtenerse a partir del Lagrangiano

L = 1
2ρ

∫ l

0

(u2t − v2u2x)dx

Las correspondientes ecuaciones de movimiento ∂
∂t

∂L
∂ut

+
∂
∂x

∂L
∂ux

= 0 conducen inmediatamente a utt − v2uxx = 0.

Hemos visto también que la solución general de (0)
(que corresponde a una ec. hiperbólica) es

u(x, t) = f(x− vt) + g(x+ vt) (1)

lo que representa una “perturbación” f(x − vt)
propagándose hacia la derecha con velocidad v y una
pert. g(x + vt) propagándose hacia la izquierda con ve-
locidad −v. El primer término es constante a lo largo de
las rectas caracteŕısticas x − vt = c, y el segundo a lo
largo de x+ vt = c.
Solución general para la cuerda infinita: Dadas

las condiciones iniciales (elong. y vel. inicial de la cuerda)

u(x, 0) = φ(x) = f(x) + g(x)

ut(x, 0) = ψ(x) = v[g′(x)− f ′(x)]

podemos determinar las funciones f y g como

f(x) =
1

2
[φ(x)−Ψ(x)/v]

g(x) =
1

2
[φ(x) + Ψ(x)/v]

donde Ψ(x) =
∫ x

x0

ψ(x′)dx′ es una primitiva de ψ(x). La

solución estará dada entonces por (notando que Ψ(x +

vt)−Ψ(x− vt) =
∫ x+vt

x−vt
ψ(x′)dx′)

u(x, t) =
1

2
[φ(x−vt)+φ(x+vt)]+ 1

2v

∫ x+vt

x−vt

ψ(x′)dx′ (2)

(Solución de D’Alembert). La forma inicial φ(x) se se-
para pues en dos pulsos 1

2φ(x±vt) que viajan en sentidos
contrarios, mientras que la velocidad inicial origina dos
pulsos de distinto signo ± 1

2vΨ(x± vt).
Podemos escribir la solución como

u(x, t) =

∫

∞

−∞

[Kt(x− x′, t)φ(x′) +K(x− x′, t)ψ(x′)]dx′

donde

K(x− x′, t) =
1

2v
[H(x− x′ + vt)−H(x− x′ − vt)]

es la solución de la ec. homogénea para la condición inicial
u(x, 0) = 0 y ut(x, 0) = δ(x − x′). K se denomina a
veces función respuesta, y depende, en el caso de una
cuerda infinita, sólo de la distancia |x − x′|, debido a la
invariancia traslacional. Para t > 0, K(x, t) = 1/(2v) en
el cono del futuro (la región |x| ≤ vt), anulándose fuera
del mismo, mientras que para t < 0, K(x, t) = −1/(2v)
en el cono del pasado (|x| ≤ −vt), anulándose también
fuera del mismo (recordar diagramas hechos en clase).
Para t > 0, K(x − x′, t) es por lo tanto no nula (e igual
a 1/(2v)) sólo en el intervalo |x− x′| < vt, mientras que
Kt(x−x′, t) = (δ(x−x′+vt)+δ(x−x′−vt))/2. Para t > 0,
los datos iniciales que se encuentran fuera del cono del
pasado del punto (x, t) no afectan pues el valor de u(x, t).
Notemos también que la solución para u(x, 0) = φ(x) y
ut(x, 0) = 0 es la derivada temporal de la solución para
u(x, 0) = 0 y ut(x, 0) = φ(x), lo que puede verificarse
directamente.
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Consideremos ahora la ec. inhomogénea

utt − v2uxx = f(x, t) (3)

donde f(x, t) = F (x, t)/ρ, siendo F (x, t) la fuerza apli-
cada por unidad de longitud. En tal caso, tenemos
(asumiendo que ux y ut se anulan para x → ±∞)
dE/dt =

∫

∞

−∞
utF (x, t)dx, donde la integral representa

la potencia aplicada.
La solución de (3) puede obtenerse por distintos

métodos. Consideraremos aqúı únicamente el método
basado en la función de Green. La función de Green
causal la definimos como

G(x, t) = K(x, t)H(t)

donde H(t) es la función de Heaviside. Puede verificar el
lector que G(x− x′, t− t′) satisface la ecuación

Gtt(x−x′, t−t′)−v2Gxx(x−x′, t−t′) = δ(t−t′)δ(x−x′)
dado que Ktt − v2Kxx = 0 y K(x, t)δ(t) = K(x, 0)δ(t) =
0. G(x−x′, t−t′) representa pues la respuesta del sistema
a una fuerza impulsiva en el punto x′ y en el instante t′,
estando el sistema en reposo para t < t′. Depende sólo
de |x− x′| por la invariancia traslacional. Como función
de x, t, es por lo tanto no nula (e igual a 1/(2v)) sólo en
el cono del futuro del punto (x′, t′) (|x− x′| ≤ v(t− t′)),
mientras que como función de x′, t′ es no nula sólo en
el cono del pasado del punto (x, t) (|x′ − x| ≤ v(t − t′))
(recordar esquemas hechos en clase). La solución de la
ec. inhomogénea (3), asumiendo que el sistema está en
reposo para t = −∞ y teniendo en cuenta la linealidad
de la ecuación y el hecho de que podemos descomponer
f(x, t) como una integral de fuerzas impulsivas
(f(x, t) =

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
f(x′, t′)δ(x− x′)δ(t− t′)dx′dt′), es

u(x, t) =

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

G(x− x′, t− t′)f(x′, t′)dx′dt′

donde el integrando es, por su puesto, no nulo sólo en
el cono del pasado del punto (x, t) (se sugiere al lector
que verifique, utilizando la linealidad de la ecuación, que
efectivamente utt − v2uxx = f(x, t)).
La solución general a la ecuación

utt − v2uxx = f(x, t)

con f(x, t) = 0 para t < 0 y las condiciones iniciales
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), puede entonces es-
cribirse, para t > 0, como

u(x, t) =

∫

∞

−∞

[Gt(x− x′, t)φ(x′) +G(x− x′, t)ψ(x′)]dx′

+

∫

∞

−∞

G(x− x′, t− t′)f(x′, t′)dx′dt′ (1)

donde hemos utilizado el principio de superposición,
derivado de la linealidad de la ecuación dif. Como ejem-
plo simple, si f(x, t) = −cH(t) (campo constante para
t > 0) y φ(x) = 0, ψ(x) = 0, se obtiene, para t > 0,

u(x, t) = − 1

2v
(2vt)t/2 = −vt2/2

lo que corresponde a una aceleración constante.
Cuerda semi-infinita: Consideremos ahora una

cuerda con origen en x = 0. Supondremos primero que
la cuerda se encuentra fija en ese extremo, lo que im-
plica la condición de contorno u(0, t) = 0 ∀ t. Consider-
emos primero la ec. homogénea (f(x, t) = 0) con condi-
ciones iniciales u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), donde
φ y ψ están definidas para x ≥ 0. Podemos simular
esta condición de contorno en una cuerda infinita exten-
diendo las condiciones iniciales en forma impar respecto
de x = 0, es decir,

φ(−x) = −φ(x), ψ(−x) = −ψ(x)
ya que en tal caso, la solución (2) satisface

u(0, t) =
1

2
[φ(vt) + φ(−vt)] + 1

2v

∫ vt

−vt

ψ(x′)dx′ = 0

La consecuencia f́ısica inmediata es que los pulsos se re-
flejan en el origen con inversión de signo, ya que el pulso
que se propaga hacia la izquierda se encuentra, al lle-
gar al origen, con el pulso “virtual” que proviene de
x < 0 y que tiene el signo opuesto, el cual luego continua
propagándose hacia la derecha en el sector “real”. La
función respuesta correspondiente, definida para x ≥ 0,
x′ ≥ 0, es

Ks(x, x
′, t) = K(x− x′, t)−K(x+ x′, t)

y satisface

Kstt(x, x
′, t)− v2Ksxx

(x, x′, t) = 0

Ks(x, x
′, 0) = 0, Kst(x, x

′, 0) = δ(x−x′) , K(0, x′, t) = 0

representando la solución de la ec. homogénea con las
condiciones iniciales φ(x) = 0, ψ(x) = δ(x − x′), que
satisface la condición de contorno (K(0, x′, t) = 0). Esta
no es otra cosa que la solución de la ec. homogénea para
la cuerda infinita con las condiciones iniciales φ(x) = 0
y ψ(x) = δ(x− x′)− δ(x+ x′). Notemos que Ks(x, x

′, t)
no es más función de |x − x′|, ya que se ha quebrado la
invarianza traslacional. La solución final puede escribirse
como

u(x, t) =

∫

∞

0

[Kst(x, x
′, t)φ(x′) +Ks(x, x

′, t)ψ(x′)]dx′

=
1

2
[φ(x− vt) + φ(x+ vt)] +

∫ x+vt

x−vt

ψ(x′)dx′ x ≥ vt

=
1

2
[−φ(vt− x) + φ(x+ vt)] +

∫ x+vt

vt−x

ψ(x′)dx′ x < vt

Del mismo modo, la solución de la ec. inhomogénea
utt − v2uxx = f(x, t) puede hallarse extendiendo f(x, t)
en forma impar para x < 0 (f(−x, t) = −f(x, t)) y uti-
lizando entonces la solución para la cuerda infinita:

u(x, t) =

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

G(x− x′, t− t′)f(x′, t′)dx′dt′

=

∫

∞

0

dx′
∫

∞

−∞

Gs(x, x
′.t− t′)f(x′, t′)dt′
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con

Gs(x, x
′, t) = Ks(x, x

′, t)H(t) = G(x−x′, t)−G(x+x′, t)

la función de Green causal para la cuerda semi-infinita,
que satisface (para x > 0, x′ > 0)

Gstt(x, x
′, t− t′)−v2Gsxx

(x, x′, t− t′) = δ(x−x′)δ(t− t′),

con la condición de contorno Gs(0, x
′, t − t′) = 0 y la

condición inicial Gs(x, x
′, t− t′) = 0 para t < t′. Es fácil

verificar entonces que u(x, t) es la solución particular de
la ecuación inhomogénea que satisace u(x, t) = 0 para
t = −∞, con u(0, t) = 0 ∀ t. (Recordar gráficos hechos
en clase).
Finalmente, consideremos el problema con condiciones

de contorno inhomogéneas

utt − v2uxx = 0, u(0, t) = g(t)

Supondremos u(x, t) = 0. ut(x, 0) = 0 para t → −∞, de
modo que la elongación se origine sólo por la condición
de contorno. Es fácil ver que la solución, que tiene que
ser de la forma (1), es sencillamente

u(x, t) = g(t− x/v)

ya que satisface utt − v2uxx = 0 y la condición de con-
torno. Las excitaciones en x = 0 directamente se propa-
gan hacia la derecha con velocidad v. Puede escribirse la
solución también en términos de Gs como

u(x, t) = v2
∫

∞

−∞

Gs
x′
(x, x′, t− t′)|x′=0 g(t

′)dt′

ya que Gs
x′
(x, x′, t)|x′=0 = v−1δ(x− vt)H(t) (x > 0).

Debido a la linealidad, la solución general a la ecuación

utt − v2uxx = f(x, t)

con las condiciones iniciales u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) =
ψ(x), y la condición de contorno u(0, t) = g(t),
suponiendo que tanto f como g se anulan para t < 0,
puede escribirse como

u(x, t) =

∫

∞

0

[Gst(x, x
′, t)φ(x′) +Gs(x, x

′, t)ψ(x′)]dx′

+

∫

∞

0

dx′
∫

∞

0

dt′Gs(x, x
′, t− t′)f(x′, t′) + g(t− x/v)

Para el caso de la cuerda con el extremo libre
(ux(0, t) = 0, lo que implica que no existen fuerzas ver-
ticales en x = 0) puede procederse en forma análoga,
completando las condiciones iniciales (y la inhomogenei-
dad si la hubiese) en forma par respecto de x = 0
(φ(−x) = φ(x), ψ(−x) = ψ(x)). En tal caso, la sol.
(2) implica

ux(x, 0) =
1

2
[φ′(vt) + φ′(−vt)] + 1

2v
[ψ(vt)− ψ(−vt)] = 0

La consecuencia f́ısica es la reflexión de los pulsos en el
origen sin cambio de signo. La función respuesta corre-
spondiente es

Kc(x, x
′, t) = K(x− x′, t) +K(x+ x′, t)

y la función de Green es

Gc(x, x
′, t) = Kc(x, x

′, t)H(t) = G(x−x′, t)+G(x+x′, t)

Se dejan los detalles restantes para el lector.

Cuerda Finita: Resolucion por Separacion de
Variables

Consideremos nuevamente la ecuación de ondas

∂2u

∂t2
= v2

∂2u

∂x2
(2)

Planteando una solución particular del tipo

u(x, t) = T (t)X(x)

se obtiene T ′′(t)X(x) = v2X ′′(x)T (t), es decir,

T ′′(t)

v2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −k2

donde k debe ser constante pues el primer y segundo
miembro dependen únicamente de t y x respectivamente.
Se obtienen aśı las ecuaciones

X ′′ = −k2X, (3)

T ′′ = −(vk)2T (4)

cuya solución general es

X(x) = A cos(kx) +B sin(kx)

T (t) = a cos(vkt) + b sin(vkt)

si k 6= 0 y

X(x) = A+Bx, T (t) = a+ bt

si k = 0. La solución para k 6= 0 puede escribirse como

u(x, t) = [A cos(kx)+B sin(kx)][a cos(vkt)+b sin(vkt)]

= 1
2 [cos(kx−vkt)(Aa+Bb)+cos(kx+vkt)(Aa−Bb)
+ sin(kx−vkt)(Ba−Ab) + sin(kx+vkt)(Ba+Aa)]

verificándose que es de la forma f(x − vt) + g(x + vt).
Lo mismo ocurre para k = 0 (x = 1

2 ((x+ vt) + (x− vt)),

t = 1
2 ((x+ vt)− (x− vt))/v.

Cuerda finita con extremos fijos. Considere-
mos ahora una cuerda finita de longitud L. Si los
extremos están fijos, tenemos la condición de contorno

u(0, t) = u(L, t) = 0 (5)
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En tal caso A = 0 y se obtiene la ecuación

B sin(kL) = 0

de donde, si B 6= 0,

k =
nπ

L
, n = 1, 2, . . .

Esto determina que k es efectivamente real (no hay
solución para k complejo). Los valores de k son precisa-
mente los autovalores del operador de Sturm Liouville

L = − d2

dx2 con la condición de contorno (5), y

X(x) = B sin(
nπ

L
x)

son las correspondientes autofunciones, que recorde-

mos son ortogonales (
∫ L

0
sin(nπ

L
x) sin(mπ

L
x)dx = L

2 δnm).
Representan los modos normales de vibración con la
condición de contorno (5). Posee n− 1 nodos xm = m

n
L,

m = 1, . . . , n−1, en los que X(xm) = 0 (recordar gráficas
vistas en clase).
La solución particular producto es pues de la forma

u(x, t) = sin(
nπ

L
x)[an cos(

nπv

L
t) + bn sin(

nπv

L
t)] (6)

= An sin(
nπ

L
x) cos(

nπv

L
t− γ), An =

√

a2n + b2n

con tan γ = bn/an, que representa una onda estacionaria.
Es la superposición de ondas sinusoidales de igual ampli-
tud que se propagan en sentidos opuestos:

u(x, t) = 1
2{an[sin[kn(x− vt)] + sin[kn(x+ vt)]]

+bn[cos[kn(x− vt)]− cos[kn(x+ vt)]]}

con kn = nπ/L.
La solución general de (2) en este caso es de la forma

u(x, t) =

∞
∑

n=1

sin(
nπ

L
x)[an cos(

nπv

L
t)+bn sin(

nπv

L
t)] (7)

En efecto, si u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), entonces

φ(x) =
∞
∑

n=1

an sin(
nπ

L
x)

ψ(x) =

∞
∑

n=1

nπv

L
bn sin(

nπ

L
x) (8)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de
senos de φ(x) y ψ(x). Por lo tanto,

an =
2

L

∫ L

0

φ(x) sin(
nπ

L
x)dx

bn =
2

nπv

∫ L

0

ψ(x) sin(
nπ

L
x)dx

Notemos que la solución general (7) NO es de la forma
X(x)T (t), sino una suma de soluciones producto.

Función respuesta. La función respuesta K(x, x′, t)
es la solución para las condiciones iniciales φ(x) = 0,
ψ(x) = δ(x− x′). Se obtiene en tal caso,

an = 0, bn =
2

nπv
sin(

nπ

L
x′)

de donde

K(x, x′, t) =
2

nπv

∞
∑

n=1

sin(
nπ

L
x) sin(

nπ

L
x′) sin(

nπv

L
t)

La solución anterior para u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
puede entonces escribirse como

u(x, t) =

∫ L

0

Kt(x, x
′, t)φ(x′)dx′+

∫ L

0

K(x, x′, t)ψ(x′)dx′ (9)

en forma similar al caso de la cuerda infinita. No
obstate, K es ahora función de x y x′ separadamente,
y no de x − x′, ya que se ha perdido la invariancia
traslacional. Sin embargo, sigue cumpliéndose que
K(x, x′, t) = K(x′, x, t).

Cuerda finita con extremos libres. En este
caso la condición de contorno es

ux(0, t) = ux(L, t) = 0 (10)

que implica B = 0 y la ecuación

A sin(kL) = 0

de donde

k =
nπ

L
, n = 0, 1, 2, . . .

Esto determina que k es efectivamente real (no hay
solución para k complejo). Estos valores de k son los

autovalores del operador de Sturm Liouville L = − d2

dx2

con la condición de contorno (10), y

X(x) = A cos(
nπ

L
x)

son las correspondientes autofunciones. Poseen n nodos
xm = ( 12+m)L/n,m = 0, . . . , n−1, en los queX(xm) = 0
(recordar gráficas). La solución particular para n 6= 0 es
pues

u(x, t) = cos(
nπ

L
x)[an cos(

nπv

L
t) + bn sin(

nπv

L
t)]

= 1
2{an[cos[kn(x− vt)] + cos[kn(x+ vt)]]

+bn[sin[kn(x+ vt)]− sin[kn(x− vt)]]}

con kn = nπ/L. Si n = 0,

u(x, t) = a+ bt

La solución general es

u(x, t) = 1
2 (a0+b0t)+

∞
∑

n=1

cos(
nπ

L
x)[an cos(

nπv

L
t)+bn sin(

nπv

L
t)]
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Si u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), entonces

φ(x) = 1
2a0 +

∞
∑

n=1

an cos(
nπ

L
x)

ψ(x) = 1
2b0 +

∞
∑

n=1

nπv

L
bn cos(

nπ

L
x) (11)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de
cosenos de φ(x) y ψ(x). Por lo tanto,

an =
2

L

∫ L

0

φ(x) cos(
nπ

L
x)dx

bn =
2

nπv

∫ L

0

ψ(x) cos(
nπ

L
x)dx, b0 =

2

L

∫ L

0

ψ(x)dx

Función respuesta. La función respuesta K(x, x′, t)
se obtiene para φ(x) = 0, ψ(x) = δ(x− x′):

an = 0, b0 =
2

L
, bn =

2

nπv
cos(

nπ

L
x′)

de donde

K(x, x′, t) =
t

L
+

2

nπv

∞
∑

n=1

cos(
nπ

L
x) cos(

nπ

L
x′) sin(

nπv

L
t)

La solución anterior para u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
puede nuevamente escribirse como (9).

Función de Green causal

La solución de la ec. inhomogénea

∂2u

∂t2
− v2

∂2u

∂x2
= f(x, t) (12)

asumiendo u(x, t) en reposo antes de la acción de la
fuerza, puede expresarse como

u(x, t) =

∫ L

0

dx′
∫

∞

−∞

G(x, x′, t− t′)f(x′, t′)dt′ (13)

donde

G(x, x′, t) = K(x, x′, t)H(t)

es la función de Green causal. Podemos llegar a
este resultado directamente, notando que G satisface la
ecuación

Gtt(x, x
′, t)− v2Gxx(x, x

′, t) = δ(x− x′)δ(t)

para x, x′ ∈ (0, L), conjuntamente con la cond. de con-
torno respectiva (G(0, x′, t) = G(L, x′, t) = 0 para una
cuerda finita con extremos fijos).
El resultado (13) puede ser también obtenido expan-

diendo f(x, t) y u(x, t) en serie de Fourier respecto de x.
En el caso con extremos fijos,

f(x, t) =

∞
∑

n=1

fn(t) sin(
nπ

L
x)

u(x, t) =

∞
∑

n=1

cn(t) sin(
nπ

L
x) (14)

con

fn(t) =
2

L

∫ L

0

f(x, t) sin(
nπ

L
x)dx,

cn(t) =
2

L

∫ L

0

u(x, t) sin(
nπ

L
x)dx

Obtenemos también

utt(x, t) =

∞
∑

n=1

c′′n(t) sin(
nπ

L
x)

Además, si uxx(x, t) =
∑

∞

n=1 bn(t) sin(
nπ
L
x), entonces

bn(t) =
2

L

∫ L

0

uxx(x, t) sin(
nπ

L
x)dx

=
2

L
{ux(x, t) sin(

nπ

L
x)|L

0
− nπ

L

∫ L

0

ux(x, t) cos(
nπ

L
x)dx}

=
2

L
{−nπ

L
u(x, t) cos(

nπ

L
x)|L

0
−(

nπ

L
)2
∫ L

0

u(x, t) sin(
nπ

L
x)dx}

=
2nπ

L2
[u(0, t)− (−1)nu(L, t)]− (

nπ

L
)2cn(t) (15)

Por lo tanto, si u(x, t) satisface la cond. de contorno ho-
mogénea u(x, 0) = u(L, t) = 0 ⇒ bn(t) = −(nπ

L
)2cn(t),

tal como se obtendŕıa al derivar directam. el desarrollo
(14).
Reemplazando estos resultados en (12) se obtiene fi-

nalmente una ec. dif. ordinaria para cn(t),

d2cn
dt2

+ (
nπv

L
)2cn = fn(t)

cuya solución es (recordar que la función de Green para
esta ec. es g(t) = 1

k
sin(kt)H(t), con k = nπv

L
, que satis-

face g(0) = 0, g′(0) = 1)

cn(t) =
L

nπv

∫

∞

−∞

sin[
nπv

L
(t− t′)]H(t− t′)fn(t

′)dt′

=
2

nπv

∫ L

0

dx′
∫

∞

−∞

dt′ sin[
nπv

L
(t−t′)]H(t−t′) sin(nπ

L
x′)f(x′, t′)

Por lo tanto,

u(x, t) =

∞
∑

n=1

cn(t) sin(
nπ

L
x) =

∫ L

0

dx′
∫

∞

−∞

dt′G(x, x′, t−t′)f(x′, t′)

El caso con extremos libres es similar.

Condiciones de contorno inhomogéneas.

Consideremos ahora la ec. homogénea (2) con la cond.
de contorno no homogénea

u(0, t) = µ0(t), u(L, t) = µL(t) (16)

Si µ0(t) y µL(t) son constantes o dependen a lo sumo lin-
ealmente de t, el problema puede resolverse trivialmente:

u0(x, t) = µ0(t) + x(µL(t)− µ0(t))/L
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es en tal caso una solución trivial de (2) que satisface la
cond. de contorno (16). Por lo tanto, la solución gen-
eral será u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), donde u1(x, t) es
una solución de (2) que satisface la cond. de contorno
homogénea (5).
Si la dependencia no es lineal en t o constante, podemos

igualmente escribir u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t), donde
u1(x, t) satisfacerá la condición de contorno homogénea
(5) y la ec. de onda inhomogénea (12), con f(x, t) =

−∂2u0(x,t)
∂t2

. El problema puede luego resolverse como en
la sección anterior utilizando la función de Green.
Otra forma de proceder es asumir nuevamente una ex-

pansión (14) y utilizar el resultado (15), donde aparecen
naturalmente u(0, t), u(L, t). Se obtiene aśı

d2cn
dt2

+ (
nπv

L
)2cn =

2nπv2

L2
[µ0(t)− (−1)nµL(t)]

de donde

cn(t) =
2v

L

∫

∞

−∞

sin[
nπv

L
(t−t′)]H(t−t′)[µ0(t

′)−(−1)nµL(t
′)]dt′

Por lo tanto,

u(x, t) =
∞
∑

n=1

cn(t) sin(
nπ

L
x)

= −v2
∫

∞

−∞

[Gx′(x, L, t− t′)µL(t
′)−Gx′(x, 0, t− t′)µ0(t

′)]dt′

donde Gx′(x, x0, t) ≡ ∂
∂x′

G(x, x′, t)|x′=x0
. La solución

queda aśı expresada directamente en términos de µ0(t),
µL(t), y las derivadas de la función de Green en los
extremos.

Enerǵıa de la cuerda finita

Consideremos por simplicidad el caso de extremos fijos
(se deja para el lector el caso con extremos libres). La
enerǵıa del modo normal (6) es

E =
ρ

2

∫ L

0

[u2t (x, t) + v2u2x(x, t)]dx

=
ρ

2
A2

n(
nπv

L
)2

∫ L

0

sin2(
nπ

L
x)dx = 1

2 [
1
2ρL(

nπv

L
)2A2

n]

El último término entre corchetes es la enerǵıa En =
1
2mω

2
nA

2
n de un oscilador de masa m = ρL, frecuencia

ωn = nπv/L y amplitud An. La enerǵıa del modo normal
es pues la mitad de la enerǵıa del oscilador correspondi-
ente con amplitud máxima An (lograda en el punto medio
entre dos nodos).
Debido a la ortogonalidad de los modos normales, la

enerǵıa de la solución general (7) de la ec. homogénea
(2) será

E =
1

4

∞
∑

n=1

ρL(
nπv

L
)2A2

n =
1

4
m

∞
∑

n=1

ω2
nA

2
n

(probar!).

Funcion de Green de la ecuacion escalar de ondas

Consideremos ahora la ecuación general de ondas,

utt − v2∆u = f(r, t) (17)

donde ∆ es el Laplaciano, en una región R simplemente
conexa de un espacio n-dimensional, con la condición de
contorno

u(r, t) = g(r, t), r ∈ S

y la condición inicial

u(r, 0) = φ(r), ut(r, 0) = ψ(r)

Sean uk(r) las autofunciones normalizadas del Lapla-
ciano en dicha región con condiciones de contorno ho-
mogéneas,

−∆uk = λkuk, uk(r) = 0 si r ∈ S
∫

R

u∗k(r)uk′(r)dV = δkk′

Podemos entonces expandir u(r, t) y f(r, t) como

u(r, t) =
∑

k

ck(t)uk(r, t) ck(t) =

∫

R

u∗k(r)u(r, t)dV

f(r, t) =
∑

k

fk(t)uk(r), fk(t) =

∫

R

u∗k(r)f(r, t)dV

y efectuar una integración “por partes” tal que

−
∫

R

u∗k∆udV =

∫

S

u
∂u∗k
∂n

dA−
∫

R

u∆ukdV

= gk(t)/v
2 + λkck(t)

donde

gk(t) = v2
∫

A

g(r, t)
∂u∗k(r)

∂n
dA

Multiplicando la ecuación (17) por u∗k(r) e integrando,
obtenemos entonces la ecuación diferencial ordinaria

d2ck
dt2

+ v2λkck = fk(t)− gk(t)

La solución para ck(t) es (recordar la función de Green
para ecuaciones diferenciales ordinarias)

ck(t) = ck(0) cos(ωkt) + c′k(0)
sin(ωkt)

ωk

+

∫ t

0

sin[ωk(t− t′)]

ωk

(fk(t
′)− gk(t

′))dt′

con ωk = v
√
λk las frecuencias propias del sistema y

ck(0) =

∫

R

u∗k(r)φ(r)dV, c′k(0) =

∫

R

u∗k(r)ψ(r)dV
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Obtenemos

u(r, t) =

∫

R

∫

∞

0

G(r, r′, t− t′)f(r′, t′)dV ′dt′

+

∫

R

[G(r, r′, t)ψ(r′) +Gt(r, r
′, t)φ(r′)]dV ′

−v2
∫

S

∫

∞

0

∂G(r, r′, t− t′)

∂n′
g(r′, t′)dA′dt′ (18)

con

G(r, r′, t) =
∑

k

sin(ωkt)

ωk

uk(r)u
∗

k(r
′)H(t)

la función de Green de la ecuación de ondas, que
satisface

(
∂2

∂t2
− v2∆)G(r, r′, t) = δ(r− r′)δ(t)

G(r, r′, t) es pues la amplitud en (r, t) para un impulso
puntual en (r′, 0), siendo nula para t < 0.

Por ejemplo, para una cuerda finita de longitud a con
extremos fijos,

G(x, x′, t) =
2

a

∞
∑

n=1

sin(ωnt)

ωn

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)H(t)

con ωn = v(nπ/a). Para una membrana circular de radio
a con borde fijo,

G(r, r′, θ, θ′, t) =

1

πa2

∑

n,m

sin(ωnmt)

ωnm

Jn(knmr/a)Jn(knmr
′/a)ein(θ−θ′)

(J ′

n(knm))2

donde ωnm = vknm/a son las frecuencias propias y knm
denota el emésimo cero de Jn (Jn(knm) = 0), con m =
1, 2, . . ., n = 0, 1, . . .. La frecuencia fundamental (la más
baja) es ω01 ≈ vk01/a, con k01 ≈ π0.765. Notemos que

ω01 ≈ v1.357π/
√
A, donde A = πa2 es el área de la

membrana. Esta es la frecuencia más baja que puede
obtenerse para un área dada con extremos fijos (en una

membrana cuadrada, la frec. fundamental es v
√
2π/

√
A,

como puede mostrar el lector).
Para una cuerda infinita, las autofunciones “nor-

malizadas” son

uk(x) =
eikx√
2π

(

∫

∞

−∞

u∗k(x)uk′(x)dx = δ(k − k′))

y por lo tanto,

G(x, x′, t) =
H(t)

2π

∫

∞

−∞

sin(kvt)

kv
eik(x−x′)dk

=
H(t)

2v
[H(x−x′+vt)−H(x−x′−vt)] = H(vt− |x−x′|)

2v

donde la última expresión es válida para t > 0. Hemos
tomado valor principal y recordado que la tranf. de
Fourier de H(x+a)−H(x−a) = {Sg[a] |x|<|a|

0 |x|>|a|
es

1

2π

∫

∞

−∞

[H(x+ a)−H(x− a)]e−ikxdk =
1

2π

∫ a

−a

e−ikxdx

=
eika − e−ika

2πik
=

sin(ka)

πk

En el espacio tridimensional,

G(r, r′, t) =
H(t)

(2π)3

∫

R3

sin(vkt)

vk
eik·(r−r

′)d3k (19)

donde k = |k|. Pasando a coordenadas polares y
definiendo r = |r− r′|, se obtiene

G(r, r′, t) =
H(t)

(2π)2

∫

∞

0

sin(vkt)

vk
k2dk

∫ π

0

eikr cos θ sin θdθ

=
2H(t)

(2π)2vr

∫

∞

0

sin(kvt) sin(kr)dk =
H(t)

8π2vr

∫

∞

−∞

[eik(r−vt)−eik(r+vt)]dk

=
H(t)

4πvr
[δ(r − vt)− δ(r + vt)] =

δ(vt− r)

4πvr

donde la última expresión es válida para t > 0 y repre-
senta una superficie esférica alejándose de la fuente con
velocidad v y amplitud proporcional a r−1. Notemos la
gran diferencia con el caso monodimensional. Esta forma
de la función de Green permite la transmisión limpia de
pulsos en 3 dimensiones.

Ejercicio: Probar que en el caso tridimensional, una
solución de la ecuación de ondas que depende sólo de
r = |r|, debe ser de la forma f(r − vt)/r + g(r + vt)/r.

En el caso bidimensional, se obtiene

G(r, r′, t) =
H(t)

(2π)2

∫

R2

sin(vkt)

vk
eik·(r−r

′)d2k (20)

=
H(t)

(2π)2

∫

∞

0

sin(vkt)

vk
kdk

∫ 2π

0

eikr cos θdθ

=
H(t)

2πv

∫

∞

0

sin(kvt)J0(kr)dk (21)

=
H(t)

2πv

H((vt)2 − r2)
√

(vt)2 − r2

resultado “intermedio” entre los dos anteriores (recordar
dibujo de clase).
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Matemáticas Especiales II

Ecuación de difusión

Resumen. Sea u(r, t) la temperatura de un material
conductor con calor espećıfico c en una región s.c. R con
superficie S. Teniendo en cuenta que el flujo de calor
por unidad de área a través de una superficie es J =
−κ∇u(r, t), la conservación del calor en presencia de una
fuente de calor j(r, t) implica la ecuación

d

dt

∫

R

ρcu(r, t)dV = κ

∫

S

∇u(r, t) · dA+

∫

R

j(r, t)dV

Esta ecuación implica, teniendo en cuenta el teorema de
Green y el hecho de que debe ser válida para cualquier
región interna R del material, la ecuación diferencial

ut(r, t)− α∆u(r, t) = f(r, t)

donde ut =
∂u
∂t
, ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 es el Laplaciano y

α = κ/(ρc) > 0, f = j/(ρc). Esta ecuación se denomina
ecuación general de difusión y es una ecuación diferen-
cial lineal de tipo parabólico. En ausencia de fuentes se
obtiene la ecuación de difusión homogénea

ut(r, t)− α∆u(r, t) = 0

Ambas ecuaciones son obviamente también válidas en
dos, una o eventualmente n dimensiones. Comenzaremos
estudiando el caso de una dimensión.

1. Evolución de la temperatura en una barra infinita

Consideremos la ecuación

ut − αuxx = 0 , α > 0 (1)

para la temperatura u(x, t) en una barra infinita con la
condición inicial

u(x, 0) = φ(x) (2)

Mult. la ec. (1) por e−ikx e integrando respecto de x, se
obtiene

Ut(k, t) + αk2U(k, t) = 0 (3)

donde

U(k, t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

e−ikxu(x, t)dx

es la TF de u(x, t) respecto de x. La ec. (3) es una
ecuación diferencial ordinaria en t para U , cuya solución
para t > 0 es

U(k, t) = e−αk2tU(k, 0) (4)

donde U(k, 0) es la TF de u(x, 0). Utilizando ahora las
propiedades de la TF (ver resumen respectivo) obten-
emos, efectuando la transf. inversa,

u(x, t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

eikxU(k, t)dk (5)

=

∫

∞

−∞

K(x− x′, t)u(x′, 0)dx′ (6)

K(x, t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

eikx
e−αk2t

√
2π

dk

=
e−x2/(4αt)

√
4παt

, t > 0 (7)

K(x− x′, t) es la función respuesta de la ec. del calor en
la barra infinita y representa la temperatura u(x, t) en la
posición x y tiempo t > 0 para una temperatura inicial
puntual u(x, 0) = δ(x− x′) localizada en x′:

Kt(x− x′, t)− αKxx(x− x′, t) = 0

lim
t→0+

K(x− x′, t) = δ(x− x′) (8)

Depende en la barra infinita sólo de la diferencia x − x′

por ser en este caso la ec. (1) invariante frente a trasla-
ciones espaciales. La solución gral. (6) puede visuali-
zarse entonces como la suma de soluciones elementales
K(x − x′, t) moduladas por el factor u(x′, 0), dado que
u(x, 0) =

∫

∞

−∞
δ(x− x′)u(x′, 0)dx′.

K(x − x′, t) es una Gaussiana centrada en x = x′ con
desviación estándar σ(t) =

√
2αt. Dado que la cantidad

total de calor debe conservarse, e inicialmente
∫

∞

−∞
δ(x− x′)dx = 1, se cumple que

∫

∞

−∞

K(x, t)dx = 1

∀ t ≥ 0, como puede verificarse directamente. Al aumen-
tar t, la distribuciónK(x, t) se “achata”, aunque conserva
su área. Se recomienda recordar (y también realizar per-
sonalmente) las simulaciones mostradas en la PC.
Para x 6= 0 fijo, K(x, t) posee un máximo en

t0 = x2/(2α), con K(x, t0) = 1/(
√
2πex), disminuyendo

luego como t−1/2 para t → ∞. Notemos también
que si t > 0, K(x, t) 6= 0 ∀ x 6= 0, lo que indica una
velocidad infinita de transmisión del calor. La ec. (1) es
claramente no relativista, es decir no invariante frente a
transformaciones de Lorentz (en contraposición a la ec.
de ondas). No obstante, K(x, t) es muy pequeño para
x ≫ σ(t).

Ejemplos:
1) Si u(x, 0) = A cos(kx) = ARe[eikx] ⇒

u(x, t) = ARe[eikxe−αk2t] = A cos(kx)e−αk2t

resultado que puede obtenerse de (6)–(7) o directamente
de (4), planteando u(x, t) = eikxU(k, t). La sol. gral. (5)
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es pues la “suma” de soluciones elementales para cond.
iniciales u(x, 0) = U(k, 0)eikx. Este ej. muestra también
que oscilaciones espaciales iniciales de la temp. decaen
tanto más rápidamente cuanto mayor sea la frecuencia k.
Si k = 0, u(x, t) = A, constante.

2) Si u(x, 0) = Ae−x2/r/
√
πr, r > 0 (distribución ini-

cial gaussiana de temperaturas) ⇒

u(x, t) = A
e−x2/(r+4αt)

√

π(r + 4αt)
= AK(x, t+ t0), t0 =

r

4α

lo que puede obtenerse de (6), o directamente notando
que u(x, 0) = AK(x, t0). La dist. de temp. permanece
gaussiana ∀ t > 0. Si r → 0+, u(x, t) → AK(x, t).

2. Ecuación no homogénea. Función de Green.

Consideremos ahora la ec. inhomogénea

ut − αuxx = f(x, t)

Procediendo como en el caso anterior, es decir, mult. por
e−ikx e integrando, obtenemos,

Ut(k, t) + αk2U(k, t) = F (k, t)

con F (k, t) la TF de f(x, t) respecto de x. La solución
de esta ec. dif. ordinaria en t es, para U(k,−∞) = 0

U(k, t) =

∫

∞

−∞

e−αk2
(t−t′)H(t− t′)F (k, t′)dt′

Aplicando ahora la transf. inversa se obtiene

u(x, t) =

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

G(x− x′, t− t′)f(x′, t′)dx′dt′ (9)

G(x, t) = K(x, t)H(t) =
e−x2/(4αt)

√
4παt

H(t) (10)

La función G(x − x′, t − t′) es la función de Green de la
ec. del calor y representa la solución causal u(x, t) para
una inhomogeneidad puntual f(x, t) = δ(x− x′)δ(t− t′):

Gt(x−x′, t− t′)−αGxx(x−x′, t− t′) = δ(x−x′)δ(t− t′)

como puede comporbarse directamente utilizando (8) o
(9). La solución gral. (9) puede visualizarse nuevamente
como la suma de las soluciones elementales G(x− x′, t−
t′) moduladas por el factor f(x′, t′), dado que f(x, t) =
∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
f(x′, t′)δ(x− x′)δ(t− t′)dt′dx′.

3. Barra semi-infinita

Consideremos ahora la ec. (1) en la region x ≥ 0 con
la condición inicial (2) y la condición de contorno

u(0, t) = 0 (11)

∀ t > 0. Podŕıamos proceder como en el caso anterior
utilizando la transformada seno en lugar de la TF com-
pleta (se dejan los detalles para el lector). No obstante, es
equivalente, pero más cómodo y f́ısico, utilizar el método
de las imágenes. La cond. (11) se puede simular com-
pletando la temp. inicial u(x, 0) = φ(x) en forma impar
para x < 0: u(−x, 0) = −u(x, 0). En tal caso, utilizando
la solución (6),

u(0, t) =

∫

∞

−∞

K(0− x′, t)u(x′, 0)dx′ = 0

por ser u(x′, 0) impar y K(−x′, t) = K(x′, t) par (res-
pecto de x′). Obtenemos entonces

u(x, t) =

∫

∞

−∞

K(x− x′, t)u(x′, 0)dx′

=

∫

∞

0

Ks(x, x
′, t)u(x′, 0)dx′ (12)

Ks(x, x
′, t) = K(x− x′, t)−K(x+ x′, t) (13)

donde Ks(x− x′, t) es la función respuesta para la barra
semi-infinita para la presente cond. de contorno. No es
otra cosa que la dif. de las respuestas a una fuente puntual
en x′ y en −x′. Notemos que Ks(x, x

′, t) no es más una
función de x − x′, ya que se ha perdido la invarianza
traslacional. Tampoco se conserva la cantidad de calor
Q(x′, t) ∝

∫

∞

−∞
Ks(x, x

′, t)dx, ya que el sistema pierde
calor en x = 0. Tenemos en cambio Q(x′, t) → 0 para
t → ∞, como puede comprobarse fácilmente.
En forma análoga se procede para el caso inhomogéneo.

Completando a f(x, t) en forma impar respecto de x = 0
∀ t, obtenemos

u(x, t) =

∫

∞

−∞

[

∫

∞

0

Gs(x, x
′, t− t′)f(x′, t′)dx′]dt′ (14)

con

Gs(x, x
′, t) = Ks(x, x

′, t)H(t) = G(x− x′, t)−G(x+ x′, t)

que representa la diferencia de las respuestas del sistema
a una inhomogeneidad puntual en (x′, t′) y en (−x′, t′).
Ks y Gs quedan definidas por

Ks t(x, x
′, t)− αKs xx(x, x

′, t) = 0, x > 0, x′ > 0, t > 0

lim
t→0+

Ks(x, x
′, t) = δ(x− x′), Ks(0, x

′, t) = 0 (15)

Gs t(x, x
′, t)− αGs xx(x, x

′, t) = δ(x− x′)δ(t− t′), x > 0, x′ > 0

Gs(0, x
′, t) = 0
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En forma análoga se procede con la condición de contorno
de Neumann

ux(0, t) = 0

que corresponde a una barra térmicamente aislada en
x = 0. En este caso se debe completar la condición
inicial y la inhomogeneidad en forma par respecto de
x = 0: u(−x, 0) = u(x, 0), f(−x, t) = f(x, t). Las solu-
ciones se obtienen como en el caso anterior reemplazando
Ks(x, x

′, t) y Gs(x, x
′, t) por

Kc(x, x
′, t) = K(x− x′, t) +K(x+ x′, t)

Gc(x, x
′, t) = Kc(x, x

′, t)H(t) = G(x− x′, t) +G(x+ x′, t)

que representan ahora la suma de las respuestas a fuentes
puntuales en en x′ y en −x′ y que satisfacen las mis-
mas ecuaciones anteriores pero con la cond. de contorno
Kc x(0, x

′, t) = 0, Gc x(0, x
′, t) = 0. No son funciones de

x− x′, aunque en este caso se verifica

∫

∞

0

Kc(x, x
′, t)dx = 1

∀ t ≥ 0, ya que el sistema está aislado (se deja como
ejercicio para el lector).

4. Condiciones de contorno inhomogéneas

Resulta de gran interés f́ısico resolver el problema de
la determinación de la temperatura en una barra semi-
infinita conociendo la temperatura en el origen. Un ejem-
plo es la determinación de la temp. por debajo de la
superficie terrestre a una profundidad x, conociendo la
temp. en la superficie. Consideremos pues la ec.

ut − αuxx = 0, x > 0 (16)

con la cond. inicial u(x,−∞) = 0 y la cond. de contorno

u(0, t) = g(t)

Consideremos primero el caso más simple en que

g(t) = G cos(ωt) = GRe[eiωt]

Planteando una solución del tipo

u(x, t) = Geiωtv(x)

se obtiene para v(x) la ec.

iωv − αv′′ = 0

cuya solución es

v(x) = A1e
√

iω/αx +A2e
−

√
iω/αx

con
√

iω/α = eiπ/4
√

ω/α = (1 + i)
√

ω
2α

. La condición
v(∞) < ∞ implica

v(x) =

{

A2e
−x(1+i)γ(ω) ω > 0

A1e
−x(1−i)γ(ω) ω < 0

, γ(ω) =

√

|ω|
2α

(17)

Por lo tanto, si ω > 0, la solución que satisface la cond.
de contorno es

u(x, t) = Ge−xγ(ω)(1+i)+iωt (18)

con

Re[u(x, t)] = Ge−γ(ω)x cos(ωt− γ(ω)x)

que indica una disminución exponencial de las oscila-
ciones térmicas que ocurren en la superficie. La longitud
de penetración d(ω) = 1/γ(ω) =

√

2α/ω disminuye al
aumentar ω. Surge además un retraso δt = xγ(ω)/ω =
x/

√
2αω en las oscilaciones a una profundidad x, que au-

menta con x y disminuye al aumentar ω. Notemos final-
mente que si ω = 0 ⇒ u(x, t) = G (solución estacionaria
constante).
La solución general para una condición de contorno

arbitraria puede hallarse como suma de las soluciones
anteriores, desarrollando a g(t) = u(0, t) en integral de
Fourier:

g(t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

G(ω)eiωtdω, G(ω) =
1√
2π

∫

∞

−∞

g(t)e−iωtdt

Efectuando la TF de la ec. (16) respecto de t, se obtiene

iωU(x, ω)− αUxx(x, ω) = 0 (19)

con

U(x, ω) =
1√
2π

∫

∞

−∞

u(x, t)e−iωtdt

la TF de u(x, t) respecto de t, que satisface U(0, ω) =
G(ω). La solución de (19) acotada para x → ∞ es, uti-
lizando (17),

U(x, ω) = G(ω)e−xγ(ω)(1+iSg(ω))

donde Sg(ω) es el signo de ω. Antitransformando esta
ecuación, se obtiene

u(x, t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

U(x, ω)eiωtdω

=

∫

∞

−∞

G̃s(x, t− t′)g(t′)dt′ (20)

G̃s(x, t) =
1√
2π

∫

∞

−∞

e−xγ(ω)(1+iSg(ω))+iωt

√
2π

dω

=
x

t

e−x2/(4αt)

√
4παt

H(t) (21)

G̃s(x, t − t′) representa la solución para la condición de
borde puntual u(0, t) = δ(t − t′) y depende de la dif.
t− t′. Para t > 0, G̃s(x, t) posee, como función de x, un
máximo en x0 =

√
2αt, con G̃s(x0, t) = 1/(

√
2πet).
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Este resultado puede también obtenerse por los métodos
generales de fn. de Green (véase clase 21). Notemos que

G̃s(x, t) = α
∂Gs(x, x

′, t)

∂x′
|x′=0 = −2α

∂G(x, t)

∂x
(22)

Resolución por transformada seno (TS): Otra forma de
llegar al mismo resultado es mediante la TS respecto de
x. En primer lugar, para una función f con f(∞) = 0,
obtenemos, integrando por partes dos veces,

∫

∞

0

f ′′(x) sin(kx)dx = f ′(x) sin(kx)|∞0 − k

∫

∞

0

f ′(x) cos(kx)dx

= −kf(0) cos(kx)|∞0 − k2
∫

∞

0

f(x) sin(kx)dx

Por lo tanto, si Fs(k) es la TS de f(x), la TS de f ′′(x) es
√

2

π

∫

∞

0

f ′′(x) sin(kx)dx =

√

2

π
kf(0)− k2Fs(k)

Si f(0) = 0, que es la condición de contorno natural
para la expansión en las funciones sin(kx), el resultado es
simplemente −k2Fs(k), y puede obtenerse directamente
derivando la expresión inversa

f(x) =

√

2

π

∫

∞

0

Fs(k) sin(kx)dk

Pero si f(0) 6= 0 aparece un término adicional.
Por lo tanto, si efectuamos la TS de la ec. (16) (es

decir, mult. por sin(kx) e integrando), obtenemos

Us t(k, t) + k2αUs(k, t) =

√

2

π
αkg(t) (23)

donde g(t) = u(0, t) y

Us(x, t) =

√

2

π

∫

∞

0

u(x, t) sin(kx)dx

es la TS de u(x, t) respecto de x. Si Us(k,−∞) = 0, la
solución de (23) es

Us(k, t) =

√

2

π
αk

∫

∞

−∞

e−αk2
(t−t′)H(t− t′)g(t′)dt′

Efectuando la transf. inversa, y notando que

2

π

∫

∞

0

e−αk2tk sin(kx)dk =
−∂

∂x

1

π

∫

∞

−∞

e−αk2teikxdk

= −2
∂

∂x

e−x2/(4αt)

√
4παt

(24)

se obtiene nuevamente el resultado (20)–(21). La solución
para un flujo dado ux(0, t) = g(t) en el origen se puede re-
solver en forma similar utilizando la transf. coseno Fc(k)
(ver tabla siguiente) y se deja como ejercicio.

f(x) Fs(k) Fc(k)

1 f ′(x) −kFc(k) −
√

2

π
f(0) + kFs(k)

2 f ′′(x)
√

2

π
kf(0)− k2Fs(k) −

√

2

π
f ′(0)− k2Fc(k)

5. Evolución de la temperatura en regiones finitas

Consideremos la evolución de la temperatura u(x, t)
en una barra finita de longitud L, con condiciones de
contorno

u(0, t) = u(L, t) = 0

y condición inicial

u(x, 0) = φ(x)

Podemos plantear u(x, t) = X(x)T (t) en la ecuación

ut − αuxx = 0

obteniéndose

T ′

αT
=

X ′′

X
= −k2

que conduce a T (t) = T (0)e−αkt y X(x) = A cos kx +
B sin kx para k 6= 0 (para k = 0 se obtiene en cam-
bio X(x) = A + Bx). La condición de contorno implica
X(0) = X(L) = 0, en cuyo caso A = 0 y k = nπ/L,
n = 1, 2, . . .. Se obtiene entonces la solución producto

Xn(x)Tn(t) = cne
−α(nπ/L)

2t sin(nπx/L)

y la solución general

u(x, t) =

∞
∑

n=1

cne
−(nπ/L)

2αt sin(nπx/L)

La condición inicial implica

u(x, 0) =

∞
∑

n=1

cn sin(nπx/L) = φ(x)

lo cual constituye el desarrollo en serie de medio rango
en senos de φ(x) y determina los coeficientes cn:

cn =
2

L

∫ L

0

sin(
nπ

L
x)φ(x)dx

El resultado final puede luego expresarse como

u(x, t) =

∫ L

0

K(x, x′, t)φ(x′)dx′

donde

K(x, x′, t) =
2

L

∞
∑

n=1

e−(nπ/L)
2αt sin(

nπ

L
x) sin(

nπ

L
x′)

representa la función respuesta de la ecuación de di-
fusión en la barra finita con las condiciones de con-
torno anteriores. La condición inicial es pues natural-
mente descompuesta en “modos normales” que exhiben
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un decaimiento exponencial ∝ e−α(nπ/L)
2t. Para tiem-

pos grandes, únicamente el modo simétrico fundamental
(sin(πx/L)) permanecerá visible (si c1 6= 0), con una am-

plitud c1e
−(π/L)

2αt.
Notemos también que el problema con temperatura fija

en los bordes,

u(0, t) = T0, u(L, T ) = TL

siendo T0 y TL independientes de t, puede reducirse al
problema anterior si reemplazamos

u(x, t) = w(x, t) + T0 +
x

L
(TL − T0)

La función lineal constante de la derecha se encarga de la
condición de contorno y satisface exactamente la ecuación
de difusión homogénea (es una solución estacionaria) por
lo que w(x, t) satisface también la ecuación de difusión
homogénea pero con condiciones de contorno homogéneas
(w(0, t) = w(L, t) = 0). w(x, t) estará pues dada por la
solución anterior (con w(x, 0) = u(x, 0) − (T0 +

x
L
(TL −

T0)). En este caso

lim
t→∞

u(x, t) = T0 +
x

L
(TL − T0)

En clase se han visto además otros problemas análogos
(barra finita con fuentes, barra finita aislada, regiones
bidimensionales, ćırculos y esferas, etc.). Daremos aqúı
sólamente la función de Green para una región general.

6. Funcion de Green de la ecuación general de

difusión

Consideremos la ecuación

ut − α∆u = f(r, t), α > 0

en una región s.c. R, con la condición de contorno

u(r, t) = g(r, t), r ∈ S

y la condición inicial

u(r, 0) = φ(r), r ∈ R

Mediante la expansión

u(r, t) =
∑

k

ck(t)uk(r), f(r, t) =
∑

k

fk(t)uk(r) (25)

donde uk(r) son las autofunciones del Laplaciano con
condiciones de contorno homogéneas,

−∆uk = λkuk, uk(r) = 0, si r ∈ S

y

ck(t) =

∫

R

u∗

k(r)u(r, t)dV, fk(t) =

∫

R

u∗

k(r)f(r, t)dV

(26)

se obtiene una ecuación diferencial ordinaria para ck(t)
(recordar detalles de clase)

dck
dt

+ αλkck = fk(t)− gk(t)

donde gk(t) = α
∫

A
g(r, t)

∂u∗

k
(r)

∂n
dA. La solución es

ck(t) = ck(0)e
−αλkt +

∫ t

0

e−αλk(t−t′)(fk(t
′)− gk(t

′))dt′

con

ck(0) =

∫

R

u∗

k(r)φ(r)dV

Obtenemos finalmente

u(r, t) =

∫

R

∫

∞

0

G(r, r′, t− t′)f(r′, t′)dV ′dt′

+

∫

R

G(r, r′, t)φ(r′)dV ′−α

∫

S

∫

∞

0

∂G(r, r′, t− t′)

∂n′
g(r′, t′)dA′dt′

(27)

donde

G(r, r′, t− t′) =
∑

k

e−αλk(t−t′)uk(r)u
∗

k(r
′)H(t− t′)

(28)

= K(r, r′, t− t′)H(t− t′) (29)

es la función de Green de la ecuación de difusión y satis-
face

(
∂

∂t
− α∆)G(r, r′, t− t′) = δ(r− r

′)δ(t− t′)

G(r, r′, t − t′) es pues la temperatura en (r, t) para una
fuente de calor puntual en (r′, t′), siendo nula para t < t′.
En cambio, K(r, r′, t) =

∑

k e
−αλktuk(r)u

∗

k(r
′) satisface

la ecuación de difusión homogénea, Kt − α∆K = 0, con
condición inicial limt→0+ K(r, r′, t) = δ(r − r′).

Por ejemplo, para una barra finita de longitud a,

G(r, r′, t) =
2

a

∞
∑

n=1

e−αn2π2t/a2

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)H(t)

para una barra infinita,

G(r, r′, t) =
H(t)

2π

∫

∞

−∞

e−αk2teik(x−x′
)dk =

e−(x−x′
)
2/4αt

2
√
παt

H(t)

y para el espacio tridimensional,

G(r, r′, t) =
H(t)

(2π)3

∫

R3

e−α|k|2teik·(r−r
′
)d3k =

e−|r−r
′
|
2/4αt

(2
√
παt)3

H(t)

ya que la integral se descompone en el producto de 3
integrales similares a la del caso de una dimensión. La
función de Green de la ecuación de difusión conserva pues
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la misma forma gaussiana en 1, 3, 2 o n dimensiones, a
diferencia de la función de Green de la ecuación de ondas.
Se deja como ejercicio determinar la función de Green

para un ćırculo y para una esfera, ambos de radio a.

La solución del problema general

ut + αLr(u) = f(r, t), α > 0

en una región s.c. R con Lr(u) = −∆ru + q(r), la
condición de contorno

u(r, t) = g(r, t), r ∈ S

y la condición inicial

u(r, 0) = φ(r)

está dada nuevamente por la expresión (27), con G dada
nuevamente por la expresión (28)–(29), con Lr(uk) =
λkuk y uk(r) = 0 en S. G satisface

(
∂

∂t
+ αLr)G(r, r′, t− t′) = δ(r− r

′)δ(t− t′) (30)

con G(r, r′, t− t′) = 0 para r ∈ S y G = 0 para t < t′. La
expresión (27) para la solución general puede obtenerse
mediante el desarrollo en autofunciones, o directamente
de la ecuación (30), intercambiando r por r

′, multipli-
cando luego por u(r′, t′) e integrando respecto de r

′ y t′

en R y (0,∞) respectivamente, aplicando el teorema de
Green en r

′ y la integración por partes en t′. Se dejan
los detalles para el lector.
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Matemáticas Especiales II

1. RESOLUCION DE LA ECUACION DE

LAPLACE POR SEPARACION DE VARIABLES

1.1 Armónicos circulares

Consideremos la ecuación de Laplace ∆u = 0, con

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
(1)

en un sector circular r1 ≤ r ≤ r2, 0 ≤ θ ≤ α < 2π.
Planteando una solución producto u(r, θ) = R(r)Θ(θ),
se obtienen las ecuaciones

R′′ +
R′

r
− k2R

r2
= 0, Θ′′ = −k2Θ

con k constante, cuyas soluciones son

R(r) = Ark +Br−k, Θ(θ) = a cos(kθ) + b sin(kθ), k 6= 0

R(r) = A+B ln r = B ln
r

r0
, Θ(θ) = a+ bθ, k = 0 (2)

(la ec. para R es del tipo de Euler y su solución es de la
forma rλ, con λ determinado por λ(λ− 1) + λ− k2 = 0,
o sea, λ = ±k; si k = 0 la otra solución l. i. de r0 = 1
es rλ ln r = ln r). Obsérvese que k puede ser en principio
real, imaginario o complejo (si k = kr+ iki, r

k = ek ln r =
ekr ln r[cos(ki ln r) + i sin(ki ln r)]).

Como ejemplo, si u(r, 0) = u(r, α) = 0, con

u(r1, θ) = f1(θ), u(r2, θ) = f2(θ)

⇒ a = 0 y k = nπ/α (real), con n ≥ 1. La solución
general es entonces

u(r, θ) =

∞
∑

n=1

(Anr
nπ/α +Bnr

−nπ/α) sin(nπθ/α) (3)

donde las constantes An y Bn pueden obtenerse a par-
tir del desarrollo en serie de senos de f1(θ) y f2(θ). Se
dejan los detalles para el lector. Obviamente, si u debe
permanecer acotada y r1 = 0 ⇒ Bn = 0, mientras que si
r1 > 0 y r2 = ∞ ⇒ An = 0.
En el caso de un anillo circular 0 ≤ θ ≤ 2π, con r1 ≤

r ≤ r2, u debe ser monovaluada, lo que implica k = n,
con n entero (y b = 0 si k = n = 0). La solución general
es pues de la forma

u(r, θ) = A0+B0 ln r

+
∞
∑

n=1

(Anr
n+Bnr

−n)[an cos(nθ)+bn sin(nθ)] (4)

Nuevamente, si r1 = 0 ⇒ B0 = 0, Bn = 0, mientras que
si r2 = ∞, B0 = 0, An = 0, n ≥ 1.

1.2 Solución de Poisson

Consideremos ahora en detalle el problema de determi-
nar una función armónica u en el interior de un ćırculo
de radio r2 = a (o sea 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π) cono-
ciendo los valores de u en el contorno, u(a, θ) = f(θ). La
solución general debe ser pues de la forma

u(r, θ) =
a0
2

+

∞
∑

n=1

rn[an cos(nθ) + bn sin(nθ)] (5)

Por lo tanto,

u(a, θ) = f(θ) =
a0
2

+
∞
∑

n=1

an[an cos(nθ) + bn sin(nθ)]

de donde, recordando la expresión de los coeficientes del
desarrollo en serie de Fourier,

an =
1

πan

∫ 2π

0

cos(nθ)f(θ)dθ, bn =
1

πan

∫ 2π

0

sin(nθ)f(θ)dθ, n ≥ 1

con a0

2 = 1
2π

∫ 2π

0
f(θ)dθ = 〈f〉. Reemplazando

en (5), y teniendo en cuenta que cos(nθ) cos(nθ′) +
sin(nθ) sin(nθ′) = cos[n(θ − θ′)], obtenemos

u(r, θ) =
1

π

∫ 2π

0

{ 1
2+

∞
∑

n=1

rn

an
cos[n(θ − θ′)]}f(θ′)dθ′

Definiendo z = (r/a)eiθ, con |z| < 1, tenemos

1
2 +

∞
∑

n=1

rn

an
cos(nθ) = Re[ 12+

∞
∑

n=1

zn] = 1
2Re

1+z

1−z

=
a2 − r2

2d2(r, a, θ)
, d2(r, a, θ) = a2 + r2 − 2ar cos(θ)

Obtenemos de esta forma la solución de Poisson,

u(r, θ) =
a2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(θ′)dθ′

d2(r, a, θ − θ′)
, r < a (6)

Notemos que d(r, a, θ − θ′) es la distancia entre el punto
(r, θ) del interior del circulo y el punto (a, θ′) del borde
(recordar dibujo hecho en clase).

Comentarios:
1) Si r = 0, d2 = a2 y

u(0, 0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ′)dθ′ = 〈f〉

El valor de u en el centro del ćırculo es pues el promedio
de los valores de u en el borde del ćırculo. Como esto es
válido para cualquier ćırculo con centro en (0, 0) y radio
r < a, vemos que el valor de una función u, armónica
en una región R, en un punto cualquiera (x, y) ∈ R es
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igual al promedio de los valores de u sobre cualquier cir-
cunferencia con centro en (x, y) contenida en R, y por
lo tanto, sobre cualquier región circular con centro en
(x, y). Una función armónica no puede pues poseer ex-
tremos (máximos o mı́nimos) en el interior de R (ya que
en tal caso el valor en el extremo seŕıa superior o inferior
al promedio), estando los extremos siempre en el borde
de R.

2) Problema exterior: Consideremos ahora el problema
de determinar u(r, θ) en el exterior del ćırculo, es decir
r ≥ a, conociendo los valores en el borde, u(a, θ) = f(θ).
Podemos repetir el esquema anterior pero es más fácil
emplear el siguiente procedimiento de inversión. Si u(r, θ)
es una función armónica de la forma general (4), entonces

v(r, θ) = u(
a2

r
, θ) = A0 −B0 ln

r

a2

+

∞
∑

n=1

(An

a2n

rn
+Bn

rn

a2n
)[an cos(nθ) + bn sin(nθ)]

es armónica pues es también de la forma (4), y cumple
v(a, θ) = u(a, θ). Además, si u está definida para r < a
⇒ v estará definida para a2/r < a, o sea, r > a. Por lo
tanto, la solución para el exterior del ćırculo será

v(r, θ) = u(
a2

r
, θ) =

r2 − a2

2π

∫ 2π

0

f(θ′)dθ′

d2(r, a, θ − θ′)
, r > a

(notar que d(a
2

r
, a, θ) = a

r
d(a, r, θ) = a

r
d(r, a, θ)). Esto

equivale al intercambio a ↔ r en (6).

En forma análoga se resuelve el problema de Neumann
(∆u = 0, con ∂u

∂r
|r=a = f(θ) y 〈f〉 = 0) para el interior y

exterior del ćırculo (se deja como ejercicio).

3) La solución (6) puede escribirse como

u(r, θ) =

∫ 2π

0

K(r, a, θ − θ′)f(θ′)dθ′

K(r, a, θ) =
a2 − r2

2π[a2 + r2 − 2ar cos(θ)]
(7)

donde K(r, a, θ) representa la solución para f(θ) = δ(θ).
Puede comprobarse que u(r, θ) = K(r, a, θ) es una
función armónica que satisface lim

r→a−

K(r, a, θ) = δ(θ),

con lim
r→a−

K(r, a, θ) = 0 si θ 6= 0 (o en general, θ 6= 2nπ,

n ∈ Z) y lim
r→a−

K(r, a, 0) = ∞ (recordar el gráfico de K

hecho en clase).

1.3 Armónicos esféricos y solución de Poisson para

la esfera

Consideremos ahora la ec. ∆u = 0 en una región
esférica r1 ≤ r ≤ r2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ 2π, donde
(r, θ, φ) son las coordenadas polares usuales (definidas

por x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ). Em-
plearemos la notación Ω = (θ, φ), con dΩ = sin θdθdφ.
En estas coordenadas,

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

∆Ω

r2

∆Ω =
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
(8)

Planteando una solución producto u(r, θ) = R(r)Y (Ω),
se obtienen las ecuaciones

R′′ +
2

r
R′ − k2

r2
R = 0, ∆ΩY = −k2Y

con k constante. Hemos visto que la solución de la parte
angular es acotada y monovaluada sólo si k2 = l(l + 1),
con l natural, con Y (Ω) = Ylm(Ω) el armónico esférico
de orden l:

−∆ΩYlm(Ω) = l(l + 1)Ylm(Ω), −l ≤ m ≤ l, l = 0, 1, . . .

Ylm(Ω) =

√

(2l + 1)(l − |m|)!
4π(l + |m|)! P

|m|

l (cos θ)eimφ(−1)
m+|m|

2

donde P
|m|

l (x) es el polinomio asociado de Legendre (y
P 0
l (x) = Pl(x) el polinomio de Legendre). Ylm(Ω) son

las autofunciones normalizadas de ∆Ω:
∫

s

Ylm(Ω)Y ∗

l′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′ (9)

donde
∫

s
dΩ =

∫ π

0

∫ 2π

0
sin θdθdφ denota la integal sobre

toda la superficie esférica y Y ∗

lm(Ω) = (−1)mYl−m(Ω) en
la presente convención de fases.
La ec. para la parte radial es nuevamente del tipo de

Euler, con solución rλ y λ determinado por

λ(λ− 1) + 2λ− l(l + 1) = 0

cuyas soluciones son λ = l, λ = −l − 1. La solución
producto es pues de la forma

R(r)Y (Ω) = (arl + br−l−1)Ylm(Ω)

Soluciones independientes de φ (es decir, invariantes
frente a rotaciones alrededor del eje z) corresponden a
m = 0, con l arbitrario, mientras que soluciones inde-
pendientes de θ y φ (es decir, invariantes frente a rota-
ciones) se obtienen sólo para l = 0, y son de la forma
u(r) = a+ b/r.
La solución general para u(r,Ω) es pues de la forma

u(r,Ω) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

[almrl +
blm
rl+1

]Ylm(Ω) (10)

Para soluciones acotadas, si r1 = 0 ⇒ blm = 0 mientras
que si r2 = ∞ ⇒ alm = 0.
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Consideremos ahora el problema de determinar la
función armónica u(r,Ω) en el interior de una esfera de
radio r2 = a, conociendo sus valores en la superficie,
u(a,Ω) = f(Ω). La función debe ser pues de la forma

u(r,Ω) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−1

almrlYlm(Ω) (11)

La condición de contorno implica

u(a,Ω) =

∞
∑

l=0

l
∑

m=−1

almalYlm(Ω) = f(Ω)

que representa el desarrollo en serie de armónicos
esféricos de f(Ω). Teniendo en cuenta (9), los coeficientes
estarán dados por

alm =
1

al

∫

s

Y ∗

lm(Ω)f(Ω)dΩ (12)

Si f(Ω) = f(θ) ⇒ alm = 0 si m 6= 0 y u(r,Ω) =
∞
∑

l=0

clr
lPl(cos θ0), con cl = al0

√

2l+1
4π . Si f(Ω) = c ⇒

cl = 0 para l 6= 0 (por ortogonalidad de Pl, l 6= 0, con
P0 = 1) y u(r,Ω) = c.
En general, utilizando (12) obtenemos

u(r,Ω) =

∫

s

[

∞
∑

l=0

(
r

a
)l

l
∑

m=−l

Ylm(Ω)Y ∗

lm(Ω′)]f(Ω′)dΩ′

(13)
Para evaluar esta serie recordemos primero el teorema de
adición para armónicos esféricos,

l
∑

m=−l

Ylm(Ω)Y ∗

lm(Ω′) =
2l + 1

4π
Pl(cos θ0) (14)

donde θ0 es el ángulo entre las direcciones determinadas
por Ω y Ω′, y queda definido por

cos(θ0) = n(Ω) · n(Ω′)

= cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′) (15)

con n(Ω) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). La ec. (14) re-
fleja el hecho de que el primer miembro es un escalar que
depende sólo del ángulo θ0 entre Ω y Ω′. En tal caso,
eligiendo Ω = (θ, φ) = (0, 0), y dado que Ylm(0, 0) =

δm0Yl0(0, 0) =
√

2l+1
4π (pues Pm

l (1) = δm0), obtenemos

l
∑

m=−l

Ylm(0, 0)Ylm(Ω′) = Yl0(0, 0)Y
∗

l0(Ω
′) = 2l+1

4π Pl(cos θ
′)

lo cual conduce a (14) pues θ0 = θ′ si θ = 0. Asimismo,
(14) refleja el hecho de que como función de Ω, Pl(cos θ0)
es también autofunción de ∆Ω con autovalor −l(l+1), y

debe ser por lo tanto combinación lineal de las autofun-
ciones Ylm(Ω) con el mismo l:

Pl(cos θ0) =

l
∑

m=−l

cmYlm(Ω),

cm =

∫

s

Y ∗

lm(Ω)Pl(cos θ0)dΩ = 4π
2l+1Y

∗

lm(Ω′)

Debemos ahora evaluar la serie

∞
∑

l=0

(2l + 1)(
r

a
)lPl(cos θ0), r < a (16)

Para ello, recordemos la expansión

1

d(r, a, θ0)
=

∞
∑

l=0

rl

al+1
Pl(cos θ0), r < a (17)

d(r, a, θ0) = (a2 + r2 − 2ar cos θ0)
1/2 (18)

que puede obtenerse reconociendo que el primer miembro
es una función armónica tridimensional de r, θ0 para r <

a y que por lo tanto debe ser de la forma
∞
∑

l=0

clr
lPl(cos θ0).

Para θ0 = 0, d−1(r, a, 0) = (a − r)−1 = a−1
∑

∞

l=0(r/a)
l,

por lo que cl = 1/al+1. Derivando ahora (17) respecto
de r obtenemos

∞
∑

l=0

l
rl

al+1
Pl(cos θ0) = r

∂

∂r

∞
∑

l=0

rl

al+1
Pl(cos θ0)

=
−r(r−a cos θ0)

(a2+r2−2ar cos θ0)3/2

Por lo tanto,

∞
∑

l=0

(2l+1)(
r

a
)lPl(cos θ0) =

a2 − r2

(a2 + r2 − 2ar cos θ0)3/2

(19)
Utilizando (13), (14), (19) obtenemos finalmente la
solución de Poisson para el interior de la esfera,

u(r,Ω) =
a(a2−r2)

4π

∫

s

f(Ω′)dΩ′

d3(r, a, θ0)
, r < a (20)

donde θ0 está determinado por (15) y d(r, a, θ0), dado
por (18), es la distancia entre el punto r de coordenadas
polares (r,Ω) situado en el interior de la esfera y el
punto r

′ = (a,Ω′) de la superficie (recordar el dibujo en
clase). Si Ω = (θ, φ) = (0, 0) ⇒ θ0 = θ′.

Comentarios:
1) Nuevamente, en el centro de la esfera (r = 0), el valor
de u es el promedio de sus valores en la superficie, pues
en este caso d = a y entonces

u(0) =
1

4π

∫

s

f(Ω′)dΩ′ = 〈f〉
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El valor de una función armónica u en un punto es pues
el promedio de los valores en cualquier superficie esférica
con centro en ese punto, contenida en la región R donde
u está definida, y por lo tanto en cualquier esfera con
centro en el punto. No puede pues poseer extremos en el
interior de R.
2) Problema exterior: Consideremos el problema de

determinar u armónica en el exterior de la esfera (r > a),
concociendo sus valores en la superficie, u(a,Ω). A partir
de (10) vemos que si u es armónica, entonces

v(r,Ω) =
a

r
u(

a2

r
,Ω)

=
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

[alm
a2l+1

rl+1
+ blm

rl

a2l+1
]Ylm(Ω)

es también armónica pues es de la forma (10), y satisface
v(a,Ω) = u(a,Ω). Además, si u está definida para r < a
⇒ v estará definida para r > a. Por lo, tanto, la solución
para el exterior de la esfera es

v(r,Ω) =
a

r
u(

a2

r
,Ω) =

a(r2 − a2)

4π

∫

s

f(Ω′)dΩ′

d3(r, a, θ0)
, r > a

3) La solución (20) puede escribirse como

u(r,Ω) =

∫

s

K(r, a, θ0)f(Ω)dΩ

K(r, a, θ0) =
a(a2−r2)

4πd3(r, a, θ0)
(21)

donde K(r, a, θ0) es la solución para f(Ω) = δ(Ω−Ω′) ≡
δ(θ − θ′)δ(φ − φ′)/ sin(θ). Puede comprobarse que K es
armónica y satisface lim

r→a−

K(r, a, θ0) = δ(Ω− Ω′).

1.4 Armónicos rectangulares

Consideremos ahora la ec. de Laplace ∆u = 0 en el
interior de un rectángulo 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. Estudi-
aremos el problema de Dirichlet correspondiente, o sea,
la determinación de u a partir de sus valores en el borde
del rectángulo,

u(x, b) = f1(x), u(x, 0) = f2(x), u(a, y) = f3(y), u(0, y) = f4(y)

Debido a la linealidad de la ecuación y el consiguiente
principio de superposición, podemos escribir la solución
en la forma

u = u1 + u2 + u3 + u4

donde u1 es la solución para f2 = f3 = f4 = 0 y, en
general, ui aquella para fj = 0 si j 6= i.
Consideremos por ejemplo u1. Planteando una

solución del tipo

u1(x) = X(x)Y (y)

tenemos ∆u1 = X ′′Y +XY ′′ = 0, o sea, X ′′/X+Y ′′/Y =
0, obteniéndose las ecuaciones

X ′′ = −k2X, Y ′′ = k2Y

con k constante. Las soluciones son de la forma

X(x) = A cos(kx)+B sin(kx), Y (y) = C cosh(ky)+D sinh(ky)

para k 6= 0 yX(x) = A+Bx, Y (y) = C+DY para k = 0.
Como u1(0, y) = u1(a, y) = 0⇒X(0) = X(a) = 0, lo que
implica k = nπ/a (real), con n = 1, 2, . . .. La condición
u1(x, 0) = 0 implica además C = 0. Por lo tanto,

X(x)Y (y) = A sin(knx) sinh(kny), kn = nπ/a

y la solución general para u1 es

u1(x, y) =

∞
∑

n=1

An sin(knx) sinh(kny)

La condición de contorno

u1(x, b) = f1(x) =
∞
∑

n=1

An sin(knx) sinh(knb)

determina los coeficientes An,

An =
2

a sinh(knb)

∫ a

0

f1(x) sin(knx)dx

La solución final puede pues escribirse como

u1(x, y) =

∫ a

0

[
2

a

∞
∑

n=1

sin(knx) sin(knx
′)
sinh(kny)

sinh(knb)
]f1(x

′)dx′

(22)
En forma análoga se procede para los demás casos. Por
ejemplo, u2(x, y) será de la forma

u2(x, y) =
∞
∑

n=1

Cn sin(knx) sinh[kn(b− y)]

Se dejan como ejercicio los demás casos y detalles, aśı
como el problema de Neumann correspondiente.
Consideremos ahora el caso en que a → ∞, es decir,

la franja x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ b. Consideremos las condiciones
de contorno

u(x, 0) = u(x, b) = 0, u(0, y) = f(y)

Planteando una solución de la forma u(x, y) = X(x)Y (y),
tenemos

X ′′ = k2X, Y ′′ = −k2Y

cuyas soluciones conviene escribirlas como

X(x) = Aekx +Be−kx, Y (y) = C cos(ky) +D sin(ky)
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La condición u(x, 0) = u(x, b) = 0 implica Y (0) = Y (b) =
0, y por lo tanto C = 0, con k = nπ/b, real, n = 1, 2, . . ..
Si exigimos que u permanezca acotada para x → ∞ ⇒
A = 0. Por lo tanto,

X(x)Y (y) = Be−knx sin(kny), kn = nπ/b

y la solución general es

u(x, y) =

∞
∑

n=1

Ane
−knx sin(kny) (23)

La condición de contorno

u(0, y) = f(y) =
∞
∑

n=1

An sin(kny)

determina los coeficientes An:

An =
2

b

∫ b

0

f(y) sin(kny)dy

La solución final puede escribirse como

u(x, y) =
2

b

∫ b

0

[

∞
∑

n=1

e−knx sin(kny) sin(kny
′)]f(y′)dy′

La serie puede en este caso evaluarse fácilmente como
suma de series geométricas, escribiendo sin(kny) =
(eikny − e−ikny)/(2i) y recordando que

∞
∑

n=0

e−kn(x+iy) =
∞
∑

n=0

(e−k(x+iy))n =
1

1− e−k(x+iy)
, k = π/b

El resultado final es

∞
∑

n=1

e−knx sin(kny) sin(kny
′) =

2e−kx(1− e−2kx) sin(ky) sin(ky′)

(1+e−2kx−2e−kx cos k(y+y′))(1+e−2kx−2e−kx cos k(y−y′))

El integrando decrece exponencialmente con x (recordar
dibujo). Los factores en el denominador son la distan-
cia al cuadrado entre los puntos de coordenadas polares
(e−kx, ky) y (1,±ky′) (ver sección de variable compleja).

1.5 Problema del semiplano

Consideremos ahora el semiplano y ≥ 0, x ∈ ℜ. Re-
solveremos la ec. ∆u = 0 conociendo los valores de u en el
eje x, u(x, 0) = f(x). Planteando nuevamente separación
de variables, u(x, y) = X(x)Y (y), tenemos

X ′′ = −k2X, Y ′′ = k2Y

con k constante, cuyas soluciones escribimos ahora en la
forma

X(x) = Aeikx+Be−ikx, Y (y) = Ae−ky+Beky, k ∈ ℜ

Si queremos que u permanezca acotada para y → ∞ ⇒
A = 0 si k < 0 y B = 0 si k > 0, los que podemos resumir
como Y (y) = Ce−|k|y. Por lo tanto,

X(x)Y (y) = Ceikxe−|k|y

y la solución general (ahora k es un ı́ndice continuo) es

u(x, y) =

∫

∞

−∞

A(k)eikxe−|k|ydk (24)

donde la integral denota valor principal. La condición de
contorno

u(x, 0) = f(x) =

∫

∞

−∞

A(k)eikxdk

determina ahora la función A(k), que no es otra cosa que
la transformada de Fourier de f(x) dividida por

√
2π.

Recordando las fórmulas de inversión obtenemos

A(k) =
1

2π

∫

∞

−∞

f(x)e−ikxdx

Insertando esta expresión en (24) obtenemos

u(x, y) =

∫

∞

−∞

K(x− x′, y)f(x′)dx′

con

K(x, y) =
1

2π

∫

∞

−∞

eikx−|k|ydk =
1

π
Re

∫

∞

0

e−k[y−ix]dk

=
1

2π
Re[

1

y − ix
] =

1

π

y

x2 + y2

Obtenemos finalmente

u(x, y) =
y

π

∫

∞

−∞

f(x′)dx′

(x− x′)2 + y2
(25)

El denominador es nuevamente la distancia al cuadrado
del punto (x, y) al punto (x′, 0) del borde. Notemos que

lim
y→0+

K(x, y) = δ(x)

En efecto, K(x, y) > 0 si y > 0, con lim
y→0+

K(x, y) = 0 si

x 6= 0 y lim
y→0+

K(0, y) = ∞. Además,

∫

∞

−∞

K(x, y)dx =
1

π

∫

∞

−∞

ydx

x2 + y2
=

1

π
arctan(

x

y
)

∣

∣

∣

∣

∞

−∞

= 1

El resultado (25) puede obtenerse también directamente
de la solución de Poisson para el interior del ćırculo,
considerando un radio a muy grande y un punto (x, y)
prox́imo a la superficie (con y medido desde el borde del
ćırculo, recordar el dibujo), en el ĺımite a ≫ a − r = y.
En tal caso, d2(r, a, θ) → (x − x′)2 + y2, a2 − r2 =
(a+ r)(a− r) → 2ay y adθ → dx′, por lo que

a2 − r2

2π

∫ 2π

0

g(θ)dθ

d2(r, a, θ)
→ y

π

∫

∞

−∞

f(x′)dx′

(x− x′)2 + y2

con f(x′) = g(x′/a).
El resultado (25) puede obtenerse también por función

de Green y por métodos de variable compleja (ver
próximas secciones).
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1.6 Armónicos rectangulares en 3 o más dimensiones

En forma completamente análoga puede tratarse la
ecuación ∆u = 0 en regiones del tipo 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c, etc., en 3 o más dimensiones.
Consideremos por ej. las condiciones de contorno

u(0, y, z) = u(a, y, z) = 0, u(x, 0, z) = u(x, b, z) = 0

u(x, y, 0) = 0, u(x, y, c) = f(x, y)

Planteando una solución del tipo u(x, y, z) =
X(x)Y (y)Z(z), obtenemos X ′′Y Z+Y ′′XZ+Z ′′XY = 0
y por lo tanto, dividiendo por XY Z,

X ′′/X + Y ′′/Y + Z ′′/Z = 0

de donde

X ′′ = −k2xX, Y ′′ = −k2yY, Z ′′ = (k2x + k2y)Z

con kx, ky constantes. Las soluciones son de la forma

X(x) = A cos(kxx)+B sin(kxx), Y (y) = C cos(kyy)+D sin(kyy),

Z(z) = E cosh(kzz) + F sinh(kzz), kz =
√

k2x + k2y

Para las presentes condiciones de contorno, A = C =
E = 0, por lo que la solución producto es de la forma
sin(kx) sin(ky) sinh(kzz), con kx = nπ/a, ky = mπ/b y
n,m naturales > 0. La solución general es pues

u(x, y, z) =
∑

n,m

Anm sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

b
y) sinh(knmz)

con knm = π
√

n2

a2 + m2

b2
. La condición de contorno

u(x, y, c) = f(x, y) =
∑

n,n

Anm sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
y) sinh(knmc)

determina los coeficientes Anm por medio del desarrollo
bidimensional en serie de medio rango de senos:

Anm =
2

a

2

b

1

sinh(knmc)

∫ a

0

dx

∫ b

0

dyf(x, y) sin(
nπ

a
x) sin(

mπ

a
y)

La solución para condiciones de contorno no nulas en c/u
de los lados se resuelve por superposición (de 6 soluciones
en 3 dimensiones).

1.7 Armónicos ciĺındricos

Consideremos ahora la ec. ∆u = 0 en el interior de un
cilindro de radio a y altura b, o sea 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π,
0 ≤ z ≤ b. En coordenadas ciĺındricas,

∆ = ∆(r,θ) +
∂2

∂z2

con ∆(r,θ) dado por (1). Planteando una solución del tipo
u = v(r, θ)Z(z) obtenemos las ecuaciones

Z ′′ = k2Z, ∆(r,θ) v = −k2v

La solución de la primera ecuación es

Z(z) = E cosh(kz) + F sinh(kz)

Escribiendo v = R(r)Θ(θ), la segunda ecuación implica

Θ′′ = −n2Θ, R′′ +
R′

r
+ (k2 − n2

r2
)R = 0

cuyas soluciones generales son

Θ(θ) = Aeinθ +Be−inθ, R(r) = CJn(kr) +DYn(kr)

donde Jn, Yn son las funciones de Bessel de primera y
segunda especie (recordar clase respectiva). En el pre-
sente caso, la condición de R acotado para r → 0 implica
D = 0, mientras que la de Θ monovaluada, n entero.

Consideremos por ejemplo u = 0 en el borde lateral
(u(a, θ, z) = 0) e inferior (u(r, θ, 0) = 0), con u(r, θ, b) =
f(r, θ). Esto implica k = knm/a, con knm los ceros de
Jn (Jn(knm) = 0) y E = 0. Recordando que para n
entero, J−n(x) = (−1)nJn(x), la solución general puede
pues escribirse como

u(r, θ, z) =

∞
∑

n=−∞

∞
∑

m=1

AnmJn(knmr/a)einθ sinh(knmz/a)

Para z = b, esto conduce al desarrollo de Fourier-Bessel
de u(r, θ, b) = f(r, θ). Recordando que

∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(knm
r
a
)Jn′(kn′m′

r
a
)eiθ(n−n′)rdrdθ

= δnn′δmm′πa2J ′

n(knm)2 (26)

obtenemos

Anm =

∫ a

0

∫ 2π

0
f(r, θ)Jn(knmr/a)e−inθrdrdθ

πa2J ′

n(knm)2 sinh(knmb/a)

En forma análoga se resuelve el caso con dato en la
base. En cambio, si el dato es u(a, θ, z) = f(θ, z), con
u(r, θ, 0) = u(r, θ, b) = 0, tenemos k = imπ/b, con m
entero, y debemos plantear una solución de la forma

u(r, θ, z) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=−∞

AnmIn(mπr/b)einθ sin(mπz/b)

donde In(x) = (−i)nJn(ix) es la función de Bessel mo-
dificada de primera especie. Se obtiene un desarrollo en
serie de Fourier bidimensional para u(a, θ, z) = f(θ, z),
dejándose los detalles como ejercicio.
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2. METODOS DE VARIABLE COMPLEJA PARA

PROBLEMAS BIDIMENSIONALES

En el caso de dos dimensiones, toda función u(x, y)
armónica en una región R es la parte real o imaginaria
de una función anaĺıtica en R:

u(x, y) = Re[f(z)], z = x+ iy

Recordemos que f(z) es anaĺıtica si f ′(z) =

lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)
∆z

es independiente de la dirección de

∆z. En tal caso, fx(z) = f ′(z), fy(z) = f ′(z)i, lo que
implica ∆f = fxx(z) + fyy(z) = f ′′(z) − f ′′(z) = 0. Es-
cribiendo

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

con u y v reales, tanto u como v son entonces armónicas.
La identidad f ′(z) = fx(z) = −ify(z) conduce a las
condiciones de Cauchy-Riemann, ux = vy, uy = −vx
de las que se desprende nuevamente que uxx + uyy = 0.

Si por ej. u(x, y) representa una temperatura, las cur-
vas u(x, y) = c son las isotermas mientras que las cur-
vas v(x, y) = c′ son las correspondientes ĺıneas de flujo,
ya que los gradientes de u y v son perpendiculares:
(ux, uy) · (vx, vy) = (ux, uy) · (−uy, ux) = 0.
Por ejemplo, la parte real e imaginaria de zk =

rk(cos kθ+i sin kθ) y ln z = ln r+iθ son los armónicos cir-
culares, mientras que las de ekz = ekx(cos ky + i sin ky),
eikz = e−ky(cos kx + i sin kx), son armónicos rectangu-
lares. Por ejemplo, en el caso del rectángulo,

sin(kx) sinh(ky) = −Im[cos(kz)] = − 1
2 Im(eikz + e−ikz)

Sabemos que si f es anaĺıtica en una región R y C es una
curva cerrada contenida en R,

∮

C

f(z)dz = 0

Además, f(z) puede escribirse como la integral

f(z) =
1

2πi

∮

C

f(z′)

z′ − z
dz′ (27)

donde C es cualquier curva cerrada que circunda a z,
dentro de la región R donde f es anaĺıtica. De esta forma,
para z ∈ R, f(z) queda completamente determinada por
los valores que toma f en C.

2.1 Solución de Poisson para el interior del ćırculo:

La solución de Poisson (6) puede también obtenerse a
partir de (27). Si C es un ćırculo de radio a ⇒ z′ = aeiθ

′

,
con dz′ = iz′dθ′ y

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z′)z′

z′ − z
dθ′, z′ = aeiθ

′

, |z| < a (28)

Para obtener (6) es necesario sin embargo expresar la
parte real de f(z) en términos de la parte real de f(z′).
Definiendo z1 = a2/z∗ = z′z′∗/z∗, tenemos |z1| > a si
|z| < a y entonces, para el mismo ćırculo C,

0 =
1

2πi

∮

C

f(z′)

z′ − z1
dz′ =

1

2π

∫ 2π

0

f(z′)z∗

z∗ − z′∗
dθ′ (29)

Restando (29) de (28) obtenemos

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z′)
|z′|2 − |z|2
|z′ − z|2 dθ′ =

a2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(aeiθ
′

)dθ′

d2(a, r, θ − θ′)

donde z = reiθ y d2(a, r, θ − θ′) = |z′ − z|2. La parte
real (o imaginaria) de esta expresión nos da la fórmula
de Poisson (6). Notemos que

a2 − r2

d2(a, r, θ − θ′)
=

|z′|2 − |z|2
|z′ − z|2 = Re[

z′ + z

z′ − z
] (30)

2.2 Transformaciones conformes

Recordemos que la transformación

w = f(z) = u+ iv, f ′(z) 6= 0

con f(z) anaĺıtica, mapea una región R del plano z en
una región S del plano w. La transformación se dice que
es conforme pues conserva los ańgulos entre curvas: para
una curva z(t), que se transforma en la curva w(t) =
f(z(t)), tenemos

dw

dt
= f ′(z)

dz

dt

y por lo tanto, arg dw
dt

= arg[f ′(z)] + arg[dz
dt
], lo que rep-

resenta una traslación de los argumentos en arg[f ′(z)]
(asumiendo que f ′(z) 6= 0). No obstante, como |dw| =
|f ′(z)||dz|, las distancias se dilatan localmente en |f ′(z)|.

Si g(w) es anaĺıtica en S ⇒ g(f(z)) será anaĺıtica en R.
Por lo tanto, Re[g(f(z))] será una función armónica en
R. Esto indica que una vez conocida la solución armónica
Re[g(w)] en S, podemos hallar la solución en R mediante
una transformación conforme.
Por ejemplo, la transformación

w = ez = ex(cos y + i sin y)

mapea el rectángulo 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b en el sector
circular 1 ≤ r ≤ ea, 0 ≤ θ ≤ b. En esta región hemos
visto que los armónicos son de la forma wk = rk(cos kθ+
i sin kθ) para k 6= 0. Los armónicos rectangulares son
pues la parte real e imaginaria de

(ez)k = ekz = ekx(cos ky + i sin ky),

donde k puede ser real o complejo, resultado que hemos
obtenido por separación de variables (además, lnw =
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ln r+ iθ y 1
2 Im(lnw)2 = θ ln r (armónicos circulares para

k = 0) se transforman en ln ez = z = x+ iy, y 1
2 Im[z2] =

xy, que son los armónicos rectangulares para k = 0).
Como ejemplo espećıfico, la transformación

w = e−αz/b = e−αx/b[cos(αy/b)− i sin(αy/b)]

mapea la franja semi-infinita x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ b en el sector
circular 0 ≤ r ≤ 1, −α ≤ θ ≤ 0, donde la solución general
acotada está dada por (3) con Bn = 0. La solución en la
franja se obtiene pues reemplazando

r = |e−αz/b| = e−αx/b, θ = arg(e−αz/b) = αy/b

en (3), con rnπ/α = e−nπx/b, lo que conduce inmediata-
mente a la solución (23).
Como segundo ejemplo, obtendremos la fórmula (25)

para la función armónica en el semiplano a partir de la
fórmula de Poisson (6), utilizando una transformación
conforme que mapee el semiplano superior en el interior
de un ćırculo de radio 1. Una tal transformación es

w =
z − i

z + i

En efecto, si z = x (y = 0) ⇒ |w| = |x−i
x+i

| = 1. Además,
(0, i) se transforma en (0, 0), de modo que es el semiplano
superior el que pasa al interior del ćırculo (recordemos
que los llamados mapeos lineales w = az+b

cz+d
con ad −

bc 6= 0 mapean rectas y ćırculos en rectas y ćırculos).
Tenemos, para z′ = (x′, 0),

Re[
w′ + w

w′ − w
] = Re[i

1 + zz′

z − z′
] =

y(1 + x′2)

|z′ − z|2

dθ′ =
dw′

iw′
=

2dz′

1 + z′2
=

2dx′

1 + x′2
(31)

con |z′ − z|2 = (x − x′)2 + y2. Por lo tanto, utilizando
(6), (30) y las expresiones anteriores,

g(w(z)) =
1

2π

∫ 2π

0

g(w′)Re[
w′ + w

w′ − w
]dθ′ =

y

π

∫

∞

−∞

g(w(x′))dx′

(x− x′)2 + y2

La parte real nos da el resultado (25) para u(x, y) =
Re[g(w(z))], con g(w(x′)) = u(x′, 0) = f(x′).

3. FUNCION DE GREEN DEL LAPLACIANO

Consideremos la ec. general inhomogénea

−∆u = f(r) (32)

en una cierta región R con borde S, con la condición de
contorno u(r) = 0 en el borde S. Sean uk(r), k = 1, 2, . . .,
las autofunciones normalizadas de ∆ en R con la anterior
condición de contorno, definidas por

−∆uk(r) = λkuk(r), uk(r) = 0 si r ∈ S (33)
∫

R

uk(r)u
∗

k′(r)dV = δkk′ (34)

donde el autovalor λk es real y positivo (asumiendo R
finito). Podemos expandir la solución u de (32) y la carga
o fuente f(r) en la forma

u(r) =
∑

k

ckuk(r), f(r) =
∑

k

fkuk(r)

con

ck =

∫

R

u∗

k(r)u(r)dV, fk =

∫

R

u∗

k(r)f(r)dV

Además, utilizando dos veces la identidad de Green,

∫

R

u∗

k∆udV =

∫

S

(u∗

k

∂u

∂n
− u

∂u∗

k

∂n
)dA+

∫

R

u∆u∗

kdV (35)

=

∫

S

(u∗

k

∂u

∂n
− u

∂u∗

k

∂n
)dA− λkck (36)

donde ∂
∂n

denota derivada normal.
La integral de área se anula si uk(r) = u(r) = 0 en S.

Multiplicando la ec. (32) por u∗

k(r) e integrando, obten-
emos entonces

λkck = fk (37)

de donde

ck = fk/λk

La solución puede pues expresarse como

u(r) =
∑

k

fkuk(r)

λk

=

∫

R

G(r, r′)f(r′)dV ′ (38)

donde

G(r, r′) =
∑

k

uk(r)u
∗

k(r
′)

λk

(39)

es la función de Green. Si f(r) = δ(r − r0) ⇒ u(r) =
G(r, r0), por lo que la función de Green queda definida
por la ecuación

−∆G(r, r′) = δ(r− r
′), G(r, r′) = 0 si r ∈ S (40)

con r, r′ ∈ R. G(r, r′) es pues el potencial electrostático
o temperatura en r originado por una carga o fuente pun-
tual en r

′, que se anula en el borde S (lo que corresponde
a un borde conectado a tierra para el potencial o man-
tenido a temperatura 0). Notemos que

G(r, r′) = G(r′, r)

(pues G es real) de modo que la temperatura en r debida
a una fuente en r

′ es igual a la temperatura en r
′ debida

a una fuente en r, independientemente de la forma de R
o de las simetŕıas geométricas particulares del problema.
Esto es consecuencia del caracter autoadjunto de ∆.
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Matemáticamente, G(r, r′) puede considerarse el
núcleo (kernel) en la base de coordenadas del operador
lineal integral G, el cual es el inverso del operador difer-
encial −∆. Escribiendo u(r) =

∫

R
δ(r − r

′)u(r′)dV ′, la
acción de ∆ sobre u puede expresarse como

∆u(r) =

∫

R

∆(r, r′)u(r′)dV ′, ∆(r, r′) = ∆δ(r− r
′)

Expandiendo en la base de autofunciones, δ(r − r
′) =

∑

k akuk(r), obtenemos ak =
∫

R
u∗

k(r)δ(r − r
′)dV =

u∗

k(r
′) y por lo tanto,

δ(r− r
′) =

∑

k

uk(r)u
∗

k(r
′)

∆(r, r′) = −
∑

k

λkuk(r)u
∗

k(r
′) (41)

en concordancia con la expansión (39). En la base de
autofunciones, ∆ y G quedan pues representados por
“matrices” diagonales de elementos ∆kk′ = −λkδkk′ ,
Gkk′ = 1

λk
δkk′ , mientras que δ queda representado por

la matriz identidad (de elementos δkk′). De esta forma,
G = ∆−1. En esta base, u y f quedan representado por
vectores columna de elementos uk, fk, y la ec. diferencial
(32) por la ec. matricial

∑

k′ ∆kk′ck′ = fk, que conduce
a la ec. (37).
Mediante la función de Green es posible también re-

solver la ec. de Laplace conociendo los valores de u en el
borde,

∆u = 0, u(r) = g(r) si r ∈ S (42)

Multiplicando nuevamente la ec. anterior por u∗

k(r) e in-
tegrando, obtenemos, utilizando (36),

∫

R

u∗

k∆udV = −
∫

S

g(r)
∂u∗

k

∂n
dA− λkck = 0

de donde

ck = − 1

λk

∫

S

g(r)
∂u∗

k

∂n
dA

La solución puede pues expresarse como

u(r) = −
∫

S

∂G(r, r′)

∂n′
g(r′)dA′

con

∂G(r, r′)

∂n′
=

∑

k

1

λk

uk(r)
∂u∗

k(r
′)

∂n′

la derivada normal (respecto de r
′) de la función de

Green. La solución formal al problema general

−∆u = f(r), u(r) = g(r) si r ∈ S

es entonces

u(r) =

∫

R

G(r, r′)f(r′)dV ′ −
∫

S

∂G(r, r′)

∂n′
g(r′)dA′

Las mismas expresiones rigen si reemplazamos ∆ por un
operador L = −∆+ q(r), con q derivable en R, siempre
y cuando L no poseea autovalores nulos (lo cual queda
garantizado si q(r) > 0 en R). En tal caso uk(r) son las
autofunciones de L. Véase también Apéndice I.
Como ejemplo directo de la expansión en autofunciones

(39), la función de Green para el rectángulo 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b es

G(r, r′) =
4

ab

∞
∑

n=1

∞
∑

m=1

sin(knx) sin(knx
′) sin(lmy) sin(lmy′)

k2n + l2m

=
2

a

∞
∑

n=1

sin(knx) sin(knx
′) sinh(kny) sinh[kn(b− y′)]

kn sinh(knb)

donde r = (x, y), r′ = (x′, y′), kn = nπ/a, lm = mπ/b,
n,m = 1, 2, . . . y la última expresión es válida para
y < y′. Hemos utilizado los métodos dados en el apéndice
para evaluar la suma sobre m. Reobtenemos aśı el resul-
tado (22) para el problema del rectángulo.

3.1 Funciones de Green en 3 y 2 dimensiones

Consideremos ahora el espacio completo tridimen-
sional. Las autofunciones normalizadas de ∆ son

uk(r) =
eik·r

(2π)3/2

con k · r = kxx+ kyy + kzz y satisfacen

−∆uk(r) = k2uk(r), k2 = |k|2 = k2x + k2y + k2z
∫

uk(r)u
∗

k′(r)d3k =
1

(2π)3

∫

eir·(k−k
′)d3k = δ(k− k

′)

donde la integral denota valor principal sobre todo el
espacio, d3k = dkxdkydkz y

δ(k− k
′) = δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′)

La función de Green es por lo tanto

G(r, r′) =
1

(2π)3

∫

eik·(r−r
′)

|k|2 d3k

=
1

(2π)2

∫

∞

0

k2dk

∫ π

0

eikr cos(θ)

k2
sin θdθ

=
2

(2π)2

∫

∞

0

sin(kr)

kr
dk =

1

4πr
(43)

donde r = |r−r
′|, k ·(r−r

′) = kr cos θ y hemos utilizado
el resultado (deducido al introducir transf. de Fourier)

∫

∞

0

sin(x)

x
dx =

π

2

El resultado (43) puede obtenerse en forma más simple
y f́ısica a partir del teorema de Gauss (o sea, la identi-
dad de Green (35) para uk = 1). Obviamente, debido a
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la invariancia traslacional y rotacional de ∆, en el espa-
cio completo G(r, r′) será una función únicamente de la
distancia |r− r

′| , es decir,

G(r, r′) = G(|r− r
′|)

Considerando ahora una esfera R centrada en el origen
de radio r > 0 arbitrario, a partir de −∆G = δ(r) obten-
emos, dado que

∫

R
δ(r)dV = 1,

−
∫

R

∆GdV = −
∫

S

∂G

∂n
dA = −G′(r)4πr2 = 1

de donde G′(r) = −1/(4πr2) y

G(r) =
1

4πr

donde hemos impuesto la condición de contorno
lim
r→∞

G(r) = 0. Notemos que 1
r

es la única función

armónica en 3 dimensiones independiente de Ω (además
de la constante), de modo que necesariamente G(r) ∝
r−1 para r > 0 dado que ∆G(r) = 0 si r > 0.

En dos dimensiones, procediendo de la misma manera
obtenemos −G′(r)2πr = 1, de donde G′(r) = − 1

2πr y

G(r)−G(r0) = − ln(r/r0)

2π
, r > 0

Recordemos que en 2 dimensiones, ln r es la única función
armónica (además de una constante) independiente de θ.
No es entonces posible satisfacer la condición G(r) < ∞
(y por lo tanto G(r) → 0) para r → ∞. Lo mismo
ocurre en una dimension, donde, a partir de −G′(r)2 = 1
obtenemos G(r)−G(r0) = − 1

2 (r− r0) (o sea, G(x, x′) =
− 1

2 |x− x′|+ c).
Generalización a n ≥ 3 dimensiones: Utilizando el

teorema de Gauss en la forma anterior para una hipers-
fera R centrada en el origen, obtenemos −

∫

R
∆GdVn =

−
∫

S
∂G
∂n

dVn−1 = −G′(r)αnr
n−1 = 1, donde

αn = 2πn/2/Γ(n/2)

es el área de la superficie de la hiperesfera de radio 1
(α2 = 2π, α3 = 4π, α4 = 2π2). Por lo tanto, imponiendo
lim
r→∞

G(r) = 0 se obtiene

G(r) =
1

αn(n− 2)rn−2
, n > 2

3.2 Función de Green para el semiplano

En general, la función de Green para una región R
puede obtenerse sumando a la función de Green para el
espacio completo una función u armónica en R (∆u = 0
en R) tal que la suma satisfaga la condición de contorno
G(r, r′) = 0 si r ∈ S. Por su puesto, u no tiene por que
ser armónica fuera de R.

Coonsideremos por ejemplo el semiplano y > 0 en
dos dimensiones. La función de Green G(r, r′), con
r = (x, y), r′ = (x′, y′), y y, y′ > 0 debe anularse sobre el
eje x (y = 0). Esto puede lograrse mediante el método
de las imagenes, colocando, además de la fuente puntual
en (x′, y′) con “carga” 1, otra (virtual) en = (x′,−y′) con
carga -1. Aśı,

G(r, r′) = − 1

2π
[ln d+ − ln d−] = − 1

2π
ln

d+
d−

(44)

d2
±

= (x− x′)2 + (y ∓ y′)2 (45)

Si y = 0, d+ = d− y G(r, r′) = 0. Ahora G(r, r′) no es
más una función de |r−r

′| = d+ únicamente, ya que la
región no es invariante ante traslaciones sobre el eje y.
La derivada normal en y′ = 0 es

− ∂G(r, r′)

∂y′

∣

∣

∣

∣

y′=0

=
−1

π

y

d2
, d2 = (x− x′)2 + y2

con d la distancia de r al punto r
′ = (x′, 0) sobre el

eje x. La solución de la ec. ∆u = 0 para y > 0, con
u(x, 0) = f(x) es pues

u(x, y) =

∫

∞

−∞

∂G(r, r′)

∂y′

∣

∣

∣

∣

y′=0

f(x′)dx′ =
y

π

∫

∞

−∞

f(x′)dx′

(x− x′)2 + y2

que coincide con el resultado (25) obtenido por sepa-
ración de variables.
La ventaja de este método es que puede aplicarse di-

rectamente en 3 o más dimensiones. Para la región z > 0
en 3 dimensiones, obtenemos, de la misma manera,

G(r, r′) =
1

4π
[
1

d+
− 1

d−
], (46)

d2
±

= (x− x′)2 + (y − y′)2 + (z ∓ z′)2

la cual se anula en z′ = 0, y

∂G(r, r′)

∂z′

∣

∣

∣

∣

z′=0

=
1

2π

z

d3
, d2 = (x− x′)2 + (y − y′)2 + z2

siendo d la distancia de r = (x, y, z) a r
′ = (x′, y′, 0). La

solución de la ec. ∆u = 0 para z > 0, con u(x, y, 0) =
f(x, y) es

u(x, y, z) =
z

2π

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

f(x′, y′)dx′dy′

[(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2]3/2

En n dimensiones, procediendo en forma análoga se ob-
tiene ∂G

∂x′

n
|x′

n=0 = 2
αn

xn

dn , con d la distancia de r al punto

r
′ sobre el eje xn = 0.
El resultado (46) puede también obtenerse mediante la

expansión (39) en las autofunciones

uk(x, y, z) =
eikxx

√
2π

eikyy

√
2π

√

2

π
sin(kzz)
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lo que da lugar a la representación integral

G(r, r′) =

1

2π3

∫

∞

−∞

dkx

∫

∞

−∞

dky

∫

∞

0

dkz
ei(kx(x−x′)+ky(y−y′)) sin(kzz) sin(kzz

′)

k2x + k2y + k2z

Se dejan los detalles como ejercicio.

3.3 Función de Green para el interior de la esfera y

ćırculo

La forma más rápida de obtener la función de Green
en el ćırculo o esfera r < a es nuevamente utilizando el
método de las imágenes. Consideremos primero el caso
de la esfera. Colocando una carga +1 en r

′, con |r′| =
r′ < a, y una carga virtual − a

r′
en r

′′ = a2

r′2
r
′, con |r′′| =

r′′ = a2

r′
> a, obtenemos

G(r, r′) =
1

4π
[
1

d
− a

r′
1

d′
] (47)

donde d, d′ son las distancias de r a r
′ y r

′′:

d2 = r2 + r′2 − 2rr′ cos θ0, d
′2 = r2 + r′′

2 − 2rr′′ cos θ0

con r = |r| y θ0 el ángulo entre r y r
′. De esta forma,

si r está en el borde de la esfera, r = a, y los triángulos
(0, r′, r) y (0, r, r′′) son semejantes (pues tienen un ángulo
en común y r′/a = a/r′′; recordar dibujo hecho en clase),
por lo que d/d′ = r′/a y G(r, r′) = 0. Si r′ → 0, d → r y
d′ → ∞, con r′d′ → a2, obteniéndose

G(r, 0) =
1

4π
(
1

r
− 1

a
) (48)

Analogamente, en el caso del ćırculo,

G(r, r′) =
−1

2π
[ln d− ln

d′r′

a
] = − 1

2π
ln

da

d′r′
(49)

Si r′ → 0,

G(r,0) = − 1

2π
ln(r/a) (50)

En ambos casos, G(r, r′) es de la forma f(d)− f(d′r′/a).
Evaluemos ahora la derivada normal en r′ = a (en cuyo

caso d = d′, y r′ = r′′ = a). Obtenemos

∂G(r, r′)

∂r′

∣

∣

∣

∣

r′=a

= f ′(d)[
∂d

∂r′
− r′

a

∂d′

∂r′
− d

a
]

= f ′(d)
2a2 − d2 − 2ar cos θ

da
= f ′(d)

a2 − r2

da
(51)

donde ∂d
∂r′

|r′=a = −∂d′

∂r′
|r′=a = (a− r cos θ0)/d.

En el caso de la esfera, f ′(d) = −1/(4πd2) y la solución
al problema ∆u = 0 para r < a, con u(a,Ω) = f(Ω) es,
reemplazando dA = a2dΩ′,

u(r,Ω) = −
∫

S

∂G

∂r′
f(Ω′)dA =

a(a2 − r2)

4π

∫

S

f(Ω′)dΩ′

d3(a, r, θ0)

con θ0 dado por (15). Volvemos a obtener la solución
(20) obtenida por separación de variables.
Para el ćırculo, f ′(d) = −1/(2πd) y la solución al prob-

lema ∆u = 0 para r < a, con u(a, θ) = f(θ) es, reem-
plazando dA = adθ′,

u(r, θ) = −
∫

S

∂G

∂r′
f(θ′)dA =

a2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(θ′)dθ′

d2(a, r, θ0)

con θ0 = θ − θ′, que coincide con (6). El caso n dimen-
sional se trata en forma similar.
En el caso bidimensional, la función de Green para una

región R arbitraria puede hallarse mediante una transfor-
mación conforme w = f(z) que mapee R en el interior
del ćırculo unidad. Más aún, si se mapea z′ en el ori-
gen, utilizando (50) vemos que la función de Green será
directamente

G(z, z′) = − 1

2π
ln |w|

Por ejemplo, (49) puede obtenerse de (50) mediante la
transformación conforme

w = a
z − z′

zz′∗ − a2
, |z′| < a

que mapea z′ a 0 y el ćırculo |z| < a en el ćırculo |w| < 1

(si z = aeiθ, |w| = | aeiθ−z′

z′∗eiθ−a
| = 1). En efecto,

|w| = a|z − z′|
|z′∗||z − a2/z′∗| =

ad

r′d′

donde d = |z − z′|, d′ = |z − a2/z′∗|, r′ = |z′|.

3.4 Función de Green para el problema de Neumann

Consideremos ahora el problema

−∆u = f(r),
∂u

∂n
= g(r) si r ∈ S (52)

F́ısicamente, es la ecuación que determina la temperatura
estacionaria en una región R cuando existe un flujo deter-
minado de calor a traves de la superficie S, y fuentes in-
ternas de calor representadas por f(r). Obviamente, para
que exista solución estacionaria, es necesario que el flujo
total de calor a través de S sea igual (y opuesto) al pro-
porcionado por f en todo el volumen. Matemáticamente,
esto es consecuencia de la aplicación de la identidad de
Green,

∫

S

g(r)dA =

∫

S

∂u

∂n
dA =

∫

R

∆udV = −
∫

R

f(r)dV

(53)
Esto es una condición necesaria para la existencia de
solución. Por otro lado, es claro que la solución, si existe,
no es única, pues puede sumarse una constante arbitraria:
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Si u(r) es solución ⇒ u(r) + c es también solución. La
constante c es de hecho una autofunción de ∆ para el
problema de Neumann homogéneo, con autovalor 0:

−∆uk(r) = λkuk(r),
∂uk

∂n
= 0 si r ∈ S (54)

El autovalor mas bajo es λ0 = 0 y corresponde a la aut-
ofunción normalizada u0(r) = 1/

√
V , donde V =

∫

R
dV

es el volumen de R. Por ortogonalidad con u0, el resto
de las autofunciones tendrá valor medio nulo:

1

V

∫

R

uk(r)dV = 0, k 6= 0

Consideremos primero el caso g(r) = 0 (o sea, ∂u
∂n

= 0
en S), que corresponde a un borde térmicamente ais-
lante. La condición necesaria de existencia de solución
estacionaria es que el calor total suministrado en el inte-
rior sea 0:

∫

R

f(r)dV = 0 (55)

En tal caso, podemos escribir u(r) =
∑

k λkckuk(r),
f(r) =

∑

k fkuk(r), con uk(r) las autofunciones deter-
minadas por (54) y

ck =

∫

R

u(r)u∗

k(r)dV, fk =

∫

R

f(r)u∗

k(r)dV

La condición (55) implica

f0 =

∫

R

f(r)u∗

0(r)dV =
1√
V

∫

R

f(r)dV = 0

Multiplicando la ec. (52) por u∗

k(r) y utilizando (36),
obtenemos

λkck = fk

Como λ0 = f0 = 0 y λk 6= 0 si k 6= 0, tenemos

ck = fk/λk, k > 0, c0 arbitrario

La solución puede por lo tanto escribirse como

u =

∫

R

N(r, r′)f(r′)dV + c

donde

N(r, r′) =
∑

k>0

uk(r)u
∗

k(r
′)

λk

es la función de Neumann, y c una constante arbitraria,
igual al valor medio 1

V

∫

R
u(r)dV .

N está definida por la ecuación

−∆N(r, r′) = δ(r− r
′)− 1

V
,

∂N(r, r′)

∂n
= 0, r ∈ S

donde hemos sustraido a la fuente puntual su valor medio:

1

V

∫

R

δ(r− r
′)dV =

1

V

de forma que
∫

V
[δ(r− r

′)− 1
V
]dV = 0. Notemos que

δ(r− r
′)− 1

V
= δ(r− r

′)− u0(r)u
∗

0(r
′) =

∑

k>0

uk(r)u
∗

k(r
′)

Resolvamos ahora el problema general (52). Utilizando
(36) obtenemos

λkck = fk + gk, gk =

∫

S

u∗

k(r)g(r)dA

donde la condición (53) implica

f0 + g0 = 0

Por lo tanto,

ck =
fk + gk

λk

, k > 0, c0 arbitrario

Obtenemos finalmente

u(r, r′) =

∫

V

N(r, r′)f(r′)dV +

∫

S

N(r, r′)g(r′)dA+ c

donde c = 1
V

∫

V
u(r)dV es una constante arbitraria.

Como ejemplo directo, en el caso de un rectángulo 0 ≤
x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b,

N(r, r′) =
2

ab

∑

n,m

αnm

cos(knx) cos(knx
′) cos(lmy) cos(lmy′)

k2n + l2m

donde kn = nπ/a, lm = mπ/b, con n,m = 0, 1, 2, . . ., y
αnm = 2 − δn0 − δm0 (o sea, α00 = 0, α0m = αn0 = 1,
αnm = 2 si n > 0, m > 0).
Se dejan otros casos como ejercicio.

APENDICE I: FUNCIÓN DE GREEN

Examinaremos aqúı la evaluación de algunos desarro-
llos en autofunciones de la función de Green obtenidos
de la expresión general (39). Hab́ıamos visto que en una
dimensión la función de Green del operador de Sturm
Liouville L[u] = −(p(x)u′)′ + q(x)u en el inervalo [0, a],
con la condición de contorno G(0, x′) = G(a, x′) = 0, es

G(x, x′) =

{

u1(x)u2(x
′)

w
, x < x′

u1(x
′)u2(x)
w

, x′ < x
w = −p(u1u

′

2 − u′

1u2)

donde L[u1] = L[u2] = 0, con u1(0) = u2(a) = 0, en cuyo
caso w es constante. Notemos que G(x, x′) = G(x′, x).
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Por ejemplo, la función de Green para el operador

L = − d2

dx2 en el intervalo [0, a] es

G(x, x′) =

{

x(a− x′)/a, 0 < x < x′ < a
x′(a− x)/a, 0 < x′ < x < a

(56)

Por otro lado, el desarrollo en autofunciones (39) conduce
a

G(x, x′) =
2

a

∞
∑

n=1

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)

(nπ/a)2

de modo que para 0 < x < x′ < a,

x(a− x′)

a
=

2a

π2

∞
∑

n=1

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)

n2
, (57)

lo que puede verificarse directamente efectuando el de-
sarrollo en serie de Fourier de (56).

Para el operador L = − d2

dx2 + k2 obtenemos

G(x, x′) =

{

sinh(kx) sinh(k(a−x′))
k sinh(ka) , 0 < x < x′ < a

sinh(kx′) sinh(k(a−x))
k sinh(ka) , 0 < x′ < x < a

(58)
mientras que el desarrollo (39) conduce a

G(x, x′) =
2

a

∞
∑

n=1

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)

k2 + (nπ/a)2

de modo que para 0 < x < x′ < a,

sinh(kx) sinh(k(a− x′))

k sinh(ka)
=

2

a

∞
∑

n=1

sin(nπx/a) sin(nπx′/a)

k2 + (nπ/a)2
,

lo que puede también verificarse mediante el desarrollo
en serie de Fourier de (58). Para k → 0,

sinh(kx) sinh(k(a− x′))

k sinh(ka)
→ kx(k(a− x′))

k2a
= x(a− x′)/a

recuperándose el resultado (57).

Para el ćırculo r < a, recordando el resultado (49)
obtenemos la identidad

G(r, r′) =
−1

2π
ln

da

d′r′

=
1

πa2

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Jn(knmr/a)Jn(knmr′/a)ein(θ−θ′)

k2nm(J ′

n(knm))2

donde knm son los ceros de la función de Bessel,
Jn(knm) = 0 y, en coordenadas polares, r = (r, θ),
r
′ = (r′, θ′), con d la distancia de r a r

′ y d′ la de r

a r
′′ = a2

r′2
r
′.

Solución General

La solución del problema general de Dirichlet

Lr(u) = f(r), r ∈ R, u(r) = g(r), r ∈ S

Lr(u) = −∆ru+ q(r)u

puede expresarse en términos de la función de Green
G(r, r′), definida por

Lr(G) = δ(r− r
′), r ∈ R, G(r, r′) = 0, r ∈ S (59)

como

u(r) =

∫

R

G(r, r′)f(r′)dV ′ −
∫

S

∂G

∂n′
g(r′)dA′ (60)

donde n′ es la dirección normal hacia afuera. Hemos por
su puesto asumido que la solución de (59) existe. La ex-
presión (60) se puede demostrar utilizando el desarrollo
en autofunciones de L con condiciones de contorno ho-
mogéneas, tal como se realizó en la sec. 3. G vuelve a
estar dado entonces por la expresión (39). Se puede lle-
gar también a (60) directamente de (59), intercambiando
r por r′, multiplicando luego (59) por u(r′) e integrando
finalmente sobre R respecto de r

′, utilizando el teorema
de Green y la simetŕıa G(r, r′) = G(r′, r):

u(r) =

∫

R

δ(r′ − r)u(r′)dV ′ =

∫

R

Lr′ [G(r, r′)]u(r′)dV ′

=

∫

S

[− ∂G

∂n′
u(r′) +G(r, r′)

∂u

∂n′
]dA′ +

∫

R

G(r, r′)Lr′ [u(r
′)]dV ′

= −
∫

S

∂G

∂n′
g(r′)dA′ +

∫

R

G(r, r′)f(r′)dV ′

donde en la última ĺınea se ha utilizado la condición de
contorno homogénea de G y el valor de u en el borde.

Apéndice II: Autofunciones de ∆ en la esfera

Consideremos la ecuación

−∆u = λu

en un región b ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Mediante separación de variables u(r,Ω) = Rl(r)Ylm(Ω),
donde Ω = (θ, φ), se obtiene para Rl(r) la ecuación

R′′

l +
2

r
R′

l + [λ− l(l + 1)

r2
]Rl = 0

Mediante la sustitución Rl(r) = r−1/2R̃l(r) se obtiene la
ecuación de Bessel (recordar detalles de clase)

R̃′′

l +
1

r
R̃′

l + [λ− (l + 1/2)2

r2
]R̃l = 0

cuya solución general es

R̃l(r) = ÃlJl+1/2(kr) + B̃lYl+1/2(kr), k =
√
λ
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Por lo tanto,

Rl(r) = r−1/2R̃l(r) = Aljl(kr) +Blyl(kr)

donde Al =
√

2k/πÃl, Bl =
√

2k/πB̃l y

jl(x) =

√

π

2

Jl+1/2(x)√
x

, yl(x) =

√

π

2

Yl+1/2(x)√
x

,

son las denominadas funciones de Bessel esféricas. Dado
que Jν(x) ∝ xν para x → 0, jl(x) permanece finita para
x → 0. Puede verse a partir de la definición de las fun-
ciones de Bessel que

j0(kr) =
sin kr

kr
, y0(kr) = −cos kr

kr

Estas son pues las dos soluciones LI con simetŕıa esférica
(l = 0). En particular, −y0(kr)± ij0(kr) = e±ikr/r. En
general, puede demostrarse que

jl(x) = xl(
−1

x

d

dx
)l
sin(x)

x
, yl(x) = xl(

−1

x

d

dx
)l
− cos(x)

x
.

En todo ℜ3 k es real arbitrario. En cambio, en una esfera
de radio a (b = 0) con la condición de contorno Rl(a) = 0
tendremos Bl = 0 y jl(ka) = 0, por lo que k = knl /a,
siendo knl el n-ésimo 0 de jl(x). Los autovalores son en
tal caso λn

l = (knl )
2/a2, con autofunciones

unlm(r,Ω) = jl(k
n
l r/a)Ylm(Ω).
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