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RESUMEN

En esta tesis estudiaremos diversos aspectos del entrelazamiento entre diferentes particiones de
sistemas de muchos cuerpos, tanto para el estado fundamental como para estados térmicos. Con-
sideraremos en general aquellos sistemas definidos por Hamiltonianos cuadraticos en operadores
locales y en particular el caso de redes de espines. Con este fin se desarrollard en primer lugar una
generalizacion de la aproximaciéon denominada CSPA de la funciéon de particién de sistemas cudnti-
cos compuestos, asi como del formalismo RPA, al que se reduce el primero en situaciones donde el
sistema admite soluciones de campo medio estables. A partir de la funcién de particién aproximada
se estimard la concurrencia de pares para redes de espines 1/2 invariantes ante translaciones. Se
mostrard también que en redes de espin 1/2 invariantes traslacionales la funcién de particiéon en la
aproximacién RPA puede evaluarse en forma analitica.

En segundo lugar se presentard un mapeo bosénico consistente con RPA, que nos permitird ma-
pear el estado fundamental de un sistema general a un estado en el sistema de bosones que en
primera aproximacién pertenece a la clase de los estados Gaussianos. Esto nos permitird estimar el
entrelazamiento entre cualquier par de partes del sistema original en términos del entrelazamien-
to en estados Gaussianos, que puede ser evaluado exactamente. Luego se mostraran resultados
concretos en redes generales de espin s invariantes ante transformaciones de “paridad de espin z”.

Veremos ademds como este tratamiento nos permite determinar las condiciones exactas para
la existencia de un campo factorizante del sistema, esto es, configuraciones particulares del campo
magnético externo para las que el sistema admite un (o en general varios) estado(s) fundamental(es)
completamente separables. En los ejemplos estudiados, mostraremos cémo en el caso en que estos
estados presenten ruptura espontdnea de simetria el sistema desarrolla correlaciones cuanticas de
largo alcance en la vecindad de ese punto, independientemente del alcance de las interacciones
entre las partes. Finalmente se analizard en detalle el comportamiento exacto del sistema en esas
condiciones.

RESUMEN

In this work we will study several aspects of the entanglement of different partitions of a many
body system, both for the ground state as well as for the thermal equilibrium states. We will consider
in general those defined by Hamiltonians which are quadratic in local observables and in particular,
the case of spin arrays.

With this aim, we will first develop a generalization of the CSPA method for evaluating the par-
tition function of a general composite quantum system, as well as of the RPA formalism, to which
reduces the former in situations where the system admits stable mean field solutions. From these ap-
proximations to the partition function, the pairwise entanglement in spin 1/2 translational-invariant
arrays will be estimated. We will also show that in this kind of systems the RPA partition function
can be evaluated in a fully analytical way. Secondly, we will show a bosonic map consistent with
RPA, which allows us to map the ground state of a general composite quantum system to a boson
state which, in first approximation, belongs to the class of Gaussian states. This allows us to estimate
the entanglement between any pair of parts of the original system in terms of the entanglement of



Gaussian-states, which can be evaluated exactly. Later we will show explicit results for general, “Z
Spin-Parity” invariant spin s arrays. We will also see that this treatment allows us to determine the
exact conditions for the existence of a factorizing field in the system, i.e., particular configurations
of the external magnetic field for which the system admits a (in general, several) fully separable
ground state(s). In the analyzed examples, we show how the system develops, when these states
present a spontaneous breaking of a Hamiltonian symmetry, long range quantum correlations in
its immediate vicinity, independently of the interaction range. Finally, we will discuss in detail the
exact behavior of the system in these conditions.
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ACRONIMOS

La siguiente es la lista de acrénimos utilizados en el texto. Se opt6 por la forma inglesa
(indicada entre paréntesis) ya que es la forma tipica en que aparece en los libros de texto y
en las referencias (ya que en su mayoria estdn escritas en dicho idioma).

RPA  Aproximacién de fases al azar (Random Phase Approximation)

MF Campo Medio (Mean Field)

MFA  Aproximacién de campo medio (Mean Field Approximation)

CMFA Aproximacién de campo medio corregida (Corrected Mean Field Approximation)
SPA  Aproximacion de camino estatico (Static Path Approximation)

CSPA  Aproximacion de camino estatico correlacionado (Correlated Static Path
Approximation)

GS Estado fundamental (Ground State)
QMC  Quantum Monte Carlo

LMG Lipkin-Meshkov-Glick

NOTACION Y CONVENCIONES

En el tema desarrollado en esta tesis se hace uso intensivo de diferentes estructuras lineales,
por lo que la brevedad y claridad dependerdn de una notacién adecuada. Por esto, se
propone la siguiente convencion:

F representa un campo numérico (ej: R, C,. . .).

Los vectores en un espacio de Hilbert se representan en notacién de Dirac (Ja)) mien-
tras, que los vectores en [F" por letras griegas mayusculas (ej: ®, ¥, ..., etc). La base
canodnica de un espacio vectorial [F se representa por &,

Para expresar las componentes de un vector en un espacio de Hilbert usamos sim-
plemente el braket sobre los elementos de la base (Ej: (i|a)). Para expresar las com-
ponentes de un vector en F" lo hacemos mediante una letra griega mintscula (ej:
®=3, ¢!'e, en la base canonica é,)
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Un indice entre paréntesis significa que en el contexto en que aparece debe entenderse
como una “etiqueta”. Se usaran como indices tanto letras griegas como letras latinas,
siempre en mindscula.

Los operadores lineales son representados por letras mayusculas (O, P, Q, ...). Si actu-
an sobre un espacio de Hilbert, los elementos de matriz se representan en notacién de
Dirac: (i|Q|j). Las matrices en [F"*™ se representan por letras mayusculas con indices
covariantes (subindices) y contravariantes (superindices). El producto de dos matrices
M y N se representa por MN y se escribe en componentes como (MN ); =k M,iM;‘

Si un indice aparece repetido en una expresién como subindice y como superindice,
se sobreentiende la suma entre ellos (convencion de Einstein). Esta convencién no se
aplica si 1) todas las veces aparece como subindice o todas las veces como superindice

y2)siel indice repetido aparece entre paréntesis (Ej: ¥, %" =}, ¥, %" =}, ¥, (P‘),
pero ¥, W £ Yu Y y Y. Y, # > ¥y ). De esta manera, los elementos

dlagonales de My se expresan como ngi, y la matriz diagonal D con elementos

diagonales d, se puede expresar como dalg

Un vector producto tensorial de espacios de Hilbert A y B se escribe como [a(4)B(p)) =
|a) 4| B) B- En notaci6n tensorial se utiliza un multi-indice (las componentes de ¥ 45) =
Y (4) ® ¥ (p) se escriben como ¥ = ‘I’? )‘I”’ ). Notese que los indices que denotan
espacio aparecen entre paréntesis.

Los simbolos maés usados en el texto se enumeran en el cuadro 1



tr 4 [o]
Qfs
Inx
log;, x

Ealp)
Nas(p)

(Q)
A, B+

El operador identidad, con elementos de matriz (1)5 =0 )sii#j({i=)).
El operador nulo, con elementos de matriz (0)! = 0.

Si hay ambigiiedad respecto de a que espacio pertenece, se especificard
como subindice (ej: 14 es la identidad sobre el espacio A)

Representa términos proporcionales a potencias de x mayores o iguales a n
Representa una suma o una integral segtn el caso.

Si A es un subsistema de S, el complemento de A en S

traza del operador Q

El traspuesto del operador Q (en una base |i), (i|Q'|j) = (j|O]i))

El conjugado complejo del operador Q (en una base |i), (i|A*|j) = ((i|Alj))*)
El operador adjunto de Q (Q" = (Q")*)

La traza parcial del estado p sobre el subsistema A

El traspuesto parcial del operador Q sobre el subsistema S

Logaritmo natural de x

Logaritmo en base b de x.

Si b se omite, se sobreentiende b = 2

El entrelazamiento del estado p entre los sistemas A y A

La negatividad del estado p entre los subsistemas A y B

El valor medio del observable Q en el estado p.

El conmutador (anticonmutador) de los operadores A y B

(= AB F BA). Si se omite, se sobreentiende el subindice +.

La constante reducida de Plank 1,054571628(53) x 10~34] x seg

Cuadro 1: Simbolos y expresiones usadas en el texto.
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INTRODUCCION

We do so in terms of the assumption
that the properties of a given system
exist, in general, only in an
imprecisely defined form, and that
on a more accurrate level, they are
not really well defined properties at
all, but instead only potentialities,
which are more definitely realized in
interaction with an appropiate
classical system, such as a measuring
apparatus

David Bohm, “The Paradox of
Einstein, Rosen, and Podolsky”

La mecanica cudntica fue introducida a principios del siglo XX con el fin de explicar
el extrafio comportamiento de la materia a escala microscépica. Cuando se intentaba uti-
lizar la fisica cldsica (fundamentalmente, la mecanica y la electrodindmica) para explicar
los fenédmenos en esa escala, se obtenian resultados que se encontraban en franca con-
tradiccion con la experiencia. Segtn estas teorias, era imposible un modelo de la materia
a escala microscopica que diera cuenta de resultados experimentales tan diversos como
el ordenamiento periédico de los elementos quimicos, los experimentos de dispersién de
Rutherford, el comportamiento del calor especifico de los gases con la temperatura, etc.

La nueva teorfa requirié reformular muchos de los conceptos en que se basaban las
teorias fisicas hasta entonces. Uno de los principales fue el concepto de particula: en mecani-
ca clasica, una particula era una porcién del mundo a la que se le podian atribuir ciertas
propiedades medibles (fundamentalmente, su posicién en el espacio, su velocidad y su
masa), que caracterizan su estado. Los sistemas fisicos se podian modelar asi como con-
juntos de particulas, de forma que el estado del sistema completo quedaba determinado
por el estado de cada una de sus particulas. Si el sistema estaba “aislado”, el estado del
sistema en cualquier momento quedaba determinado por el estado de cada una de sus
partes en un instante inicial. El estado del sistema podia ser entonces determinado con la
precision que se quisiera y en cualquier instante por medio un cierto nimero de mediciones
suficientemente cuidadosas, que no alteraran apreciablemente el sistema.

La mecdnica cudntica tiré por tierra esta construccion: en primer lugar, si bien se con-
serva la idea de que un sistema admite ser descripto en términos de particulas, no todas
sus propiedades medibles son determinables simultdneamente. El principio de incerteza
establece que no es posible determinar simultdneamente, y con precision arbitraria, la posi-



cion y la velocidad de una particula, y por lo tanto, el concepto de trayectoria definida
pierde sentido. Una consecuencia inmediata es que dos particulas que sélo se diferen-
cian entre si por su posiciéon en el espacio, pasan a ser completamente indistinguibles.
En mecanica clésica, si conocemos la posicién y velocidad de las dos particulas, podemos
seguirlas en el tiempo y reconocer cudl es cudl en cualquier momento (a menos que se
crucen). En mecanica cuantica eso no es posible, ya que al no haber trayectorias definidas,
no es posible “seguir” a las particulas. Esto tiene un impacto sobre los posibles estados
“distinguibles” de un sistema, y por lo tanto, sobre la estadistica.

Otra caracteristica que distingue a la descripcién cudntica es el hecho de que en general,
el estado de un sistema cudntico no puede ser caracterizado a partir del estado de sus
constituyentes. En 1935, Edwin Schrodinger, acufié el término “entrelazamiento” [9] para
referirse a esta propiedad, sin andlogo cldsico. Mdas especificamente, el entrelazamiento es
una propiedad relacional del estado de dos partes de un sistema, que depende de cémo
esas dos partes se encuentren correlacionadas en el estado dado.

Una primera consecuencia de la existencia de estados entrelazados esté relacionada con
la cantidad de informacion necesaria para caracterizar un estado. En un sistema clésico, el
namero de pardmetros necesarios para caracterizar un estado (sus grados de libertad) es
igual a la suma de los grados de libertad de cada una de sus partes. En un sistema cudntico,
el namero de grados de libertad crece exponencialmente con el ntimero de constituyentes.
Esto representa un problema a la hora de intentar simular un sistema cudntico: los recursos
computacionales necesarios para simular sistemas cudnticos con un ntiimero reducido de
constituyentes simples se vuelven rdpidamente inalcanzables mediante técnicas de com-
putacion basadas en sistemas cldsicos. Sin embargo, en 1982, Richard Feynman hizo notar
que las limitaciones de célculo que se tienen usando esquemas de computacion cldsica se
podrian superar desarrollando computadoras basadas en sistemas cudnticos. Este tipo de
computadoras no s6lo permitirian resolver problemas de mecanica cuéntica, sino posible-
mente muchos otros problemas (no necesariamente de la fisica) intratables en un sistema
clasico. En 1985 Deutsch [10] mostré por primera vez una tarea y un algoritmo cudntico
para realizarla en forma maés eficiente que cualquier algoritmo cldsico.

Otra consecuencia de la mecénica cudntica es que el “entrelazamiento” da origen a un
tipo de correlaciones que no pueden describirse cldsicamente: atin conociendo perfecta-
mente el estado, si dividimos al sistema en dos partes A y A, existirdn cantidades asoci-
adas a Ay A de manera que el resultado de una medida de cualquiera de estos observables
sobre uno de los subsistemas estara completamente indeterminado, a la vez que existe una
perfecta correlacién entre los resultados de diferentes medidas en A y A, atin cuando los
observables no sean compatibles entre si. Este tipo de correlaciones s6lo podrian emerger
de un modelo cldsico dejando de lado el principio de localidad[11]. Esta demostracién pro-
ponia una experiencia clave que permitiera corroborar la validez de la mecénica cudntica
contra una teoria local de variables ocultas. Finalmente, a principios de los afios ‘8o s, una
serie de experimentos [12—14] confirmaron las predicciones de la mecanica cuantica.

Una tercera consecuencia esta relacionada con la posibilidad de “copiar” un estado cuan-
tico. En un sistema cldsico, partiendo de un estado clasico desconocido, es posible, en
primer lugar, determinarlo completamente y luego preparar una copia del sistema en el
mismo estado. En un sistema cudntico, el primer paso no es posible: si no conocemos des-



de el principio el estado, no es posible realizar un conjunto de medidas que lo determinen
sin alterarlo en el proceso. Se puede probar facilmente que, segtin las leyes de la mecénica
cudntica, no existe forma alguna de copiar un estado cudntico desconocido[15]. Por otro la-
do, es posible realizar una tarea que no es posible cldsicamente: la teleportacion de estados
cudnticos[16]. En este tipo de procesos, es posible transferir el estado de un sistema C a
un sistema distante B, sin necesidad de “conocer” el estado C de antemano. Esto tiene una
aplicacion préctica importante, la criptografia cudntica. Si se codifica informacién “cldsica”
en un estado cudntico, es posible transferirlo de forma segura a un destinatario sin riesgo
de que un intermediario lo intercepte y decodifique. Esto es importante ya que las técnicas
mas seguras de encriptacion clasicas se basan justamente en la imposibilidad de realizar
tareas que una computadora cudntica si puede realizar.

Como veremos en el capitulo 2, es posible dar medidas cuantitativas del entrelazamiento.
Cuanto més entrelazado es un sistema (para una cierta particién), su simulacién requiere
mas entrelazamiento en un procesador cuantico y una cantidad exponencialmente mayor
de recursos cldsicos en un procesador clasico. Por esto, poder estimar el entrelazamiento
en un sistema bajo condiciones dadas es un importante problema de aplicacién practica.

Por otro lado, el entrelazamiento da una nueva perspectiva a problemas de indole te6ri-
co, como lo son caracterizar las correlaciones y fenémenos criticos en sistemas cuédnticos
o dar explicacién a la emergencia del aspecto cldsico de la realidad o de los ensambles
estadisticos.

1.1 Motivacion

La evaluacién del entrelazamiento no es una tarea sencilla en general. En primer lugar,
el entrelazamiento es una funcién muy sensible de los pardmetros que caracterizan a un
estado. Ademads, aun conociéndolos exactamente, la tarea de evaluar el entrelazamiento es
en general un problema que se vuelve exponencialmente més dificil al aumentar el tamafio
de los sistemas sobre los que se desea evaluar. Una clase especialmente importante de
estados es aquella de los estados de equilibrio térmico en sistemas de particulas. Estos
estados, caracterizados por un pardmetro (la temperatura) son estados particularmente
insensibles al entorno en que se encuentra sumergido el sistema, si la interaccién con este
es suficientemente débil’. La temperatura es un pardmetro relacionado con la energia media
en el sistema considerado #. De esta manera, un estado térmico es en general el estado de
partida en que se encuentra un sistema cudntico antes de que tomemos algtin control de
él. Para temperaturas suficientemente altas, este tipo de estados carece de entrelazamiento
alguno[18, 19], y por lo tanto es factible modelarlos correctamente con tecnologia “clasica”.

Cuando nos referimos a un entorno, estamos pensando en general en todos los grados de libertad que
estamos ignorando, tanto aquellos asociados a sistemas localizados por fuera de la porcién del universo que
estudiamos, como aquellos grados de libertad internos que omitimos en el modelado.

Desde el punto de vista de la teoria de la informacién, los estados térmicos son aquellos estados sobre los
que ignoramos todo, salvo su energfa media. En ese sentido, la temperatura es un pardmetro monétono con
la energia media del sistemal[17]



Para algun valor de temperatura suficientemente bajo, el sistema generalmente adquiere
entrelazamiento, y por lo tanto, deja de ser posible un modelado clasico. En un caso gen-
eral, esto implicaria la necesidad de tecnologia “cudntica” para estimar el comportamiento
del sistema. Sin embargo, puede ocurrir que el estado del sistema atn sea aproximable
(al menos, para algunos observables) dentro de una familia de estados (eventualmente
entrelazados) suficientemente reducida. En otros casos, pueden existir representaciones
(cambios de variables) que permitan reducir a una forma tratable el problema de calcular
algunas cantidades, aunque no necesariamente sea factible evaluar otras.

El objetivo principal de esta tesis serd desarrollar algunas técnicas de estimacién del
entrelazamiento entre subsistemas de sistemas de particulas interactuantes, tanto para el
estado fundamental como para estados térmicos. Entre otras, destaca una familia de aprox-
imaciones basadas en la transformacién de Hubbard-Stratonovich, que permite representar
el estado térmico de un sistema con interacciones como una integral funcional sobre esta-
dos de sistemas no interactuantes. Veremos como al tratar adecuadamente las diferentes
contribuciones a la integral funcional, podemos obtener una aproximacién robusta de los
observables de entrelazamiento. Veremos ademéas como estas aproximaciones pueden rela-
cionarse con resultados en sistemas mds simples, exactamente solubles, y para los que el
entrelazamiento de sus estados térmicos es bien entendido: los sistemas de bosones con
interacciones cuadréticas.

1.2 Organizacion del texto

Para mantener la claridad de las discusiones se defini6 organizar el texto en cuatro partes
principales: La primera parte, formada por los capitulos 2 y 3, estard destinada a dar un
marco general de trabajo, donde se dardn las definiciones de muchos de los conceptos que
se utilizardn en el resto de la tesis. En primer capitulo se presentard el concepto de En-
trelazamiento cudntico [15], desde dos puntos de vista: por un lado, como una forma en
que los sistemas cuanticos presentan correlaciones sin analogo clasico, y por otro, como un
recurso necesario para la realizaciéon de ciertas tareas en el procesamiento de informacién
cuantica. Se presentardn algunas de las medidas de entrelazamiento usuales para estados
puros, y su extension para estados mezcla. Se discutirda ademas el criterio de separabilidad
PPT [20], y una medida de entrelazamiento relacionada: la negatividad[21]. Finalmente
se presentard la evaluacion exacta de esta medida en estados Gaussianos en sistemas de
bosones. El entrelazamiento en esta clase de estados ha sido ampliamente estudiado, princi-
palmente en la representaciéon de Wigner[22, 23]. Aqui presentamos un nuevo formalismo
para su tratamiento, basado en la matriz de contracciones de pares bosénicos, que, aunque
equivalente a la formulacién en variables continuas, resulta mas adecuado en el contexto
del andlisis de correlaciones entre fluctuaciones cudnticas de pequefia amplitud, que se 1I-
evard a cabo en la tercera parte de la tesis. En el Cap. 3 se presentara la representacion de
Hubbard-Stratonovich para los estados térmicos, de la que partiremos para introducir las
técnicas de aproximaciéon que desarrollaremos en el resto de los capitulos.



La segunda parte (Cap. 4 y 5) estd orientada a discutir un conjunto técnicas dentro de lo
que podriamos llamar “métodos funcionales” para la estimacién de observables en estados
térmicos. El énfasis se pondra en la estimaciéon de ciertas medidas de entrelazamiento de
pares de particulas. En el Cap. 4 se discutird en primer lugar la técnica conocida como
Aproximacién de camino estdtico correlacionado (Correlated Static Path Approximation).
Originalmente esta técnica fue introducida para incluir correcciones cudnticas en sistemas
de fermiones [24—26]. En esta tesis, extenderemos esta técnica para el tratamiento de sis-
temas cudnticos cuyos observables locales cierran dlgebras generales. También se discutird
la aproximaciéon Gaussiana completa (CMFA) y su relaciéon con la formulacién RPA [27].
Finalmente se mostrard cémo la evaluacion de estas tltimas pueden simplificarse enorme-
mente en el caso de sistemas con invarianza traslacional. Vale mencionar que estos formal-
ismos se habian aplicado hasta ahora sélo al caso de algebras de bosones y fermiones. En
este trabajo extenderemos la aplicabilidad de estas técnicas al caso de sistemas cudnticos
compuestos de subsistemas con dlgebras de observables generales. Estos conceptos se apli-
cardn en el Cap. 5 para la evaluacién de la concurrencia de pares en redes de espines 1/2
con invarianza translacional.

En la tercera parte (Caps. 6 y 7) se desarrollara una extension de la aproximacién RPA que
nos permitird extender el método para la evaluacién de correlaciones cudnticas de muchos
cuerpos. Para eso, mostraremos en el Cap. 6 que RPA es equivalente a una bosonizacién
aproximada del sistema, y como los estados térmicos de Hamiltonanos arbitrarios con in-
teracciones de a pares se mapean en estados que, en primera aproximacién, son estados
Gaussianos. Se fundamentard cémo la evaluacion del entrelazamiento en estos estados
bosénicos se relaciona con la correspondiente al estado del sistema original, asi como las
condiciones bajo las cuales esta aproximacion se aplica. En el Cap. 7 aplicard este desarrollo
a la estimacién del entrelazamiento de bloques en redes de espines con invarianza transla-
cional. Observaremos que en esta clase de sistemas, para ciertos valores del campo externo,
el estado fundamental bosonizado es el vacio de los operadores bosénicos locales. Veremos
que esto, en el caso de sistemas de espines, esta relacionado con la existencia de un “cam-
po factorizante” [4, 7, 28, 29]. En redes de espines en un campo magnético transverso, la
existencia de un campo factorizante, junto con una ruptura espontdnea de simetria origina
la aparicién de correlaciones cuanticas de largo alcance.

La cuarta parte de este trabajo (Cap. 8) estard dedicada a estudiar el comportamiento
exacto del sistema en el entorno de un campo factorizante, y observaremos cémo efectiva-
mente las condiciones de campo factorizante son equivalentes a la condicién de que el vacio
RPA sea no correlacionado. Veremos ademads que, en ciertas circunstancias, la existencia de
un campo factorizante nos permite controlar el entrelazamiento del estado fundamental
entre diferentes espines mediante la elecciéon adecuada del campo externo[3, 4].

Finalmente, (en el Cap. 9) se presentardn las conclusiones generales.
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MEDIDAS DE ENTRELAZAMIENTO

Como mencionamos en la introduccion, la aplicacién a sistemas concretos de las leyes de la
mecdnica cudntica presenta un desafio a los sistemas de computacién actuales, fundamen-
talmente originado por la presencia del entrelazamiento cuantico. Paralelamente, se espera
que el control de procesos cuanticos y del entrelazamiento permita, en un futuro no muy
distante, llevar a cabo diversas tareas irrealizables mediante herramientas de informacién
clasica.

Una primera sefial de las dificultades que implica el tratamiento exacto de un sistema
cudntico surge a la vista al notar que cuando el nimero de componentes del sistema au-
menta, el ndmero de estados ortogonales posibles crece en forma exponencial.

Por ejemplo, en un sistema formado por 40 espines s = 1/2, el espacio de estados puros
estd formado por 20 = 1,1 x 10'? estados. Un vector arbitrario en ese espacio queda
definido entonces por 1,1 x 10'? coeficientes complejos, que en representacién de coma
flotante' a simple precisién representan 1,1 x 10'2 x (2) x (4bytes) = 8,8TBytes, esto es,
el almacenamiento de un tal estado supera ampliamente la capacidad de los discos rigidos
actuales (tipicamente, del orden del TByte). El espacio completo de estados mezcla requiere
ademds almacenar 2% de estos estados, con sus respectivos pesos, esto es, 1,1 X 1012 x
8,8TB ~ 9, 68Ybit. Si apildramos los discos rigidos (de 8 TBytes) necesarios para almacenar
esta informacién, formariamos una columna de casi 40 veces la distancia Tierra-Luna.

Sin embargo, si supiéramos que los estados que nos interesan tienen una forma particu-
lar, como por ejemplo, si se trata de estados producto directo |a) = @); |a;), necesitaremos
solamente tratar con los dos estados de cada espin, esto es, basta almacenar dos coefi-
cientes complejos (2 x 2 x 4Bytes = 16Bytes) por cada espin, obteniéndose 40 x 16Bytes =
640Bytes ~ 1/2kByte, poco mas de un 5 % de la memoria central de una Apple II%.

Esta clase de estados (los estados producto puros), son los que se obtienen luego de
medir la componente del espin respecto de un eje en cada sitio. Sin embargo, como vimos
en la seccién anterior, si existen interacciones entre los espines, pasado un cierto tiempo el
estado del sistema en general dejarad de ser separable.

A pesar de lo gigantesco del espacio de estados, existen sistemas que admiten ser trata-
dos exactamente en ciertas situaciones. Por ejemplo, es posible construir cualquier estado
térmico de un sistema de bosones 6 fermiones acoplados con interacciones cuadraticas
mediante diagonalizaciones de matrices de tamafios proporcionales al ntiimero de compo-
nentes (por lo que el costo computacional es proporcional al cubo del tamafio del sistema
[30]). Ademas, en los estados resultantes, es posible evaluar cualquier correlacién en tér-
minos de las correlaciones de pares. En otros sistemas interactuantes, es posible encontrar
soluciones exactas para el estado fundamental, e incluso para cualquier estado de equilibrio

1 En el estdndar IEEE 754 [30]
2 una de las primeras computadoras de uso hogarefio
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térmico, pero con un enorme costo computacional para la evaluaciéon de las correlaciones.
Un ejemplo de esto es el caso de las cadenas con acoplamientos a primeros vecinos, que
se resolvera exactamente en el apéndice A. En general, las soluciones exactas son posibles
cuando somos capaces de reescribir el sistema en términos de ciertos observables respecto
de los cuales los estados de interés no son entrelazados.

La mayoria de los sistemas de interés fisico no disponen de soluciones exactas, por lo que
su tratamiento se realiza por medio de diversas técnicas de aproximacion (algunas de ellas
serdn desarrolladas en el apéndice B). Nuevamente, el éxito de estas técnicas dependera de
cuan entrelazado se encuentre el estado exacto del sistema respecto de los observables de
interés.

De esta forma, el entrelazamiento resulta ser un obstaculo desde el punto de vista del
tratamiento cldsico de sistemas cuanticos, y un recurso desde el punto de vista de la com-
putacién cudntica, suponiendo que se disponga de sistemas cudnticos controlables.

El objetivo de este capitulo serd presentar algunas medidas de entrelazamiento, que nos
permitirdn darle un sentido cuantitativo a estas afirmaciones. El plan sera en primer lugar,
mostrar como es posible expresar cualquier estado puro bipartito en una forma en que la
separabilidad tome una forma explicita: la descomposiciéon de Schmidt. Daremos entonces
una definiciéon para el entrelazamiento “bipartito” en un estado puro. Luego, presentare-
mos una aplicacion en la que el entrelazamiento funciona como un recurso: el proceso de
teleportacion cudntica. Seguidamente, presentaremos la extension de la definiciéon de en-
trelazamiento para estados mezcla generales y analizaremos las dificultades que presenta
aplicar esa definicién en sistemas generales. Mostraremos entonces como se puede evaluar
para el caso de un estado general de un sistema formado por dos subsistemas, cada uno
de los cuales es un sistema de dos estados.

Finalmente, presentaremos el concepto de testigo de entrelazamiento, y analizaremos
uno de los méas importantes: el criterio de Peres[20]. Veremos cémo se puede construir un
estimador de entrelazamiento basado en ese criterio.

2.1 La descripcion cuantica de los sistemas compuestos

La estructura del espacio de Hilbert en un sistema compuesto viene dada por el producto
directo de los espacios de Hilbert de cada una de sus partes constituyentes. Llamaremos
subsistemas a cada una de estas partes. Los observables relacionados exclusivamente con
un subsistema actuardn sélo sobre su espacio de Hilbert correspondiente. La estructura
producto reproduce el hecho de que las observaciones sobre dos objetos distintos deben ser
compatibles: En el espacio completo, un observable Q(i) que s6lo actia sobre el espacio
i-ésimo, vendrd dado por

Q(Z) = 11@...@11'_1®Q(i>®1i+1...®1n (2.1)



donde 1 representa al operador identidad sobre el espacio k-ésimo. Luego, Q(i) serd com-
patible (conmutard) con cualquier otro operador Q(j) que actte sobre un espacio distinto

QNO(J)=11®...01,1®Q()®...® Q) ®1i41...91, = Q(j)Q(V) (2.2)

La estructura producto directo implica que no hace falta conocer el estado del sistema
completo para hacer predicciones estadisticas sobre el valor de una parte del sistema: Si
Q es un observable cualquiera de un subsistema A del sistema S = A|Z, cuando S se
encuentra en el estado |i 4j ) = |i) 4 ® |j)1 = |i).4]j) 4 el valor medio de Q es

(Q) = X Y iajaleliafi)tr | Qliaja ilar] (2:3)

i jj

con

o = LY liajaloliaf) liain) (ais
ii" jj’
la matriz densidad del estado del sistema S. Si Q = Q4 ® 14, el valor medio se puede
reescribir como

Q) = LY (iafaloliuiptr |Qalia (il @ 1iz) iy
ii" jj’
= L Y (iafalolilaj)tr [Qulia i) tr i) (il
i’ jj’
= L tr [Qulia) (14l) Cliaialolilaig)te 1) (il
ji
= 2 {i4Qulia) <Z<iA]'A|P\i'A]'A>>
ii’ j
= tra[Qapal

donde definimos
pa = trglp] (2.4)
trelo] = ) lia) (4l (Z(iAJ'A!PIiQ\w) (2.5)

i’ j

Llamamos tr [p] la traza parcial de p sobre el sistema A. Como p 4 es independiente de Q, y
juega el mismo papel que p en la determinacién de los observables en el sistema completo
(S), decimos que p 4 es el estado del subsistema \A.

11



12

2.2 La descomposicion de Schmidt

Supongamos ahora que estamos interesados en algunos observables de un cierto subsis-
tema A de un sistema cerrado, que se encuentra en un estado puro |¢). El estado puro mas
general del sistema serd de la forma

ny np

) =YY Clli)alidx (2.6)

i=1j=1

donde A es el subsistema complementario a A, y C{ es una matriz de n 4 X ny a coefi-

cientes complejos, tales que (C;)*C{ = 1. Por medio de una descomposicién en valores
singulares[15], es posible reescribir C;; como

Cl = ufD; v}, (2.7)

j j . . . . .z . 4
donde U] y V/, son matrices unitarias de dimensién n 4 y n- respectivamente, y D esuna
matriz de dimension ny x ny diagonal, semidefinida positiva, con elementos diagonales

VP, de forma que ) py = D,lgl Dllz, = (Cf )*C]’ = 1. Luego, es posible reescribir el estado en
la forma

y) = :21 N 25)

con [k) 4 = ¥; UK|i) 4, k)1 =X V,g|]>z y x < ny,ny A esta forma de reescribir un estado
se la conoce como Descomposicion de Schmidt[15] y al coeficiente x el nimero de Schmidt
de la descomposicién. Naturalmente, si x = 1 el estado es un estado producto. Diremos
entonces que un estado puro de un sistema estd entrelazado respecto de una biparticién
A| A si el nimero de Schmidt en esa biparticién y > 1.

Observemos qué ocurre al efectuar una medida de Q 4 = Y, APy en el sistema A:

(Qu) = Z/\/Pkpk’<k|QA|k/>A<k|k/>Z =Y ilklQulk) 4 = tra04Qu] (2.9)
kk k

donde (i|o4|i") = Ukp(U.)*. Este operador p4 es naturalmente el operador densidad del

subsistema A (Ec. (2.4)).

Si x =1, py tendrd un tnico autovalor no nulo, igual a 1, por lo que p 4 también es
un estado puro; en caso contrario, el resultado serd un estado mezcla. De esta manera, el
nimero de Schmidt es, para estados puros, una primera “medida” del entrelazamiento
entre dos subsistemas complementarios. El problema de esta medida es que dos estados
muy préximos entre si (en el sentido de la norma £, definida en el espacio de matrices
positivas) pueden tener nimeros de Schmidt muy distintos. En las secciones siguientes
discutiremos medidas menos singulares que esta, asi como su extensioén a estados mezcla.
Antes de eso, analizaremos cémo podemos entender también el entrelazamiento como la
medida de un “recurso”. Para eso, en la seccién siguiente, se discutird la implementacién
de un proceso cuantico sin andlogo clésico: la teleportacion de estados. Veremos cémo el
entrelazamiento juega un papel fundamental en ese proceso.
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2.3 El entrelazamiento como un recurso

Quizés la manera mas simple de entender qué es lo que mide la cantidad de entrelazamien-
to (en tanto recurso) sea a través de un ejemplo en el que se implemente una tarea no-clasica.
Uno de los ejemplos mds simples es el de la “teleportacion” de estados cudnticos [16].

En la version més simple del protocolo de teleportacion, tenemos dos sistemas: un primer
sistema compuesto por dos espines 1/2, Ay B, preparado en un estado puro |AB) cono-
cido y un sistema C formado por un espin 1/2 en un estado puro |¢) desconocido. Los
sistemas A y B no pueden interactuar directamente entre ellos después de preparado el
estado, ya que se encuentran a distancias grandes uno del otro.

Supongamos que el estado |.AB) es el estado

|AB> _ |singlete> _ | T>A| \L>B\;§’ ¢>A| T>B (2.10)

donde | 1)s (| {)s) es el autoestado del operador S; en el sistema S (para S = A 6 B) con
proyeccion positiva (negativa)3. El estado del sistema C es de la forma |C) = a| 1) + 8| )
con a y B dos coeficientes complejos desconocidos tales que a*a + *f =1

De esta manera, el estado inicial del sistema es

I nal sl e =1hal sl e | I Dalbslbe—=11Hal Dal e,
|l/J>0 = \/E +IB \/E \

Si ahora alteramos temporalmente el hamiltoniano del sistema de manera que por un
cierto periodo de tiempo exista una interaccién entre los espines B y C con hamiltoni-
ano Hpc = b(S,(CB) — SEC)) + %SJ(CB)S,&C), donde b es un campo de magnitud v/2 aplicado
en la direccién del eje x (z) sobre el espin B (C). Si la interaccién y el campo magnéti-
co se aplican durante un tiempo t; = /v, el correspondiente operador de evolucién
U = exp(—itjHge/h) = i~12Ucnor tiene el efecto de (ademds de multiplicar el estado
por una fase global irrelevante i~!/2) invertir la orientacién del espin en B si el espin C
estd orientado hacia arriba, y dejarlo en su estado original si se encuentra hacia abajo. Lla-
mamos a esta operacion “control not”, ya que el estado del espin C “controla” la aplicacién
o no de la operacién “Not” (cambio de estado)*. Luego de aplicada esta operacion el estado
del sistema sera:

2.11)

[¥)1 = Ucwotl$)o (2.12)
Al sl The —[hal Vsl Tie +[3‘ Nal Hsl e =1 Hal Dsl 1)
V2 V2

Este estado es un autoestado del operador espin total del sistema | 2 = (§ A+ S 3)2 con autovalor 0, esto es, el
estado singlete del sistema.

Se ha demostrado que cualquier operacién cudntica se puede simular en un sistema de espines 1/2 en el que
se puedan construir la operaciéon Ucp,: junto con algunas operaciones locales (operaciones single-qubit). La
forma concreta de la interaccién que da lugar a la operaciéon Ucn,: en principio no es del todo relevante, ya
que siempre podemos, mediante la aplicaciéon de campos magnéticos adecuados, “rotar” los coeficientes de
la interaccion.

6(2.13)
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| medidas de entrelazamiento

El siguiente paso consiste en aplicar a C un campo magnético en la direccién (1,0,1)/+/2 de
intensidad b durante un tiempo tg = 27t/b. Esta operaciéon implementa la transformacién
unitaria local

Uy = iexp(—ityb(SE) + 8 /v2/h) = — (819 + 5.

1
\/_

Aplicando esta operacion a |); obtenemos

)2 = Unl)2 (2.14)
_ |T)A!T>B|i)c—\L)A\¢>B|¢>c+!T>A|T>B!T>c—|¢>AH>B\T> a.15)
5—H%MUH¢M+|@MTMLM&HTLHUMT%-IUMTMTW1@

2
= 21l 1)+ Bl 1)l sl e — (@l 1) — B 1)l Dl e + (217)
+(a| 1) =Bl al Tsl e — (@l 1)+ Bl 1))al sl d)el (2.18)

Si ahora se mide Sz en By en C, y el resultado de la medida en B es que el espin esta hacia
abajo, se realiza una rotacién de 7t en torno al eje x del sistema .A. Luego, si la medida en
C resulta ser hacia arriba, realizamos una rotacién de 7t en torno al eje z. El estado final
del sistema A + B + C serd un estado producto, en el que el sistema .A se encuentra ahora
en el estado en que se encontraba el sistema C>. Naturalmente, si el estado en que C se
encontraba al principio es una mezcla estadistica de estados puros, p serd una combinacion
convexa de estados puros °, el estado final de A serd esa misma combinacién convexa.

Por otro lado, no tenemos la misma libertad para elegir el estado del sistema A + B
si queremos realizar esta operacion exactamente. Mds aun, s6lo podemos realizar la tele-
portacion si el estado de A + B es un estado puro, que puede conseguirse aplicando trans-
formaciones unitarias locales al estado |singlete) (Ec. (2.10)).

Existen ademds operaciones locales que llevan al sistema A + B a un estado producto
(por ejemplo, la medida de los espines locales). Es facil ver que es imposible teleportar un
estado desconocido p¢ al subsistema A si el estado de A + B es un estado producto: lo
mejor que podriamos hacer es “medir” directamente C, y de acuerdo al resultado, fijar el

Como A se encuentra en un lugar distante de donde se realizaron las medidas de los sistemas B y C, el
procedimiento requiere “comunicacién cldsica” entre el sistema By A

Una combinacién convexa de operadores semidefinidos positivos se define como una combinacién lineal de
dichos operadores, con pesos todos positivos:

p=Y pi"

con0 < p; <...<p; <1donde p) son operadores definidos positivos. Por lo que discutimos en las sec-
ciones anteriores, todo operador densidad puede expresarse como una combinacién convexa de operadores

A\ 2 .
densidad asociados a estados puros, esto es, (p(’)) = pl, interpretando a cada p; como la probabilidad de

tomar un sistema en el estado puro pli) de un ensamble de sistemas preparados en alguno de los estados
puros p'. En la Seccién siguiente se discutird esta idea en mds detalle.



estado de A, pero en ese caso, no estariamos “teleportando” el estado original, sino que es-
tarfamos preparando un estado, en funcién de un resultado en principio aleatorio. Por otro
lado, si quisiéramos teleportar el estado de un segundo sistema |C’), necesitariamos un
nuevo par de espines A’ + BB/, ya que los que usamos antes estdn ahora en un estado pro-
ducto. Esto muestra por qué el entrelazamiento se entiende como un recurso: al utilizarse
para realizar una tarea, el entrelazamiento se “degrada” al igual que ocurre, por ejemplo,
con la energia necesaria para realizar un trabajo. Veamos ahora cémo es posible “medir” la
cantidad de este recurso respecto de un estado particular de un sistema.

2.4 Medidas de entrelazamiento

La entropia como medida de entrelazamiento en estados puros

En un sistema que se encuentra en un estado puro |¥), definimos la entropia de entrelaza-
miento entre un subsistema A y su complemento A por la entropia asociada al estado del
subsistema A:

S4al¥)) = S(oa) = S(og) = —tr[oalog o4l (2.19)

donde py = trz[|[¥)(Y|] y oz = tra[|¥)(¥]], que son isoespectrales, lo que se hace evi-
dente en la representaciéon de Schmidt (Sec. 2.2). La entropia de subsistema es cero para un
estado producto [¥) = [¥ 4) ® [¥) y 1 para un estado singlete

_ I Dal bz —19al Nz

|singlete) = (2.20)

V2

La accién de ningan proceso fisico local sobre .4 puede aumentar en media el entrelazamien-
to del sistema. Por ejemplo, una medida de un observable sobre el sistema .4 puede llevar
al sistema a un estado separable, pero nunca aumentar su entrelazamiento. En particular,
las operaciones unitarias locales no modifican el entrelazamiento. Si el subsistema A (A)
a su vez estd compuesto de varias partes A; (A;), es posible, por medio de operaciones
locales sobre A y A, llevar el estado puro

a) = Y /Al ali) ¢

a una forma arbitrariamente cercana a algtin estado de la forma

. 12
@) = (\/7 )3 |1>A<1>|I>A<1>> 2 |B) a2 B2 (2.21)
i=1

con m < Sy(|a)). Suponiendo que se disponen de suficientes copias del estado |«), el
estado [¥) = @V, |a) en el limite de N — oo copias, se podra llevar a un estado de la

15
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forma (2.21) con m = £ ;4 (|¥)) = N& 45(|a)). El proceso cuéntico que permite hacer esto
se conoce como “destilacién de entrelazamiento” [15]. Un estado de la forma

0 = (3 L a0

es equivalente (identificando adecuadamente los estados) a un producto directo de m esta-
dos singlete (Ec (2.10)). De esta manera, en un estado puro, la entropia de entrelazamiento
mide cuantos “estados singlete” se pueden formar (en sentido asintético) a partir de un
cierto estado arbitrario, y de esta forma, cuantos qubits pueden teletransportarse usando
el entrelazamiento de ese estado. También es posible el proceso inverso: la “dilucién de
entrelazamiento” [15], de manera que a partir de un estado puro con una cierta cantidad
de entrelazamiento, siempre es posible (en un sentido asintético) alcanzar cualquier otro
estado con una cantidad igual o menor de entrelazamiento, por medio de operaciones
locales.

Desde el punto de vista de la simulacién de sistemas cudnticos, otra cantidad relevante
relacionada es el “entrelazamiento de formacion”[15]. El entrelazamiento de formacién del
estado de un sistema cudntico es la cantidad minima de entrelazamiento necesaria para
simularlo (o teleportarlo) en otro sistema. Para estados puros, esta cantidad coincide con el
entrelazamiento destilable; sin embargo, para estados mixtos, o para sistemas con mas de
dos partes, las dos medidas ya no coinciden. Veremos més adelante como se estiman estas
dos cantidades.

Entrelazamiento multipartito y entrelazamiento global

Cuando un sistema estd compuesto de muchas partes, la descripcién del entrelazamiento
entre sus constituyentes se vuelve no trivial. Consideremos por ejemplo el caso de un
sistema S formado por tres partes A, B y C, de forma que A = B + C. Un estado puro
puede ser no separable en diferentes formas. Naturalmente una de ellas corresponde a que
una de las partes (por ejemplo, A) esté entrelazada con el subsistema formado por las otras
dos (A), entrelazamiento que puede medirse a partir de las herramientas discutidas en el
apartado anterior. Si en esa particién del sistema (A|.A) el estado es un estado producto,
podemos analizar el entrelazamiento interno del subsistema compuesto (B + C), también
a partir de su entropfa de entrelazamiento. Cuando el estado presenta entrelazamiento
entre A y A existen otras formas en que el sistema puede presentar entrelazamiento. En
particular, para un sistema de tres qubits, existen dos clases no equivalentes de estados que
no son separables respecto de ninguna particién del tipo .A|.A: los estados tipo “GHZ” (por
Greenberger-Horne-Zeilinger) y los estados “W” [31]. Los estados “GHZ” son de la forma
(a menos de operaciones locales unitarias)

[ L)+ 111D
V2

Este tipo de estados tienen la propiedad de que, luego de una medida local, el entrelaza-
miento se pierde por completo. De esta manera, cualquiera de los espines se encuentra

|IGHZ) = (2.22)



entrelazado con el resto del sistema, pero no existe entrelazamiento de pares: el estado
reducido de cualquier par es una mezcla estadistica de estados producto (ver seccién sigu-
iente).

Los estados tipo “W”, por otro lado, son de la forma

D D) LD
= NG (2.23)

esto es, se trata de un estado que, luego de una medida en cualquiera de los sitios, puede,
dependiendo del resultado de la medida, resultar en un estado separable (en el ejemplo,
para una medida en la direccién 1) o en uno completamente entrelazado (si el resultado es
1) del complemento 7. Previa la medida, el estado de un subsistema de dos de los qubits
es de la forma

w_ DA 20D+ 11D A [+ (M
1023_ 3 +3 \/E \/E (2'24)

Veremos en la seccién siguiente que la preparacién de este tipo de estados requiere una
cantidad no nula de entrelazamiento.

Podemos concluir entonces que un estado puede tener entrelazamiento (en el sentido
de no ser un estado separable) y a la vez no poseer entrelazamiento en ninguno de sus
subsistemas (como en el estado GHZ). Ademaés, vemos como la medida del entrelazamiento
de subsistemas involucra extender las medidas para estados puros a medidas para estados
mezcla.Veamos ahora una forma de extender nuestra definicién de entrelazamiento para
ese caso.

W)

Extension a estados mezcla: Entrelazamiento de formacion

Todo estado mezcla p (0*> # p), puede expresarse como una “combinacién convexa” de
estados puros |a;):

m m
o=Y pila;){w] con0<py<p<p<ly) pi=1. (2.25)
i=1 i=1

Supongamos que contamos con m copias del sistema en estados puros conocidos, completa-
mente entrelazados. Por medio de operaciones locales (y comunicacién clasica) siempre es
posible preparar este estado, primero transformando el estado puro de cada copia en uno
de los estados |&;), y finalmente eligiendo una de las copias al azar, con probabilidades p;.
Sin embargo, en general podemos conseguir lo mismo con mucho menos entrelazamiento:
Si contamos con un nimero m’ < m de copias en estados completamente entrelazados, por
medio del proceso de “dilucién de entrelazamiento” podemos preparar el mismo conjun-
to de estados |a;) con por lo menos }; £ ,4(|a;)). Si ahora nos interesa preparar un gran

A partir del resultado de la medida de uno de los espines, el estado del sistema complementario puede, con
probabilidad no nula, aumentar su entrelazamiento. Sin embargo, en promedio, el entrelazamiento siempre
es menor que el del estado inicial.
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namero (1) de copias del estado p, observamos que en realidad nos alcanza con disponer
de un estado con entrelazamiento nY; p;€ ;4(|a;)). De esta manera, por cada copia del
estado p necesitamos Y, p;€ ,4(|a;)). Esta sin embargo no es la minima cantidad de entre-
lazamiento necesaria para fabricar el estado: consideremos el estado pg\é (Ec. (2.24))de la
seccién anterior correspondiente a un subsistema formado por dos espines, que pertenece
a un sistema de tres espines en un estado W. El primer término en (2.24) corresponde a
un estado producto, y por lo tanto, su entrelazamiento es cero, mientras que el segundo
término es un estado puro, con entrelazamiento 1. De esta manera, si se cuenta con 2/3 de
unidades de entrelazamiento por copia, un estado equivalente a pJ} puede ser preparado.
Sin embargo, consideremos esta otra preparacion:

P = AR donde 1) = HIELTIELID

El entrelazamiento de los estados |+=") coincide y es®

3++/5
Es(|E)) = Y —pulogp, p+ = 6f (2.27)
V==

de manera que & 3(p5}) &~ 0,55 < 2/3. Veremos mds adelante que esta es la descomposicién
6ptima del estado p", en el sentido de que requiere la menor cantidad de entrelazamiento
por copia. Definimos entonces el “entrelazamiento de formacién de un estado p” [32] como
la menor cantidad de entrelazamiento necesaria para preparar un gran ntimero de copias
de p por cada copia del estado. Esto puede formularse matemdticamente introduciendo
el concepto de “techo convexo”: Consideremos un estado p cualquiera y una cantidad
W, definida sobre los estados puros. Vamos a llamar P(p) al conjunto de las posibles
“preparaciones” del estado p, esto es, al conjunto de las posibles colecciones ({p;}, {|a;)})
tales que

p= Zpi|0¢i><0¢i|

con0<p; <...<p;<...<1con},p; = 1. El “techo convexo” de W, W es la funcion
definida por

W(p) =min)_ pWV(|a;)) (2.28)
Plp) 5

esto es, el techo convexo nos da el minimo promedio de la cantidad W respecto de las
diferentes representaciones posibles para el estado p como mezcla de estados |a;). Si W es
una medida de entrelazamiento (una cantidad invariante ante transformaciones locales uni-
tarias, y mondtonamente decrecientes por aplicacién de operaciones locales no-unitarias),
su techo convexo también lo es. De esta manera, el techo convexo de S 4(|¥)) es efectiva-
mente el “entrelazamiento de formacién del estado p” segtn se defini6 mds arriba y lo
representamos por & 4,4 (p):

Ealp) = glfnZPiSAj(’“i» (2.29)
(p) i

8 El origen de esta expresién se aclarard mds adelante.



A diferencia de lo que ocurre con estados puros, esta cantidad ya no representa la cantidad
de “entrelazamiento destilable” del sistema, existiendo estados con “entrelazamiento de
formacién” no nulo y sin “entrelazamiento destilable”. Este tipo de entrelazamiento es
conocido como “entrelazamiento ligado” (“bound entangled”)[33]. Algunos ejemplos de
este tipo de estados pueden verse en las referencias [34—36]. Vale decir ademds que, en
general, la complejidad computacional del proceso de minimizacion sobre representaciones
(2.29) crece exponencialmente con el tamafio de los sistemas considerados [37], por lo que
en la gran mayoria de los casos no es una medida calculable en forma practica.

Concurrencia

La evaluacién de la entropia de un estado es de por si una tarea complicada, ya que implica
diagonalizarlo. Una medida mas simple de calcular es la entropia lineal

L(p) = 2(1 — tr [0?]) (2.30)

que da cuenta de cuan “no puro” es un estado. Para un singlete, la entropia lineal de
subsistema serd 1, mientras que para un estado puro y separable se reduce a 0.

Definimos la “Concurrencia” [38] C4(p) del estado p respecto de la particién A|.A como
el techo convexo de \/L(tr 4 [|¥) (¥]]):

Coialp) = min 3 piy/Lltea [19:) (%] (2.31)

Si los sistemas A y B son sistemas de dos estados, el entrelazamiento de formacién puede
expresarse en funcién de C 4 como

Eqq=— ;Eqv loggqy congr=;(1+ V31— C%) (2.32)

En ese caso, la concurrencia del estado p puede expresarse como

Calp) = max(0,2A; — tr[R(p)]) con R(p) = \//pp*\/p, (233)

y A1 > Ay > A3 > A4 los autovalores de R(p), para una representacion de p respecto de
una base producto.

Una simplificacién importante en este tipo de sistemas se obtiene si ademds suponemos
que el estado del sistema, en la base producto, es de la forma

(2.34)
a0 0 p——

9 Esta clase de estados se obtienen cuando analizamos estados de equilibrio de pares de espines 1/2 en sistemas
que presentan “simetria de paridad S,”, que discutiremos mas adelante.
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La concurrencia de esta clase de estados puede expresarse en términos de los coeficientes
P+ y &+ como

C(p) = max(0,Cq,Co) (2.35)
Cr = 2a_|-2yp—4p—+, (2.36)
Co = 2ay|—2y/pryp——- (2.37)

Llamamos a C4 (C_-) la concurrencia “paralela” (“antiparalela”) del sistema [29, 39], nom-
bres que resultan naturales si identificamos | T)s y | J)s con los respectivos estados |0)s y
|1)s de cada subsistema: C; y C_ son las concurrencias asociadas a estados de la forma

¢+ 1) + - 1)

o+ L) + o 1)

respectivamente. Por ejemplo, para el estado pbs (Ec. (2.24)), la concurrencia es antiparalela
y su valor es 2/3'°.

La negatividad

Para sistemas generales, la complejidad computacional de la evaluaciéon de C45(p) es la
misma que la asociada a £ 45(p), por lo que no es préctico su uso como medida de cor-
relaciones en general. Por esto, es importante contar con criterios operacionales que nos
permitan determinar si un estado mezcla presenta entrelazamiento. Uno de los méas impor-
tantes es el criterio de separabilidad de la traspuesta parcial de Peres [20]: si un estado p 45 es
separable, entonces su traspuesta parcial respecto de cualquier base producto es un oper-
ador definido positivo. Para un estado producto directo p 45 = p4 ® pg, la traspuesta par-
cial (p45)™ = p’ ® pp preserva el espectro. Consideremos ahora un estado combinacién
convexa de estados producto directo. Por linealidad, su traspuesta parcial serd

ta
(gpkpfﬁ)@f?g{)) = ;Pk <PE§)> ®Pg()

Si los diferentes términos no conmutan, el espectro sera diferente. Sin embargo, el nuevo
operador serd también positivo (ya que cada término lo es). Por otro lado, para estados
entrelazados esto tltimo no es cierto en general. Mds atn, para estados puros, la positivi-
dad de la traspuesta parcial es condicién necesaria y suficiente para la separabilidad del
estado. Para verlo, primero vamos a probar que los autovalores de la traspuesta parcial
son independientes de la base producto sobre la que se define la operacion: la traspuesta

Vale notar que las representaciones {p;, |a;)} € P(p) que minimizan el entrelazamiento de formacién y
la concurrencia no necesariamente coinciden, a pesar de que estas cantidades son monénotas entre si. En
particular, tanto la representacién (2.24) como la (2.26) del estado p‘z/gminimizan ambas la concurrencia (con
valor 2/3), pero s6lo la segunda minimiza el entrelazamiento de formacién (con valor 2.27)



parcial definida respecto de la base ortonormal |i’,|j;3) = (Ua ® Ug)|i4|jg) se relaciona con
la traspuesta parcial definida en la base ortonormal |i)|j) por la relacién

/

t
01 = (UAUY) @ 1p)p4s(UUY) ®15)

Demostracion:

t t4
pig = (Ua®Up) <(UA ® Ug)toas(Us @ UB)) (Ua® Up)T
= (Ua® Up) <(Uf4 @ Up) (UL ® UB)) (Ua® Up)"
= (Ualy) @ 18)p s ((Ually) @ 15)"
Como U'; es una transformacion unitaria ((U%) U, = (U U = 1Y = 1) (UxUY) ®
13) también lo es. Por lo tanto, los autovalores de la traspuesta parcial de una matriz son
independientes de la base en la que se defini6 la operacion.

Consideremos ahora un estado puro arbitrario ), que en la base de Schmidt es de la
forma

X
¥) =) VPilia)liz) (2:38)
i=1

Por lo que se discuti6é antes, como la base de Schmidt es una base ortonormal, podemos
evaluar la traspuesta parcial del estado puro |¢) (1| respecto de la base de Schmidt

() wh = Y /pip; (liaig) (ajal)™
)
= 2 /Pipj (ljiaizg) iajzl)
ij
= ) pi (liaig) (iaigl) + ; VPiPjliaiz) (iajzl- (2:39)
i i#]

Los dos términos en la tltima linea actan sobre dos espacios ortogonales entre si. El
primero corresponde a un estado mezcla, pero el segundo es un operador de traza nula,
con autovalores +, /pip;j, que se reducen a cero solo si el estado es un estado separable.

El criterio PPT nos provee ademds de una medida cuantitativa de entrelazamiento: la
Negatividad N 4(p) [21, 40].

tr [ (pufpu} -1
Nas = 5 (2.40)

que consiste en el valor absoluto de la suma de los autovalores negativos de la traspuesta
parcial, que como vimos, son independientes de la base respecto de la que se defini6 la
operacion. Para un estado puro de dos qubits, la negatividad coincide a menos de una
constante con la concurrencia:

Ca=2N,z (2.41)
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Por completitud, se mencionard una cantidad relacionada, la negatividad logaritmica

B = in (1 |\/(p)" ] ) = nf1 + 2000 (242)

Esta cantidad es obviamente una funcién monétona de N, que no se reduce a la entropia de
entrelazamiento para estados puros. Ademads se trata de una cantidad que es aditiva pero
no convexa [41]. Ademds de ser facil de calcular, tiene varias interpretaciones operacionales
importantes: es cota superior al entrelazamiento destilable del sistema [42] y proporciona
un limite a la capacidad de teleportacion [21].

Si bien el criterio PPT no es una condicién suficiente de separabilidad en un sistema
general, si se sabe que lo es para cierta clase de estados. En particular, esto ocurre para
cualquier estado de dos qubits o de uno formado por qubit y un qutrit (un sistema de
tres estados). Esto también es cierto, en sistemas de bosones, para ciertas particiones de
los “estados Gaussianos”[43—45]. Esta clase de estados tienen la particularidad de quedar
completamente determinados por los valores medios locales y las correlaciones de pares;
ademds, son estados de equilibrio exactos de los hamiltonianos cuadraticos bosénicos, que
son el punto de partida de muchas aproximaciones. En la seccién siguiente analizaremos en
detalle esta clase de estados y como es posible la evaluacion de la negatividad y la entropia
de entrelazamiento (Ec. (2.19)) como funcién de sus correlaciones de pares.

2.5  Entrelazamiento en estados Gaussianos

En esta seccion se discutira el entrelazamiento en una clase especial de estados en sistemas
de bosones, los llamados “estados Gaussianos” [2, 46, 47]*". Esta clase de estados son de la
forma

b_ _exp(—pH")

o’ = , (2.43)
tr [exp(—pH?)]
donde H' es un operador positivo de la forma
HY = }(Z+®)IH1(Z + @), (2.44)
donde Z = (ng) es un “vector” de operadores bosénicos, ¢ = (gi) es un “vector” de
escalares y H es la forma cuadrética dada por
y A+) A—()
ij _
= ( (A=Y (A+D)* ) (2.45)

El tratamiento convencional de esta clase de estados se desarrolla generalmente en la representaciéon de
Wigner del operador densidad, en términos de la matriz de covarianza de las variables canénicas p; =
(a; —al)/2 'y q; = (a;+ al)/2. El presente formalismo sigue las convenciones usadas en la referencia [2]
donde en lugar de las matrices de covarianza se utilizardn las “matrices de contracciones generalizadas”.
Este formalismo, mds apropiado a los efectos de este trabajo, se relaciona con el usual por medio de la
transformacién lineal antes mencionada.
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Podemos pensar a H’ como el Hamiltoniano del sistema de bosones considerado, aunque
HY en general no es necesariamente el Hamiltoniano del sistema; més atn, el sistema de
bosones considerado podria bien no ser un sistema cerrado, y por lo tanto no tener un
“Hamiltoniano”, en el sentido que su evolucion no es necesariamente unitaria. En cualquier
caso, este estado es diagonalizable exactamente a través de transformaciones canénicas. En
el limite B — oo los estados Gaussianos se reducen a estados puros, que se corresponden
con el estado que minimiza HY.
Por medio de operaciones locales, es posible reescribir el estado (2.43) como

b exp(—pH") ]
P’ =Tlg] T"[¢] (2.46)
tr [exp(—pBH?)] 0
donde T es el operador unitario
= oxp(@"2) = [Texp(~b4i +97b) (2.47)
y M es la “métrica” simpléctica
_ (10l t
M = < 0ii 10 ) =[Z,27]. (2.48)

De esta manera, a los efectos de estudiar el entrelazamiento entre los diferentes modos
bosoénicos, podemos asumir siempre que ¢ = 0.

Los estados Gaussianos tienen la particularidad de estar completamente caracterizados por
sus correspondientes valores medios locales (b;) = ¢; y las correlaciones de pares (b;b;) y

<b;rbj>. Para ver esto, definimos en primer lugar la “matriz de contracciones generalizada”[2]

F G
donde
Fij = <b;-bi>pb/ (2.50a)
Gij = <b]b1> b (250b)

Ante una transformacién canénica 2 (Z = W2’ con WMW?' = M), la matriz D transfor-
ma como

D = wWDw'. (2.51)

con D' = (Z'2'") — M. Definimos entonces la “diagonalizacion simpléctica” de la matriz
D como la diagonalizacion de

F

DM = ( C —I_—GF* ) = WD MW (2.52)

Una transformacién canénica (o transformacién de Bogoliubov) es una transformacién lineal entre los oper-
P , +
adores bosénicos que preserva el dlgebra [Z, ZT] = [2/,2""] = M
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con D’ una matriz diagonal D’ = diag(f1,... fi,..., 1+ f1,..., 1+ f;,...) y W satisfaciendo
la normalizacién WMW?T = M.

Por medio de la misma transformacién canénica es posible reescribir el estado (2.43) en
forma diagonal: basta con reescribir la forma cuadrética (2.44): Si W diagonaliza DM
también diagonaliza MH

MH =W TMHW, (2.53)
y por lo tanto podemos reescribir H? como

H' = zZtHz = 2'Wru'wz = z/'w' 2/
En los nuevos bosones, el estado (2.43) se factoriza como

p= ®Pz’ (2.54)

donde p; exp(—)\abfbl’- ), donde A, son los autovalores simplécticos de MH. En estos
operadores, la matriz de correlaciones generalizada (2.49) es diagonal, con autovalores sim-
plécticos

1
f“_expﬁ/\“—l

de esta manera, podemos vincular a la matriz H que define la forma cuadratica HY con la
matriz de contracciones (2.49):

DM = [exp(BMH) —1]* (2.55)

lo que prueba que efectivamente todo estado Gaussiano queda completamente determina-
do por su matriz de contracciones generalizada. En el limite de B — oo, la matriz D sera
de la forma D = W(%)W*, con todos sus autovalores simplécticos f, nulos. Este esta-
do representa el “vacio” de las excitaciones Z’ al que llamaremos |0’). Existe una forma
cerrada de expresar la conexién de este vacio con el vacio de los bosones b [2, 48]:

0,) = Coexp[3 Y Z'b{b11(0,), Z =V(U*)™, (2.56)
ij

donde U y V son los bloques de la matriz W

u v
(2 4)
de forma que b; = U]lbl’ + Vjibl’.Jr. Cp = (05]0},) = Det[U*]71/2 es un factor de normalizacién

y Z es una matriz simétrica. De esta manera, la matriz de contracciones para el estado puro
|0") vendréd dada por

Fi' = <b}-b,’>0/ = (VV+)ij, (2.57a)
Gij = <b]'bi>0/ == (Vut)l] . (257b)



Estado de un subsistema

Por el teorema de Wick [48], el estado de cualquier subsistema A es a su vez un estado
Gaussiano, caracterizado por la matriz de contracciones generalizadas truncada

Fa Gy

donde Z 4 contiene s6lo los bosones de los sitios en .A. Una diagonalizacién simpléctica de
la matriz D 4 nos llevara a

_ / t o f A 0
Dy = WuAD pWVy, DA—( 0 1~|—fA)' (2.59)
donde ffjl fAl‘m con f§ = (b’+ by Jo > 0 (DM y tiene autovalores f y —1— f9) y
W AM WY A=My,con Zp=W 12 'y~ Para un estado puro, el entrelazamiento entre A y
su complemento A es dado entonces por la entropia bosénica asociada,

Eqale’) = S(ply) = —tr [9,4 log, pA] (2.60)
= =) falog, f4 — (1+ fi4) log,(1+ f4) - (2.61)

Aqui p = tr7[]0,)(0}|] es la matriz densidad bosénica reducida del subsistema A, que
puede ser explicitamente expresada como

Pl = Cexp[—1ZYH 12 ,] = Cexp[- ZwAb’+ by ] (2.62)

donde C = [1,(1+ f) y 1.4, D4 estén relacionados por
DaM g = [exp(MaH ) =17 (2.63)

Aqui H 4 representa la matriz del “Hamiltoniano” efectivo del subsistema .4 con autoval-
ores simplécticos w?, tales que f4 = (¢4 —1)~! (y entonces —1 — f4 = (e"“a —1)71).
La Ec. (2.62) lleva asi a la matriz de contracciones (2.58), y por lo tanto a los mismos val-
ores medios que los provenientes del vacio completo |0;)(0;| para cualquier operador del
subsistema A.

Por otro lado, el entrelazamiento interno dentro del subsistema A respecto de la particiéon
B|C (donde el complemento A juega el rol de un entorno) puede ser medido a través de la
correspondiente negatividad (definida en la seccién anterior):

T

Npe = 5 (2.64)

Si el subsistema B consiste de un tinico modo, se puede probar que bajo esa particion
el sistema no presenta entrelazamiento de tipo ligado[43], y por lo tanto, un estado con
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| medidas de entrelazamiento

negatividad no nula serd en ese caso un estado entrelazado. Como los valores esperados
con respecto a (p%)' de un observable Q% se corresponden con aquellos de (QY )% con
respecto a plj4, por medio de los reemplazos Fj; <> Gji, Fyrj <> F]?;,, Gjij < G]-*, jen la matriz de
contracciones, para j,j’ € C, i € B, podemos construir una matriz D 4 con autovalores sim-

plécticos ffjl Estos ultimos ahora pueden ser negativos. A partir de esta matriz es posible
escribir (pf’4)t0’ como en la Ec. (2.62) en términos de la matriz efectiva H 4 correspondiente,
con autovalores simplécticos @ tales que f% = (e%4 — 1)1,

Como la traza permanece sin cambios (tr [(pil)t(?} = 1), |e=@4] < 1, implicando ffjt >
—1/2. Un f% > —1/2 negativo corresponde a ¢~“4 < 0y asi a una matriz (p%)', no
positiva, indicando una pfél entrelazada con respecto a esta biparticién. Obtenemos entonces,
notando que (14 ¢ “4)~1 = (14 f%)/(1+2f%), el resultado final[2, 21, 46, 47]:

1
tr [|(P€4)tc|} =11 T2/ (2.65)
A

f4<0

que permite la evaluacion de la negatividad (2.40) en la particién B|C del subsistema A.
En el caso de una biparticién global A|.A de un estado puro, N , se vuelve funcién de
la matriz densidad reducida p 4, a saber [49]

N = § (e [llo)¢o]] = 1) = 3 [(er[\/oa)* 1] - (2.66)

En un sistema de bosones, esto implica que N 4z, un caso limite de las Ecs. (2.64)—(2.65),
puede también ser expresado sdlo en términos de los autovalores simplécticos ff de la
matriz de contracciones D 4[2]:

Nz = sl TG/ + 1+ 57 = 1] (2.67)

o



ESTADOS DE EQUILIBRIO TERMICO

En los capitulos anteriores discutimos algunas propiedades generales de los sistemas cuan-
ticos y como el entrelazamiento - tanto en un sentido cuantitativo como cualitativo - se
relaciona, por un lado, con el caracter no cldsico de las correlaciones entre las partes de un
sistema, y por otro, con la medida de un recurso que nos permite realizar tareas imposibles
de llevar a cabo con sistemas en el régimen cldasico.

En lo que sigue, nos vamos a concentrar en una familia de estados muy general: los
estados de equilibrio térmico. Como se mencioné en la introduccién, estos estados son
importantes en dos sentidos: por un lado, se trata del estado en que encontramos cualquier
sistema cudntico antes de realizar operaciones concretas sobre él; por otro, esta clase de
estados se relaciona de forma muy simple con el hamiltoniano del sistema considerado,
cuando las interacciones con el ambiente son lo suficientemente débiles.

Un estado de equilibrio es necesariamente estacionario. Por eso, debe satisfacer

lo,H] =0

por lo que p serd funciéon de H y de cualquier observable compatible con H. Ademas,
deben ser estables frente pequefias perturbaciones desde el exterior. Si no tenemos ninguna
restriccion, el estado mds estable serd el estado completamente mezclado: si no sabemos
nada del sistema, una perturbacién externa no cambiara este hecho.

Si por otro lado conocemos alguna cantidad compatible con H, el estado més estable
serd aquel estado mds préoximo al estado completamente mezclado, dentro de la clase de
estados para los que el valor medio de tales cantidades sea el correcto. Una manera de
formular esta “cercania con la identidad” consiste en minimizar la entropia relativa [15]
del estado respecto del estado completamente mezclado:

Sl ) = o [p1n<p>—p1n (ﬁl)] — ~5(p) +In(tr[1]) . (1)

De esta manera, el estado de equilibrio del sistema serd aquél que maximice la entropia del
sistema, con las correspondientes restricciones (Q;)conocido = tr [0Q;]-

Una condicién muy general consiste en asumir que la tinica cantidad conocida exterior-
mente es (H). En ese caso, es muy fécil probar que

p = Z lexp(—pH)
Z = telexp(~pH)]

con B un pardmetro que determina la energia media del sistema. Llamamos temperatura
(T) del sistema a una cantidad proporcional a 1/B.* Los estados térmicos son en general

Actualmente se estd trabajando intensamente en dar una fundamentacién de la forma del los estados de
equilibrio, ya no en funcién de la ignorancia que se tiene sobre el sistema (que no nos permite saber cuél de
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estados mezcla. Sin embargo, en el caso particular de que exista un tnico estado puro
con energfa minima, en el limite en que T — 0, obtenemos un estado puro: el Estado
fundamental (Ground State) (GS) del sistema. El GS de un sistema es de gran importancia ya
que contiene muchas de las caracteristicas cualitativas de los sistemas a bajas temperaturas,
a la vez de ser mas facilmente tratable tanto matematica como computacionalmente.

Una propiedad matemdtica muy importante de este tipo de estados consiste en que
los valores medios de cualquier observable del sistema pueden obtenerse por medio del
calculo de la derivada de Z respecto de los pardmetros del Hamiltoniano: Si definimos
H) = H+ AQ, y construimos Z(A) = tr [exp(—BH,)], es facil ver que

_19InZ

_[g—l )
LAYy

= o ytrlep ()

_ %tr [/01 exp(—(1— )BH)Qexp(—tpH)dt

= QoA _ ) = () (2)

donde en la segunda linea se desarrolld Z a primer orden en A (ver Apéndice B.1). Por
esta propiedad, Z suele llamarse también la “funcién generatriz” del sistema en equilibrio
térmico. Otra particularidad de este estado es que el operador densidad que lo representa
puede verse como la continuacién analitica (a menos de una constante multiplicativa) del
operador evoluciéon U(t) = exp(—itH/h) si identificamos g = it/h.

La construcciéon explicita del estado de equilibrio para un sistema de particulas en inter-
accion es en general un problema intratable: en un sistema de n componentes, cada uno con
un espacio asociado de dimensién d;, implica encontrar tanto los autovectores como los au-
tovalores de una matriz hermitica de (I];d;) x (IT;d;) componentes complejas, por lo que
la diagonalizacién directa, incluso en el caso de que H sea una matriz dispersa?, se vuelve
rapidamente intratable. Naturalmente, si las componentes del sistema no interacttian en-
tre si, el problema puede descomponerse en n problemas de dimensién d;, volviéndose
tratable.

En el limite de altas temperaturas, respecto de la energia de acoplamiento entre las
particulas, es factible tratar a H perturbativamente en torno al estado de un sistema sin
interacciones, (Ec. (B.8b)). Por otro lado, en el limite de temperatura cero, el problema se re-
duce a encontrar el GS del sistema, que eventualmente puede ser degenerado. En sistemas
no demasiado grandes (por ejemplo, un sistema de 20 espines 1/2) y cuyos Hamiltonianos
admitan una representacion local dispersa (por ejemplo, los que se obtienen en sistemas
con interacciones a primeros vecinos) el problema es tratable. Sin embargo, al aumentar el
numero de componentes, la conectividad de la interaccién, o la dimensién de los espacios
de Hilbert locales, el problema deja de ser tratable en forma directa.

los estados es el correcto), sino desde la perspectiva de la dindmica de sistemas cudnticos. Ver por ejemplo
[50].

Una matriz dispersa (sparse, en inglés) es una matriz para la que elementos no nulos es mucho menor al
nimero total de elementos.



Por ello, ha sido necesario desarrollar diversos métodos de aproximacién, cada uno de
ellos con un alcance de aplicacién diferente. En el Apéndice B se discutirdn algunos de
estos métodos.

En este capitulo, presentaremos una representacion del estado de equilibrio p conocida
como la representaciéon de Hubbard-Stratonovich[51]. En esta representacion, la exponen-
cial del operador H con interacciones se reescribe como una integral sobre operadores
producto directo. Esto nos permitird, por un lado, hacer explicito el efecto de una manip-
ulacion local sobre el estado. Por otro, servird como punto de partida para la construccion
de varias aproximaciones al estado.

3.1 La transformacién de Hubbard-Stratonovich

Consideremos un sistema con un Hamiltoniano de la forma
1
H=b'Qu— 5 QuV""Qu (33)

donde Q; son en general operadores (Q, = Q(Vgi\i> (j]) que no conmutan entre si. En

general, el problema de construir el estado de equilibrio térmico de H es resoluble en el caso
de que V = 0, esto es, de H lineal en los operadores3. Stratonovich [51] descubri6 una forma
elegante reducir el problema de construir el estado de equilibrio térmico (Ec. (3.2)) para
hamiltonianos de la forma (3.3), en términos de una integral funcional de exponenciales
de operadores lineales en los Q. Veamos como se logra esto. Consideremos el operador
exp(—pBH), con H definido como en la Ec. (3.3). Vamos a probar que esta exponencial puede
escribirse como la integral funcional

1 _
exp(—pH) = [ Dl@]ulp(r))e=2 b o0V 1o (3-4)
sobre la medida D®, definida de manera que
/ ¢~ [ (@@= V@O —x(D)dTpg — 1 () (3.5)

donde ¢ es un “campo auxiliar” sobre el que integraremos y

uig) = Tesp(~ [ nige)lan) 56
Rlp(r)] = b'Qu+ Qug" (1) + (¢"(1))* Qu (37)

siendo 7 el operador de orden temporal.

Esto es cierto si Qy son formas cuadraticas en operadores bosénicos o fermiénicos, o en general, en el caso
de que los operadores Q, sean todos operadores “locales”, ya que en este Gltimo caso, el estado del sistema
se reduce a un producto directo de estados locales.
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30 | estados de equilibrio térmico

Demostracién: En primer lugar, consideremos el caso en que V es una matriz
hermitica positiva con coeficientes reales. En ese caso, podemos reescribir V en
forma diagonal como WVW' con W una matriz unitaria WW' = 1y V una
matriz diagonal. De esta manera, podemos reescribir H como

H=3C- %ZU“QIQX
4
con Qp = (W+)ZQ;4 —Wibty C = b Vy_y1 b’. Consideremos ahora la identidad

// exp(—(x —owa)*(x —oa)/20)dxdx™ = 2nt0 (3.8)

donde las integrales se realizan sobre un par arbitrario de curvas Cy C sobre el
plano complejo, de manera que C = (C)*

La identidad (3.8) es vélida incluso en el caso de que a sea un operador acotado,
que expresa simplemente la invarianza de la medida dx respecto a translaciones
arbitrarias. Esta identidad nos permite reescribir

[] exp(—ax) exp(—x*x/(20))dxdx*

exp(oca?/2) = Y-

(3.9)

que también es vélida en el caso de que a sea un operador.

En nuestro caso, nuestro operador a exponenciar es una suma de términos
cuadraticos, que en general no conmutan. Podemos sin embargo reescribir exp(—H)
como

exp(—BH) = exp(—BH/n) - ... -exp(—BH/n) (n factores) (3.10)

a orden /n, podemos factorizar cada exponencial como
exp(—BH/n) ~ [, exp(—pv*Q?/n). Usando la identidad (3.9) en cada uno de
esos factores, obtenemos, a orden 1/n

Q

exp(—pH) ~ [[[Texp(LoGl0) (3.11)
=1 «
ﬁfem(—% “Qu + hc.) exp(—E P2y agua(gr )

1 J exp(— By agea (o)

(3.12)

%

En el limite de n — oo (para operadores Q acotados y B < o0), la aproximacién
es exacta. Pero en ese limite, el miembro derecho define la integral funcional

> oot
/Tg_ fol8 ‘Pa(T)QadTe— foﬂ “;;L,x)zdrrqu = lim ﬁ fexp(_égbi‘an) eXp(—ém)dgbf‘
n—oo 3 fexp(—g%)d(l;f‘




(3.13)
donde se identifica dT = B/ny T = if/n, y la medida D¢ definida por
n

DO = lim [ (2 det(V)/B) " deprd(9¥)* (3.14)

n—00 -
i=1

Es facil ver que esta medida satisface la Ec. (3.5) y es invariante ante transforma-
ciones ortogonales generales de ¢;.

Consideremos finalmente el caso en que V no es definida positiva. En ese caso,
vamos a reescribir

DODP* = PPN DP*H) DD O PP+ O pp(-) pPp*(—)

donde ®) y &*() representan los campos asociados al subespacio positivo
(s = +), nulo (s = 0) o negativo (s = —).

La medida D®©)DP*(0) estd concentrada en ®* = & = 0, por lo que podemos
evaluar la integral sobre estos campos directamente.

La medidaﬁ)cb(_)l)q)*(_) debe redefinirse como D& D& ) de manera que
® = i® y & = i®* (observese que (P*)* = —(D)*)

Mediante este cambio en la medida, la integral funcional estara bien definida en
general.

_O_

La “magia” de esta transformacion consiste en que usualmente, los operadores Q; pueden
agruparse dentro de sub-dlgebras cerradas Q,;, de manera que

[Quir Qujl = 15C, ,Qnj (3.15)

Esto ocurre cuando el espacio de Hilbert del sistema es un espacio producto, o sea, en un
sistema de particulas. Cuando esto ocurre, el operador U (Ec. (3.6)) queda factorizado en
un producto directo de operadores locales:

ue] = Quie")] (3.16)

. B .
e = Te (- [ niglar) 6:17)
m[@Y] = Qi+ Qo (1) + (¢"(7)) " Qui (3-18)

De esta forma, logramos algo semejante a lo que se logra en la descomposicién de Schmidt
(2.8) discutida en el capitulo anterior, pero con un estado mezcla: esto es, escribir el estado
del sistema compuesto como una combinacién lineal de operadores producto directo. Sin
embargo, a diferencia del caso de la descomposiciéon de Schmidt, donde los términos de
la descomposicién eran estados puros, los U; no son estados, ya que en general no seran
siquiera operadores hermiticos. Sin embargo, esta representacion nos habilita a realizar de
forma transparente diversas operaciones locales, por ejemplo:
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Construir trazas parciales. El efecto de tomar la traza sobre ciertos subsistemas i
se reduce a remplazar cada componente U;(®') por su correspondiente traza. Una
estimacion de estas trazas puede usarse luego como funcién de peso para evaluar
una estimacién de p;

La operacién “transpuesta parcial”, necesaria para calcular la negatividad del estado,
se realiza en esta representacion mediante la conjugacién de los campos y observables
locales, y la inversién del “orden temporal” local.

Este tipo de construcciones se encuentran actualmente bajo investigaciéon. En esta tesis,
usaremos esta representacion integral para construir aproximaciones a los estados de los
subsistemas. Si bien la evaluacién de la integral en general no admite una forma exacta,
podemos aproximarla mediante varios métodos. Mencionemos algunos de ellos en partic-
ular:

Evaluacién numérica mediante Quantum Monte Carlo [30, 52]. En esta representacion,
Quantum Monte Carlo se reduce a una simple integracién Monte Carlo multidimen-
sional. La forma Gaussiana de la funcién de peso permite implementar con facilidad
y eficiencia este tipo de aproximaciones, si suponemos que los elementos de U; (o al
menos su traza) varian suavemente dentro del soporte efectivo de la integral.

Evaluacién en la “aproximacién gaussiana”# de la funcién de particién asociada.
Tomando traza sobre todos los U; construimos una representacion de la funcién de
particiéon Z, evaludndose la integral en la aproximacién gaussiana. Esto da origen
a varios métodos de aproximacién que discutiremos més adelante. A partir de una
aproximacién de Z, podemos obtener estimaciones de los valores medios de observ-
ables locales y correlaciones usando las relaciones (3.2).

Evaluacién como una “integral de camino estatico correlacionada”[26]: Esta aproxi-
macién consiste en separar las variables de integracion en “estédticas” y “dinamicas”.
Las variables dindmicas se integran en la aproximacién gaussiana mientras que las
“estdticas” se integran luego exactamente. De este modo se obtiene una aproximacién
que reune algunas de las ventajas de una integracién Monte Carlo (teniendo en cuenta
diferentes configuraciones con peso similar) junto con las de la aproximacién Gaus-
siana (simplicidad del tratamiento, reduccién del costo computacional y aspecto evi-
dente de algunas propiedades analiticas del sistema).

Evaluacién por medio de una “bosonizacién”. El operador U puede ser evaluado ex-
actamente si los operadores Q,; cierran algebras bosénicas [Qi, Quj] = 0, [Qui, Q:;j] =
1,1 1;;. De esta manera, si podemos construir un mapeo aproximado del dlgebra de los
Qui a un algebra bosonica, la integral puede ser evaluada hasta segundo orden. Por
medio de una bosonizacién, se pueden estimar tanto observables locales como correla-
ciones globales cualesquiera de forma eficiente, via el teorema de Wick. Este esquema

4 La aproximacién gaussiana consiste en estimar la integral [ f(x)dx por f(xo)det(M)~'/2, donde xq es un
extremo de f(x) < f(xo) y M es (menos) la matriz “hessiana” de In(f(x)): In(f(x)) = In(f(x0)) — (x —
x0) ™M (x — x0) + O((x — x0))
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tiene la ventaja de darnos un modelo tratable analiticamente del comportamiento del
sistema.

El primero de estos caminos corresponde a una aproximacién completamente numérica
y no serd estudiado en este trabajo. Sin embargo, a modo ilustrativo, en el Apéndice B,
Sec. B.3 se analizara el caso sencillo de un par de espines 1/2 a fin de comparar tanto
resultados como aplicabilidad del método. En el Cap. siguiente discutiremos el segundo y
tercero de estos caminos, que seran aplicados a sistemas de espines en el Cap 5. Finalmente,
el tratamiento bosénico sera discutido en los capitulos 6 y 7.






Parte 11

Métodos tuncionales y entrelazamiento de pares
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4 LA APROXIMACION CSPA

En el Capitulo anterior presentamos algunas de las técnicas posibles que se pueden desar-
rollar a partir de la representacién de Hubbard-Stratonovich. En este capitulo analizaremos
en detalle una de ellas: la Aproximacién de camino estético correlacionado (Correlated Stat-
ic Path Approximation) (CSPA).

Si s6lo estamos interesados en evaluar algunas correlaciones de pares y observables lo-
cales, una posibilidad es tratar de aproximar la funcién de particiéon Z del sistema (Ec. (3.2))
y recuperar los observables de interés via derivacién respecto a ciertos acoplamientos en el
Hamiltoniano, usando la Ec. (3.2). Una vez obtenidos los observables, es posible reconstruir
el estado del subsistema por medio de técnicas de tomografia de estados [15]. Evaluando
la traza de la expresion (3.4) obtenemos

z = [Dlp)zlp(r)]e 2 H oV o0 con (4.1)
zlg) = [1zly (42)
Por medio del cambio de variables

$(T) = o + 2 e Tp, @, =2mn/p
n##0

que no modifica' la medida D¢, podemos reescribir la Ec. (4.1) como

Z = dernv/ gy [ ZigilClyole 0 Wiy 43)

Clgol = / 2190 + Eto "T]e—%ﬁzmnv—%m’% (4-4)

Z[¢o]

donde en la segunda linea, la medida D’¢, viene dada por

[T det2nv/B)~"2dpn
n##0

A las frecuencias @, se las conoce como “frecuencias de Matsubara”. El integrando en la
definicién de C(¢y) (Ec. (4.4)) puede desarrollarse en serie de potencias alrededor de una
dada configuracion estética de ¢ = ¢.

Una primera aproximacién consiste en este factor con valor 1 para cualquier configu-
racion de los campos estaticos. En este limite obtenemos la llamada Aproximacién de

Los campos auxiliares ¢(7) estdn definidos en el intervalo semiabierto [0, 8), por lo que pueden ser expandi-
dos en cualquier base completa de funciones sobre ese dominio. En particular, podemos escoger una base
completa de funciones periédicas en el intervalo cerrado [0, A].
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caminos estédticos (SPA), que es la funcién de particion asociada al estado separable de
la forma

-1/2
Psep = (det(zgpr)) /Z(¢0)p(¢0)d¢0 (4-5)
Zopa = (det(27BV))~1/2 / Z(¢)deho (4.6)

donde p(¢o) = exp(—BpyQu)/tr [exp(—BPyQu)] y Z(¢o) = exp(—BF[¢o]), con

1
Flgo] = ¢6(Qu)p(go) + 580 V' ¢0 + B tr [o(g0) log p(g0)] ,

la “energia libre de Hartree” del sistema. Para sistemas formados por muchas componentes
y fuera de las zonas criticas del sistema considerado, F[¢p] tiene un minimo muy pronun-
ciado si ¢y es una solucién de campo medio (Ver Sec. B.2.1). La evaluacién directa de
esta integral, cuando es posible, permite introducir correcciones a los observables de cam-
po medio, que pueden ser importantes en sistemas pequefios, o dentro de una zona de
transicién de fase. Sin embargo, por ser esencialmente una mezcla estadistica de estados
separables, es incapaz de dar cuenta del entrelazamiento entre sus subsistemas?.

4.1 CJ[¢] en la aproximacion RPA

A partir del desarrollo perturbativo de la exponencial (Ec. (B.8b)) obtenemos, hasta segundo
orden en los campos ¢

Zlg) _ B
Zigy) — LILTexp(=50iR(@ui@u)gn+ O%(pu) 47)

donde R(¢y, w) es la matriz de curvatura
Ri(gow) — 1 ¥ (Pr; = Pre ) kil Quil k) (ki Quil ki)
. O, — .
: o Mg = Mg + @

(4-8)

siendo |k;) es el autovector del Hamiltoniano local k;[¢o] = 4)6014 Qi)u (Ec. (3.18)) con auto-
valor Ay;, v pyi es la probabilidad de ocupacion de |k;) en el sistema local, dada por 3

pri = (ki exp(—Bhi[go])|ki) /tr [exp(—PBhi[¢o])] -

Eventualmente, bajo una particién del sistema distinta a la que elegimos para construir la aproximacién, la
expresion (4.6) e incluso campo medio, potencialmente podrian dar cuenta de algtin grado de entrelazamiento.
Otro caso en que la aproximacién podria tener en cuenta el entrelazamiento del estado en alguna medida
se da cuando tenemos en cuenta las integrales sobre modos repulsivos: en ese caso, el integrando ya no es
necesariamente hermitico, aunque si lo es la integral. En la aproximacién de campo medio, esto se refleja en la
aparicion de soluciones complejas de las ecuaciones de campo medio, que naturalmente serian degeneradas.
Sin embargo, estos efectos tienden a anularse con el tamafio del sistema.

En lo que sigue, vamos a asumir que h;[¢p] es siempre un Hamiltoniano hermitico, suponiendo que elegi-
mos adecuadamente los contorno de integracién, dentro de la zona “grande” respecto del soporte efectivo
de las integrales estaticas. De esta manera, Ay; son siempre cantidades reales y 1 > py; > 0 son siempre
probabilidades.
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En esta aproximacién, la integral en la Ec. (4.4) se reduce a una integral Gaussiana. Defini-
mos entonces 4

Crpa ((P()) = H det (1 — VR(QD(), i@n))_l/z . (4-9)
n#0

Si en la Ec. (4.3) hacemos el reemplazo Cl¢g] — Crpa[¢o], Obtenemos la aproximacioén
conocida como CSPA, también conocida como CSPA+RPA [24, 25, 53, 54]:

Zcspa = det(27TV//3)_1/2/Z[ti)o]CRPA[%]e_%ﬁ%V14’°d¢0 (4.10)

El rango de validez de esta aproximacion estd limitado a las situaciones en que Crpa(¢po) >
0 para cualquier configuracion de los campos estaticos. Generalmente, esta condicién se
satisface por encima de una “temperatura de ruptura” T*, generalmente baja, tal que la
Ec. (4.10) es aplicable a T > T*. Normalmente, T* es menor que la temperatura critica
de ciertas transiciones de fase, por lo que, en esos casos, esta aproximacién nos permite
obtener resultados muy precisos en torno a esas transiciones.

Para evaluar Cgrpa(¢), observamos que el determinante en la Ec. (4.9) es un cociente de
polinomios en i, de igual grado (a lo sumo, igual a };d;(d; — 1), con d; la dimensi6n del
espacio del i-ésimo espacio de estados ), que puede escribirse en forma factorizada como

det (1 — VR(¢o,w)) = H;‘L}z—:fj (4.11)

siendo « un indice que etiqueta pares de autoestados distintos de los diferentes Hamiltoni-
anos locales (|k;), |k;>), Ay la energia de la transicion y w, las correspondientes raices de la
ecuacion

det (1 — VR(¢p, wy)) =0 (4.12)

que se conocen como frecuencias RPA generalizadas®. Las w, serdn entonces funciones
implicitas de los campos qbo. En funcién de las w,, podemos reescribir Crpa(¢o) como

—i2nN/B wq sinh(BAy/2)
Crra(90) 1;[}:[0 — 27N/ B HA sinh(Bwa/2) (413)

donde usamos la identidad de Euler®. Estas expresiones son muy sugerentes: Crps puede
expresarse como

Caps = ZLTT 2
RPA anwa

El subindice RPA hace referencia a que, como veremos después, esta aproximacién estd fuertemente rela-
cionada con la Aproximacién de fases al azar (Random Phase Approximation) (RPA) introducida por Bohm
y Pines [27]. Conceptualmente, ambas aproximaciones estdn basadas en la idea fisica de “desacoplar” las
fluctuaciones cudnticas de pequefia amplitud de las fluctuaciones estadisticas de cantidades “macroscépicas”
asociadas al comportamiento térmico del sistema.

Estas frecuencias se reducen a las energias de excitacién colectivas RPA del sistema cuando ¢ es una solucién
estable a las ecuaciones de campo medio.

La identidad de Euler [T (1 — (a/(27n))?) = Sina(%Z) se prueba observando que ambos miembros son
funciones enteras en el plano complejo, con los mismos ceros y que valen lo mismo para a =0
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donde Z; y Z¢ son las funciones de particiéon de dos sistemas bosénicos con Hamiltonianos
cuadréticos, uno con energias de excitaciéon A, y otro con energias de excitacion w,. Volver-
emos a este punto més adelante. A temperaturas bajas, cuando ¢ no es una configuracién
estacionaria para la energia libre, w, puede volverse eventualmente una cantidad compleja.
Sin embargo, esto no compromete necesariamente la positividad de Crps. De hecho, Crpa
serd siempre positiva en general si w? + 271/p% > 0. En el caso en que podamos suponer
que todas las frecuencias son reales, es posible construir una representacién integral de
Crpa(¢o) [55], sin resolver explicitamente la Ec. (4.12):

log(Crpa) = fclnsinh(ﬁz/Z)aa—zlndet(l — R(¢o,z))dz (4.14)

para un contorno cerrado C que separe en dos regiones distintas a los semiejes positivo real
y negativo real. Para aplicaciones practicas, esto nos puede ahorrar una gran cantidad de
célculo.

Si nos interesa encontrar explicitamente las frecuencias, es posible formular la Ec. (4.12)
como un problema de autovalores. Si introducimos la notacién

Vo= (Kl Quilkl) = (Qi)* (4.15)
Ay = 18 (A — Ag) (4.16)
Py = 1§/(Pk,»_Pk;) (4.17)

R(¢g, w) se escribe como el producto matricial R(¢p, w) = Q(A — w)~'PQT. Via la identi-
dad de Sylvester”, podemos reescribir la Ec. (4.12) como

det (MA| = w -+ M(QIP[2)*V(QIP['/2)) = 0 (4.18)

donde, haciendo uso de que A y P son matrices reales codiagonales, y que A, > 0 < P, >
0, definimos M de manera que P = M|P| = ((MP)V2)* M(MP)/2y A = M|ATA|. La
Ec. (4.18) es la ecuacién que define los autovalores de la matriz

MH = M (|A]+(QIP[3)TV(QlP|?)) (4.19)

Esta ecuacion es completamente andloga a la que define el espectro de un Hamiltoniano
bosoénico cuadratico (ver Sec. 2.5). Veremos como esto motivard un esquema de bosonizacién
aproximada en el Cap. 6.

4.2 Aproximacion Gaussiana sobre las variables estaticas

Hasta ahora, asumimos que valia la pena evaluar las integrales sobre fodas las configu-
raciones estéticas exactamente. En realidad, muchas de las configuraciones sélo aportan a

7 La identidad de Sylvester para determinantes establece que det(1+ AB!) = det(1 + B'A) para cualquier par

de matrices rectangulares de la misma dimensioén.



nivel de la aproximacién Gaussiana. Si todos los ;][] son hermiticos sobre campos ¢g a
valores reales, la integral sobre D~ ¢ puede evaluarse siempre en esta aproximacién [56].
Ademas, si los extremos del integrando son aislados y bien definidos, podemos aproximar
directamente todas las integrales por punto silla. El resultado de esta aproximacién, que
llamaremos Aproximacién de campo medio corregida (Corrected Mean Field Approxima-
tion) (CMFA) resulta ser

At ) . . .
Zomra = ) exp (—gfl’((;) V_1<P(()l)) Z(96")Co(94)Crea (94, (4.20)
donde (p(()i) son las (posiblemente miltiples) soluciones de las ecuaciones de campo medio
SFlo]  _ QD)) (_O(H) ) _
sori) ~ s \si@u) ~* ) = 421

que minimizan la energfa libre F[¢p] = — B! log Z[¢o] + ¢pTV~1¢/2. Co(¢) es el factor debido
a la curvatura en las direcciones estéticas, que viene dado por [5]

Co(p) = det[Vm]fl/z

a(PVja(PV/j/
= det[1+4 VR]1/2 (4.22)
R;’ji = R’;/Z.(<p,0) +
+p (Z pri (ki Quilki) (ki| Quilki)) — (4-23)
ki
—;Z%WMM%%MW%Mﬁ- (4.24)
i Kk

Las cantidades que intervienen en R tienen una interpretacion simple: si ignoramos el
término proporcional a 2, el determinante del término de la primera linea se reduce sim-
plemente a J], §*, que estd relacionado con las fluctuaciones cudnticas presentes en los

modos estaticos. El término proporcional a 2 estd relacionado con la fluctuacién de canti-
dades “clésicas”, en el sentido de aquellas que conmutan con el Hamiltoniano. A temper-
atura cero, los términos entre paréntesis se anulan exponencialmente con 8 (como lo hace
la dispersion de un observable cldsico), permaneciendo R(¢p,0) como tnica contribucién.
Cuando despreciamos estos términos, CMFA se reduce a la aproximacién de campo medio
con correcciones RPA ( Campo Medio (Mean Field) (MF)+RPA) o, por brevedad, RPA.

Ademds de proveernos de expresiones que no involucran integrales, lo que simplifica
la formulacion de resultados analiticos, CMFA, a diferencia de CSPA es estable incluso a
temperatura cero, lo que permite obtener resultados en ese régimen. En ese limite, la Ec.
(4.22) se reduce a [ [, wa/Ax.

En la vecindad de una transicion de fase, o cuando el estado de campo medio presenta
una simetria continua rota, Co(¢) se anula. En el caso de una transicion de fase, lo que
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ocurre es que F[¢g + 5¢] = Flpo] + O(5°¢) para ciertas variaciones de ¢. Por medio de un
cambio de variables (con jacobiano trivial) es posible separar las variaciones de los campos
en esas direcciones probleméticas del resto. Luego, podemos construir Cy sobre las segun-
das, e integrar exactamente sobre las primeras. De esta manera podemos tener en cuenta
las fluctuaciones “estaticas” de gran amplitud, propias de una transicién de fase. En el caso

de la ruptura de una simetria continua, F[¢o] es constante sobre una “superficie” definida

implicitamente por la condicién ag_([;p} = 0. Por medio de un cambio de variables global, es

posible desacoplar los modos cero de 92F/d¢? de las "variables intrinsecas". Podemos aho-
ra integrar sobre las nuevas variables intrinsecas en aproximacién de punto silla, teniendo
en cuenta ahora la presencia de un jacobiano asociado a la transformacién. Por la simetria
subyacente, el resultado de estas integrales es constante, por lo que la integracién exacta
sobre los modos cero sélo contribuye con un factor constante. La presencia del jacobiano
introduce ademas pequefias correcciones a la aproximacién de campo medio. Veremos mas
adelante que estas correcciones son relevantes s6lo en sistemas pequefios. Tanto en el caso
de simetrias continuas rotas como el una transiciéon de fase, una o varias w, se anulan en la
solucién de campo medio. En el caso de simetrias continuas rotas, estas frecuencias repre-
sentan los llamados “modos cero” o “modos de Goldstone” [25, 54]; dado que Crpa(¢o) se
mantiene finito (y no trivial) atin en presencia de frecuencias w, nulas, la Ec. (4.20) sigue
siendo aplicable asumiendo que se hayan desacoplado convenientemente esos modos de
Goldstone.

4.3 Sistemas con invarianza translacional
Consideremos ahora el caso de un sistema cuyos componentes son idénticos, esto es, tanto

los espacios de Hilbert (d; = d) como los operadores (Q,; = Q) en cada sitio admiten una
misma representacion, y cuyo Hamiltoniano sea de la forma [5]

1 .
H = ZbﬂQyi ) ZQyinV]ij (4.25)
con una interaccién invariante translacional
VIV = o (i — j), (4.26)

donde v"'(N — j) = vM(—j) para una cadena finita. En esta situaciéon puede ser conve-
niente reescribir la Ec. (4.25) como [5]

N-1
H=N["Qu—35 Y 0 (k)QuQu,—xl, (4.27)
k=0
donde 3(k) son las componentes de la representacion de Fourier (discreta) de v(j),

n—1 ) )
(k) = Y e PN (), (4.28)
j=0
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y similarmente, ka =nt Ejlil eiznkf/NQyj (tal que Q,j = Y e_iznkj/Nka). Asi, ViK' —
N1; ;9" (k) en la representaciéon de Fourier. Vamos a asumir que la solucién del corre-
spondiente problema de campo medio resulta en un canpo medio uniforme ¢ = ¢¥, tal que
(Qui)p = (Qu)g (Ec. (4.21)), que se reduce a

¢ ="(0)(Qu)g, (4-29)
una ecuaciéon de campo medio local efectiva, y que depende s6lo del acoplamiento to-
tal 9"(0) = ) ;0" (j). Nétese que en el espacio de Fourier las Ecs. (4.21) se vuelven

¢k = No"(k)(Q,, )¢, correspondiendo la solucién uniforme ¢#** = N1 de man-
era que (H)yp = N[B"(Qu)g — 39" (0)(Qu)¢(Qu)g). De esta manera, la matriz de cur-
vatura RPA (Ec. (4.8)) pasa a estar compuesta de bloques diagonales idénticos entre si,

R;Z = R‘;llf , implicando que en los nuevos operadores RZ’,‘(/ = N _1Rl’jlf y entonces,

(VR)Zlff/ =1, Koo (k)RY, diagonal en k. Asi, la Ec. (4.22) se factoriza como

. ‘BAIX
— H =10 0 _1 wa(k) Slnh 5
C(9) |k| det[1; 4 3" (k)rp, ] ng | 30)
a Sinh =5

con wy (k) las raices de la ecuacién RPA local
B —
det[1, + " (k)R (w)] =0
o equivalentemente, los autovalores de la matriz RPA local efectiva

Atm’(k) = Aadge + fﬂéQ}l,—ﬂéﬁyv(k) Qua

de dimension d(d — 1). C(¢) se reduce entonces al producto de n factores de correccién de
sitio individual con acoplamientos M (k).

Este resultado se mantiene para sistemas ciclicos D-dimensionales (por ejemplo, espines
sobre un toro), donde dado V#%J = v#(i — j), debemos remplazar las matrices d(k) (Ec.

(4.28)) por (k) = }_; e~ 271 kiji/Nip(5). Las correlaciones pueden obtenerse mediante la
Ec. (3.2), que dependerd sélo de la separacion i — j:

2 — i/ dInC
(QuiQuisi) = (QuplQlg + o LN EEEH). (431

k

De esta manera, el problema de evaluar los valores medios de un sistema con invarian-
za translacional se redujo a resolver una serie de problemas RPA locales. En el capitulo
siguiente veremos algunas aplicaciones a sistemas de espines.
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ESTIMACION DEL ENTRELAZAMIENTO DE
PARES EN REDES DE ESPINES

Hasta aqui los desarrollos se plantearon en forma completamente general. Vamos ahora
a aplicar lo discutido anteriormente a la evaluacién del entrelazamiento en estados de
equilibrio térmico en “redes de espin”. En este trabajo una red de espin consiste en un
sistema de espines (representaciones de SU(2)), cada uno con espin total s;, acoplados
entre ellos por interacciones de dos cuerpos, en un campo externo. Las redes de espines
constituyen una atractiva representacién escalable de qubits para explorar e implementar
esquemas de procesamiento cudntico de informacién [57-59] y pueden ser realizadas en
diversos sistemas fisicos. El Hamiltoniano de un sistema de esta clase sera de la forma

. 1 .
H = b"S i+ 525 VI""ISy; (5.1)

donde S,; son los operadores asociados a las componentes x,y,z del i-ésimo espin, s =
5 Y si es el “espin medio”, b" es un campo magnético externo y VI es, sin pérdida de
generalidad, una matriz simétrica de cantidades expresadas en las unidades del campo
magnético’.

Los formalismos CSPA y CMFA discutidos en la seccién anterior pueden aplicarse fécil-
mente a esta clase de sistemas, involucrando diagonalizaciones de matrices cuyo tamafio
escalea linealmente con el nimero de sitios en la red. Sin embargo, a fin de simplificar la
discusién, nos restringiremos a sistemas que ademads dos propiedades extra:

Invarianza translacional: s; = s y V¥V = vl (i — j) = v*'(N — (i — j)), b¥ = b# = cte
respecto de un conjunto adecuado de ejes. Veremos mds adelante como esta simetria
permite reducir enormemente la complejidad de las aproximaciones discutidas, lle-
vandonos en muchos casos a un tratamiento completamente analitico.

El campo externo es “transverso” a los acoplamientos. Esto significa que b* es un
autovector de v*V(i) para todo i. De esta forma, mediante una rotacion adecuada es
posible expresar estas cantidades como b* = b13* y vV (i) = o#(i)1*".

El Hamiltoniano de esta clase de redes sera de la forma
1 .
H= szzi + %Zsyiv’*(z —7)Suj (5.2)
i i,j

Esta amplia clase de sistemas comprende modelos bien conocidos como el modelo de Ising
1 — D y modelos XY con interacciones de primeros vecinos [60, 61], asi como el modelo

1 Se introdujo el factor 1 de manera que la interaccién no se anule en el “limite cldsico” independientemente
de la representacién de espin considerada.
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de Lipkin [8, 48, 62, 63], donde todos los pares se encuentran idénticamente acoplados.
Por simplicidad, vamos a considerar sélo el caso en que los espines locales son todos de
magnitud s = s; = 1/2, de manera que S,; = ho,/2, siendo 0, las matrices de Pauli
definidas en (B.25). Esto nos permitird evaluar el entrelazamiento de formacién entre pares
a temperatura finita en forma exacta. Ademads, en este caso la matriz densidad reducida de
pares es funcion de las correlaciones de pares y de los valores medios locales. Mas adelante
veremos como es posible extender estos resultados al caso de representaciones arbitrarias
del espin local.

La transversalidad del campo implica en general una simetria discreta en este tipo de
hamiltonianos: La simetria de “Paridad-Z". Esta simetria expresa el hecho de que el sistema
es invariante ante el cambio simultaneo en los signos de Sy y Sy en todos los sitios. Esta
simetria es generada por P; = []; e/™(5:/11/2) implicando (Sui) = 0, (5,iS;j) = 0 para
=X,y ]j#1iacualquier temperatura T > 0 y para cualquier autoestado no degenerado
de H. Un rasgo importante de esta clase de simetria es que se preserva en general para
cualquier subsistema de la red.

Nos interesa estudiar ademads sistemas con un nimero moderado o grande de compo-
nentes, de manera que el tratamiento completo CSPA se vuelve innecesariamente costoso
ya que, salvo en las zonas de transicién de fase, la integral exacta sobre los coeficientes
estéticos difiere muy poco de su aproximacion gaussiana. La formulacién CMFA permitird,
a la vez de mantener los costos computacionales al minimo, obtener una serie de expre-
siones cerradas para el comportamiento del entrelazamiento en estos sistemas. Al final
del capitulo, analizaremos con detalle el caso del modelo de Lipkin, donde mediante una
aproximacién adecuada es posible ademds, reducir el niimero de campos relevantes a in-
tegrar en CSPA a una cantidad facilmente manejable, lo que nos permitird comparar los
resultados con la aproximacién CMFA.

5.1 Tratamiento RPA para sistemas de espines con invarianza
translacional

Cuando el Hamiltoniano (5.2) admite una solucién de campo medio uniforme, las Ecs.
(4.29) que lo determinan se reducen a

¢ = oh " tanh 10A, (5.3)

donde 9} = ) ok (jle 2k, A = Y (gt —bt)2 y bt = (0,0,b). Vamos a enfocarnos

en el caso anisétropo atractivo 7; > |z7g], 05 = 0, donde la solucién de minima energia
corresponde a ¢V =0y

1. ¢ = 0 (solucién normal), vélida para |b| > b, = 5 — 050 T > Tc = h|b|/In
|b| < b, donde ¢* = —7F tanh % BhA, o, en otro caso

bet|b|
1
bc_|b| S

2. ¢x~;/j;\¢x\ # 0 (solucién degenerada de simetria rota ), donde A = 7 tanh %ﬁh)\, P* =
_vo Ce
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El tratamiento CMFA involucra aqui s6lo diagonalizaciones de 2 x 2 con una uinica energia
RPA para cada valor de k, de manera que el tratamiento se vuelve completamente analitico:

BiA

Zem = o NP1 L0 (83 »(2 coshzﬁh)t NH o%, (5.4)
donde, definiendo 7y, = ¢ = tanh % BhA,

we = M= foL /0 - F(255+ 235 /A, (5.5)

¢ = ! . (56)

0 'szk‘i")/ka) kavk
\/ ﬁ(l f ) A=£( 'szf“")/x )
La correlacion de espin a,; = (5,;S,, 1+]->h_ puede evaluarse como

1 Jdln ZCMF

. S, \2h2 .
"W = NRE aor) Wgh ™"+ &y (5.7)
donde (S.)p = Iy,uf y o = NLﬁh Yy 27/ N alrg_ck(qa) La matriz densidad reducida de dos
sitios en la base estdndar puede recuperarse entonces como
p]+ 0 0 (Xx]' - Déy]'
1
P 0 70 afj + oy 0 ’
AT 0 Nyj+ Kyj g — Kzj 0_
“xj — Dcy]' 0 0 p]

donde p]i = 1+ a;;+(S;)/hy (S:) = —p'9InZ/9b. Este estado es precisamente de la
forma (2.34), por lo que el entrelazamiento de pares puede ser evaluado en forma cerrada
en términos de concurrencias C*, que a su vez son funciones de los coeficientes de Piit -

Noétese que C]-i < 0 (Ecs. (2.36)~(2.37)) a nivel campo medio (a; = (Sy)é/hZ).

Concurrencia para campos intensos

Examinemos primero la concurrencia para campos intensos b > b., donde la solucién
de campo medio es siempre normal (y uniforme) y el estado fundamental es el estado
completamente alineado, mas pequefias correcciones. La Ec. (5.5) se vuelve

= Al fE - 1p0S 1O L o((rayh) 58)

donde A = b+ fv,, 07 = (o7 £]), y hemos asumido que 0" (j) = O(v). En este régi-
men la concurrencia exacta del estado fundamental puede ser s6lo paralela. Hasta orden
O((v/A)?), las Ecs. (5.7)—(5.8) a temperatura T = 0 llevan entonces a

(), X o (G—io-() | XFH 02 ()
S e S v BTV (59)
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donde v (j) = (v°(j) £ vY(j))/2. Asi, los pares conectados por v_(j) exhibirdan en este
limite una concurrencia paralela de primer orden en v/ A, mientras que aquellos no conectados
pueden atin exhibir concurrencia paralela de segundo orden en v/A si estdn conectados
por la convolucién de vy con v_. Esto implica que para una interaccién anisotrépica de
alcance L (v4+(j) = O paraj > Ly v_(L) # 0) el alcance de entrelazamiento a T = 0 para
|b| > b, puede ser a lo sumo dos veces el alcance de interaccion. Una comparacion con la teoria
de perturbaciones exacta indica que para campos intensos, la Ec. (5.9) es en realidad exacta
para cualquier N hasta el primer orden no nulo. Por ejemplo, en el caso de primeros vecinos
XY 0¥ (j) = v¥(6j1 + 6jn—1)/2, con v* = 0, la Ec. (5.9) lleva a C].+ =0sij>2y

T L e | (A e L))
C=—- G = 412 ’

(5.10)

con vy = (v¥ +v¥)/2, lo cual coincide, hasta orden O(v/b) y O(v/b)? respectivamente,
con el resultado exacto de la concurrencia obtenido a través de la transformacién de Jordan-
Wigner (ver Apéndice A). Asi, en este limite habrd concurrencia O(v/b)? entre segundos
vecinos si vy | > |v_].

Para T > 0, las principales correcciones térmicas a (5.9) vendran de la reduccién en la
contribucion de campo medio de (Syﬁb a ayj, llevando a

Cf(T) ~C(0) — 2e P, (5.11)

para temperaturas suficientemente bajas tales que C;r (T) >0,donde A =b+v,y C;r (0) es

; i las que
llevaran a términos de orden maés alto en v/A. De (5.11) podemos estimar la temperatura

limite para concurrencia de pares a campos intensos,

el valor a T = 0 (5.9). Hemos despreciado en (5.11) las correcciones térmicas a «

T ~hA/In[2/C(0)], (5.12)

la cual crecerd a lo sumo linealmente al aumentar b (Tj+ ~ (’)(%)).

Campo factorizante

Asumamos ahora un alcance de interaccion comun tal que v*(j) = r(j)v*, con };r(j) = 1
(0 = o#). Las cadenas anisotrépicas con v* < ¥ < v¥ y r(j) > 0 exhibirdn un campo

factorizante [4, 7, 28, 29]

bs = \/(vx — %) (vY — v%) < b (5.13)

donde el estado de campo medio degenerado con simetria rota se vuelve un estado fun-
damental exacto y C; se anula para valores grandes de N[7], cambiando de antiparalelo
(|b| < bs) a paralelo (|b| > bs). Se verificaquea T =0y b = b, (x;]. = 0 paraj # 0 en (5.7),
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implicando C].jE = 0Vj > 0 también en CMFA. La expansion de wy alrededor de b llevan a
T = 0 en realidad a

y beb—b b—b\?
C

donde 1 = ¥ e~ 27k (), implicando, hasta términos (’)(b;xbs ),
bsb—1b
+ .S 5
C] ~~ :t’)/] bc Z)x 7 (5'14)
1 e27kj & O i
Y= N - W—ﬂ;{)(ﬁ) (), (5.15)

donde " (j) = Y;r(j —i)r™ (i) (m > 2) denota la m-ésima convolucién de r(j). Para
cualquier acoplamiento de alcance finito satisfaciendo r(j) > O paral < j < Ly 0sino, la
Ec. (5.15) produce 7; > O para j = 1,...,n. Por lo tanto, CMFA predecird en este caso entre-
lazamiento de alcance completo en la vecindad inmediata a bs, con C; cambiando de antiparalela
a paralela cuando b cruza b, lo cual estd de acuerdo con el resultado general exacto [7].
La pendiente de C].i(b) a b = bs no es, sin embargo, exacta necesariamente en CMFA. En el
capitulo 8 se analizard con detalle el comportamiento exacto del entrelazamiento en torno
al campo factorizante, de forma que podremos confirmar estas predicciones.

Comparacion con resultados exactos en cadenas finitas

En las Figs. 1-2 se muestran algunos resultados ilustrativos para acoplamientos anisotrépi-
cos XY (v*(j) = 0) con diferentes alcances en funciéon del campo transverso. Consider-
amos primero en la Fig. 1 un acoplamiento de largo alcance de la forma v#(j) o v*/|j|*
para 1 < |j| < N/2, con 3 = v > 0, donde los resultados para el estado fundamen-
tal exacto para N = 18 espines fueron obtenidos por diagonalizaciéon directa. Hemos se-
leccionado una anisotropia x = vY/v* = 1/2, caso en el cual el campo factorizante es
bs = \/xbc =~ 0,71b,, siendo b, = v*. Como es predicho por la CMFA, en b = bs se ve que
la concurrencia exacta desaparece para todo «, alcanzando siempre un alcance completo en
su vecindad (para N finito el resultado exacto es en realidad exponencialmente pequefio
en el limite T = 0, con limites laterales finitos independientes de « y j dados por [7]
Ct=(1- X)% en b = bs, con C* ~ 0,002 para N = 18 y x = 1/2, no predicho
por CMF). El caso &« = 0 corresponde al modelo de Lipkin [63], donde v*(j) = v*/(n —1)
y ﬁZ = v*(ndg —1)/(n — 1). En este caso C].jE = C* V j, con C* < 2/n [64] debido a la
propiedad de monogamia [65]. El resultado CMFA es aqui es muy preciso para todos los
valores de campo lejos de b., dando el resultado exacto para la concurrencia reescaleada
¢ = NC para grandes valores de N [8].

Al aumentar &, CMFA se mantiene preciso para campos intensos b 2 1,5b., donde la
concurrencia es descripta correctamente por la Ec. (5.9), esto es, C; « (v-/b)/|j|*. Para a
suficientemente grande, la Ec. (5.9) predice en realidad una débil reentrada de la concurren-
cia C; para campos intensos y separaciones j grandes, ya que el ultimo término de segundo
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Exacto

b/b. b/b.

Figura 1: Comparacion entre los resultados exactos (lineas azules) y aquellos obtenidos por CMFA
(lineas naranjas) para la concurrencia C; entre pares de espines con separacion j, en funcién
del campo magnético transverso b, para acoplamientos de largo alcance XY v/ (i — j)
o /]i —j|% con x = vy/vy = 2y N = 18 espines. Las concurrencias se anulan en el
campo factorizante b; = ,/xb., donde b, = v, denota el campo critico de campo medio.
El recuadro representa la reentrada para campos intensos de la concurrencia de pares
distantes en el caso & = 2.

orden en (5.9) serd negativo y mayor que el término de primer orden para campos no
tan intensos si j es suficientemente grande. Esta reentrada es confirmada para separaciones
grandes, como se ve aqui para &« = 2 (recuadro del panel inferior derecho de la Fig. 1). CMFA
pierde precision para campos bajos |b| < b, aunque el resultado para a < 1 sigue siendo
cualitativamente correcto para |b| < bs, donde su precisiéon aumenta con la separacién j .
Notese también que para & < 1 obtenemos para N = 18 concurrencia de alcance completo
para todo valor del campo, mientras que para « = 2, la concurrencia se vuelve de muy corto
alcance (j < 3) para campos bajos, siendo no nula para j grande sélo en la vecindad de b;
0 a campos muy intensos, esto es, donde la concurrencia entre primeros vecinos se vuelve
pequefia, de acuerdo con la propiedad de monogamia. Este comportamiento es cualitati-
vamente reproducido por CMFA. Finalmente mencionemos que para & = 2, los resultados
para los primeros pocos C; se mantendrdn estables al aumentar N ( ya que la serie };1/j*
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es en este caso convergente), manteniéndose aquellos de CMFA cercanos a los mostrados
para N = 18.

b/b. L

Figura 2: Resultados para acoplamientos XY de alcance finito para la misma anisotropia y = 1/2.
Los paneles superiores representan las concurrencias para el caso de acoplamientos de
primeros vecinos (L = 1) y N = 100 espines, en funcién del campo magnético transverso
a T = 0 (izquierda) y como funcién de la temperatura a diferentes campos fijos (derecha).
El recuadro representa la correlacion de espin (5,1Sy2) (en unidades hz) a T = 0. Abajo:
Resultados para alcance de interaccién L y acoplamientos constantes (v# (i — j) o« o# si |i —
j| < LyO0sino)para N = 18 espines a T = 0. El panel de la izquierda correspondea L = 3
(acoplamientos hasta terceros vecinos) mientras que el panel de la derecha representa la
concurrencia C; en funcién del alcance de la interaccion L a campos débiles fijos.

La Fig. 2 representa algunos resultados para acoplamientos de alcance finito, es decir,
vk(j) = 1v#/L para |j| < Ly anuldndose en caso contrario (tales que @) = ov/), con
la misma anisotropia. Para acoplamiento de primeros vecinos, que corresponde al limite
a — oo del caso anterior, los resultados exactos para N y T finitos pueden ser obtenidos
con la transformacién de Jordan-Wigner [60] mads la proyeccién de paridad [7]. Se confirma
nuevamente que CMFA es preciso para campos grandes tanto para j = 1 como para j = 2
(Ec. (5.10)), mientras que para |b| < b, presenta s6lo un acuerdo cualitativo (aunque con
predicciones correctas como el alcance completo de entrelazamiento en la vecindad de bs),
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siendo atin confiable para observables estdindar como las correlaciones de espin a,q lejos de
bc (recuadro en el panel superior izquierdo). El comportamiento térmico de C; es también
correctamente descripto por CMFA lejos de b;, como se ve en el panel superior derecho ,
donde los resultados exactos confirman el incremento en las temperaturas limites Ty y T
para campos grandes, como es predicho por la Ec. (5.12).

Sin embargo, la exactitud de CMFA a campos bajos mejora tan pronto como el alcance L
de la interaccién aumenta, esto es, como el cociente v#(j)/v" disminuye. Por ejemplo, los
resultados para b/b. = 0,1 mejoran significativamente ya para L > 2, como se ve en el
panel inferior derecho, mientras que para L = 3, CMFA parece proporcionar una imagen
general correcta excepto en la vecindad de b (panel inferior izquierdo). En particular, se ve
que el alcance de la concurrencia para campos grandes es nuevamente el doble del alcance
de la interaccién, en acuerdo con la Ec. (5.9) (en realidad, para j = 6 tanto el primer como
el segundo orden en la Ec. (5.9) se anulan para y = 1/2y L = 3, y la expansién hasta orden
O(v*/b)? es requerida, C4(b) siendo atin positiva tanto en CMFA como en los resultados
exactos). La separacion de las concurrencias C; para j = 1,2,3 es también un efecto de
segundo orden.

5.2 SPA y CMFA para el modelo LMG

En esta seccién veremos el resultado de implementar la CSPA completa en un caso en que la
complejidad computacional es minima: el caso del modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG),
caracterizado por la invarianza ante permutaciones de los espines, a fin de comparar estos
resultados con los obtenidos mediante la CMFA. Este modelo es particularmente importante
por varios motivos. A los efectos de discutir la aplicacién de CSPA, el principal motivo es que
es tratable en forma exacta, de manera que se pueden obtener expresiones analiticas simples,
tanto para su funcién de particiéon como para la concurrencia de pares, que se presentardn
en el Apéndice A. Ademds, como veremos luego, esta clase de sistemas presenta una rica
estructura de fases, que incluye un comportamiento no trivial del entrelazamiento con la
temperatura: para ciertos valores de los parametros, el entrelazamiento del estado aumenta
con la temperatura.

El modelo LMG consiste de un arreglo simétrico de N espines completamente conectados
(simplex) con acoplamientos en general anisotrépicos XYZ sumergido en un campo mag-
nético transverso. Este es un modelo resoluble aunque no trivial, que exhibe una transicién
de fase cuantica a T = 0. Este ha atraido un renovado interés en afos recientes, habiéndose
utilizado para describir diversos sistemas fisicos como arreglos de junturas Josephson [66]
y condensados de Bose Einstein de dos modos [67]. Sus propiedades de entrelazamiento
a temperatura cero fueron analizadas con detalle en las referencias [63, 68—70], donde fue
mostrado en particular que la concurrencia de pares exhibe un rico comportamiento cuando
es escaleado apropiadamente, con un méximo en el campo critico en el caso ferromagnéti-
co y un decrecimiento suave para campos grandes [70]. En lo que sigue describiremos la
solucién general del caso XYZ, asi como el comportamiento del entrelazamiento de pares
a temperatura cero y temperatura finita, para el caso de un sistema de N espines 1/2.



El Hamiltoniano es

1
H = b 21 Siz ~ N7 ; 0" SixSjx + Y83y Sy + 0751552 (5.16)
i i#j

donde S; denota la componente y del espin en el sitio i (en unidades 7). El escaleo 1/N
de las constantes de acoplamiento asegura que todas las energias intensivas se mantengan
finitas en el limite N — oo y v, finito. Se asume ademads, sin pérdida de generalidad, que
|oy| < [vx| y b > 0. Vamos a considerar aqui el caso atractivo v, > 0 (con [vy| < vy). La
matriz de interacciéon V es en este modelo una matriz constante, salvo por los elementos
diagonales, que, segtin la prescripciéon de la seccién anterior, deberian ser cero, a fin de
reducir la norma L? de la matriz de interaccién, y asi optimizar la aproximaci(’)n. De es-
ta manera, V tendria dos modos distintos: uno asociado a k = 0, UO( —1)/N,y N—-1
modos degenerados v, = —v, !'/N. En el presente caso, vp > 0 y los modos degenerados
corresponden a modos repulsivos. En el caso de espin 1/2, es posible incluir términos de
auto interaccion arbitrarios que s6lo modifican al Hamiltoniano en una constante aditiva.
Esto nos permite completar V de forma de que sea una matriz verdaderamente constante,
compensando estos términos con un término constante Y vg /(4N). De esta manera, V es
corregida en términos O(1/N), respecto de la elecciéon 6ptima (en el sentido de la conver-
gencia de la serie perturbativa de 7 exp(— [ h(7)dT)). Esto no tiene mayores consecuencias
en el limite de N grande, y nos da un estupendo beneficio: Todos los acoplamientos aso-
ciados a los modos repulsivos se anulan. De esta manera, el tratamiento CSPA requerird
integrar solo sobre las configuraciones uniformes estdticas, asociadas al modo colectivo
atractivo.

5.3 (CSPA para el caso XYZ

La funcién de particién en la aproximacion CSPA es en este caso de la forma

Nﬁ (r) sinh[1BAA(r)] 4
Zcspa = 4 | 47wy/ B smh[ﬂ%hw(r)]d T, (5.17)

donde, definiendo A =r —b = (x,y,z —b),

H(r) = (rﬂ+b1§)25,¢ (5.18)
Z(r) = trlexp[—pH(r)]]

= e_%ﬁzﬂ(Nr%‘/U“JrvP‘)[2cosh%ﬁh)t(r)]N, (5.19)
Ar) = (DA (5.20)
w(r) = [?Ai(l—fy/)(l—fy//>]1/z, (5.21)

fu = vytanh[%ﬁh/\(r)]//\(r), (5.22)
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conp’ <y, u', 4 # u.En(5.17) Z(r) es una funcion de particion de tipo Hartree mientras
que los restantes factores tienen en cuenta las correcciones cudnticas de pequefia amplitud,
con w(r) la dnica energia de RPA generalizada existente en el presente sistema.

En lo que resta del capitulo vamos a usar como medida de entrelazamieto la concur-
rencia de pares, que evaluaremos segun las expresiones (2.35-2.37), pero evaluando las
correlaciones &, a partir de la funcioén de particiéon CSPA (Ec. (5.17)). Mencionemos ademas
que, como todos los pares son igualmente entrelazados, el méximo valor que pueden al-
canzar C4 (Ec. (2.35)) en el presente sistema es 2/N [64] (por ejemplo, en el estado tipo
W, |SM) = |5, 5 — 1)) lo que implica que sélo la concurrencia escaleada ¢ = NC puede
mantenerse finita en el limite termodindmico N — co.

Campo medio + RPA

Para N suficientemente grande y lejos de las zonas criticas, vamos a integrar sobre todas
las variables r, incluyendo a 7y, en la aproximacioén de punto silla alrededor del minimo
del potencial de energia libre—T In Z(r), determinado por las ecuaciones autoconsistentes

”y:fy(”y_bu)r H=XYz. (5-23)

Esto lleva a la CMFA. Para un minimo aislado en r = rj, obtenemos

7 _ Z(ro) sinh 3 piA
CMEA ™= VT = {sinh 1 Bhw

(5-24)

20 20, P . . .

donde ¢ = 1 — det %[_NL&%LT—W]T(’) tiene en cuenta las fluctuaciones Gaussianas es-
taticas, A = A(rg) y w = w(ro). En (5.24), Z(rg) es la funcién de particiéon de campo medio
mientras que el dltimo factor es la correcciéon RPA propiamente dicha, la cual representa la
razoén de dos funciones de particién de bosones independientes: la de bosones con energias
w y la de bosones de energias A.

Para el presente Hamiltoniano Ecs. (5.23) implican que r, = 0 o que f, = 1 para y = x, y.
Para |v,| < vy y v, < vy, Obtenemos entonces los siguientes minimos:

1. Si |b] <b.y T < T.(b), donde

0.b/b,
1o 076 (525)

bC:vx_Uz, Tc(b) :h
In 75 7

el minimo corresponde a la solucién degenerada con simetria de paridad rota r =
(£x,0,z), para x # 0. En este caso A es determinada por la ecuacién f, = 1, esto
es,

A =0y tanh%ﬁh)\, (5.26)
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la cual depende s6lo de vy y T (A = vy a T = 0), mientras que z = —v,b/b. (indepen-
diente de T) y x = \/A? — v2b? /b2, el vinculo A > vy,b/b. lleva a la Ec. (5.25). Sobre
esta solucion, la frecuencia RPA (5.21) es

=0/~ £,)0~ £, (527)

con f, = vy /vy, y { = 3phvy/ cosh® 1 phA. Nétese que w — 0 para T — T.(b) (cuando
x — 0) 0 v, — vy (ya que fy, — 1), implicando la divergencia de (5.24) en esos limites.
El caso XXZ, que presenta una degeneracién continua serd discutido mds adelante.

2. Para |b| > b, 6 T > T.(b), el minimo corresponde a la solucién en la fase normal
r = (0,0,z). En este caso A = b — z es la raiz positiva de la ecuacion

A = b+ v, tanh[3BiA] (5.28)

con A =b+wv,aT =0. La frecuencia RPA sera

w=M/(1- )1 f). (5-29)

con fy = (1—b/A)v,u/vs, y { = 1phv,/ cosh® 1phA. Aqui w — 0 para T — T.(b)
(pues fx — 1) pero se mantiene finita para v, — v,. Esta es también la tinica solucién
Si Uy > Uy.

La correspondientes expresiones para los elementos de matriz (A.3)-(A.4) son

1 Nr 1 hoz
[XV - Z(N—l)(ZUZ - §+5U‘u)/ <SZ> - _(_+5b)’

coth 2/5?1)\ _ow coth 1

oy 3

con 17 = vy, b. El primer término en ay, (s;) es la contribucién O(1) de Hartree, mien-
tras que J; provee la correccion RPA que es de orden O(1/N), esencial para describir el
entrelazamiento.

Concurrencia CMFA

Las expresiones completas para la concurrencia (que en este caso es independiente del par
de sitios considerados) en la aproximacién RPA derivadas de las Ecs. (A.3)-(2.36) y (5.24)
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vienen dadas en la fase de simetria rota por las siguientes expresiones, en términos del
campo escaleado b = b/b,,

_ 1_)\2/7]% 1 w 1
Cy = — > +N_1{1—Ux_vycoth§[3hw[1+
{ (1—vy/vx)A2 % v e T
1-¢ A2 —02p? ) (1_€) 1-(3 g)hvx]}’ (5.30)
_ AY/0E PP 1 1-5
© = > tNoit o
Uy — 0 A2 /02 4 b2 4
- ycoth%ﬁhw[ 5 +1_€)\2(1—02/0x)]_
gZ
ol - -0 -
1+ 5% 1 Uy — Uy , )\2/0‘3(—1-52 1_}2
{I > +N—1( coth 5 Bhw > - )]
~b*(1+ 1200 o, 1Bhw)*}1/2, (5.31)

donde ¢ = %,Bhbc(l — ;‘—;) y A = tanh %ﬁh)\ Si b no es muy cercano a 1, podemos expandir
la Ec. (5.31) hasta orden O(1/N) como

C o~ 1 _;;2/05 n Nl_ 1{1 _ Ux— Uy coth%ﬁhw[%g_zgz
-] - - G- 0 ). (532)
Para i\ < 1, A/vy ~ 1 —2e P, con 1 — )‘—x ~~ 4o PMA,
Similarmente, en la fase normal obtenemos
S tan£12 3BhA Nl_ (1- ficci/fzx coth 1 +
zécothzﬁhwyzx:y f‘i/fz Z_Z i ﬁ) _
G E D ;—UTZ (5-33)

donde f, = vy tanh(1BhA) /A, { = 1pho,(1 — tanh® 1B7A) y A son determinadas por la Ec.
(5.28).
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Expresiones asintoticas para la concurrencia

Las expresiones completas para la concurrencia en la aproximaciéon CMFA son muy extensas,
lo que oscurece su interpretacién. Sin embargo, hasta términos de orden O(1/N) y para
temperaturas T suficientemente bajas, obtenemos

1 w
~ —(1—
1 Ux_vy
- —(1-—
¢ N—l(

en la fase con simetria rota (|b| < b.), donde

w 1= (b/b)? Uy =0
-0, \ 1-x = YT o0’ (5:36)

mientras que para la fase normal (b > b.), C_ <0y

1
— - (1-
C+ N—l(

coth Jphw) — 2~ Phox, (5.34)

coth %ﬁhw) — 2¢~ Pl (5.35)

w
M coth iBhw) — 2eB(b+vz) .
I—, coth 5 phw) — 2e , (5.37)

w _ b/b.—1 (5.38)
b+vz_vy b/bC_X. 5.3

Hemos usado en (5.34)—(5.38) los valores a T = 0 para A y w, siendo las correspondientes
correcciones térmicas de orden e #" = O(1/N) para temperaturas donde (5.34), (5.35) y
(5.37) son positivas, originando entonces términos O(1/N?) en C. Las Ecs. (5.34)—(5.37) se
vuelven cada vez mas precisas al aumentar N (coincidiendo en el limitede T — 0y v, =0
con las expresiones de la ref [70]) y pueden resumirse como

1— (12-)*! coth 1 phw
Ci~ T —2e7F1, (539)

con

con = vy, w = \/(1 — b2/b2)(A —0,)(A —v.) para |b| < bey A = b+0,, w = \/(A —v)(A —0y)
para b > b, aplicindose el resultado para b > b, sélo para Cj.

Para T — 0 (e P"* — 0, coth % Bhw — 1) C+ es completamente determinado para valores
grandes de N por el campo escaleado b/b. y la anisotropia x. Para 0 < x < 1 (esto es,
v, < vy < vx), C_ (Cy) serd positiva para |b| < bs (> bs), donde

bs = bC\/_/ (5-40)

es el campo factorizante (ver Cap. 8). Por lo tanto, a T = 0 ambas C+ se anulan en b = by,
siendo C antiparalela para |b| < bs y paralela para |b| > bs. Por otro lado, si x < 0
(vy < vz <vy)ox >1(vy <oy <0z no existiendo en tal caso una fase con simetria rota)
C es siempre paralela en el caso de T = 0. Se ve también en (5.37)—(5.38) quea T = 0, C1
se mantiene positiva para campos arbitrariamente grandes, con (N —1)C; ~ %(1 —Xx)bc/b
para b > b,.
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Efectos térmicos

Lejos de b, y del limite XXZ , el principal efecto térmico en las Ecs. (5.34)—(5.37) provendra
del término exponencial —2e =P, que proviene de la contribucién de Hartree en CMFA a ay

y (sz) (=~ }lr%, / v]% y %z /), si sOlo esta contribucion se conserva, las Ecs. (2.36)—(2.37) llevan a
Cy = %(tanh2 % BhA —1) =~ —2¢~P" para BhA > 1). Estas representan el efecto de la dismin-

ucién inducida por la temperatura del valor medio del espin total (S?) ~ %ZN 2 tanh? BhA /2.
En el resultado exacto (Sec. A.1 del Apéndice A) la concurrencia proviene del estado mas
bajo del multiplete S = N/2 — 1, que tiene energia de excitacién ~ A (ver Fig. 6 en la sec-
cién siguiente) y multiplicidad N — 1 (Ec. (A.2)). El factor RPA térmico coth % Bhw no puede
despreciarse (esto es, remplazarlo por 1) en (5.34)—(5.37), particularmente para b cercano a
bc 0 x cercano a 1, ya que w es menor que A (para v, > 0) y se anula para b — b; 0 vy, — 0.
En el resultado exacto esto representa esencialmente el efecto del estado excitado dentro
del multiplete S = N /2, cuya energia de excitacién tiene un comportamiento aproximada-
mente armoénico (esto es, AE ~ kw, k = 0,1,...; ver Fig. 3). Con este factor, la Ec. (5.35)
se reduce correctamente para v, — v, y hasta términos de orden O(1/N), al resultado
asintético para el caso XXZ (ver mds abajo),

1 2T/ (nb.) — B, _
C_~ N —1 (1 1 — (b/bc)z) 2e ’ (Ux - v]/) (541)
mientras que para b — b, las Ecs. (5.34) y (5.37) convergen a
1 2T /h
Cy ~ (1-— / ) —2ePox - (p=b,). (5-42)

Asi, en estas regiones la concurrencia exhibira inicialmente un decrecimiento a lo sumo
lineal al aumentar T antes de que el término exponencial se vuelva apreciable, como conse-
cuencia de la baja energia de excitaciéon de los estados S = N /2.

De todos modos, para valores de N lo suficientemente grandes, la concurrencia decre-
cerd mono6tonamente al aumentar T, con C+ anuldndose a una temperatura limite TLjE que
decrecerd logaritmicamente al aumentar N, como lo implica la Ec. (5.39):

A
i ~
T ~ 1 TN / (5.43)

1
1—(ﬁ)ilcothzﬁhw

la cual es una ecuacién trascendente para TLi. Ambas TLi se anulan (logaritmicamente)
para b — b, con T; decreciendo y T;" aumentando al crecer la intensidad del campo (y
T;" (b) desarrollando una discontinuidad en su pendiente en b.). El incremento de T} con
el campo b persiste para b > b., donde

b+ v,
10 AN=1)b/b’ (5-44)
1-x

T, ~h

implicando que a cualquier temperatura fija T el entrelazamiento paralelo puede ser in-
ducido por un aumento del campo (para b > b., A y w se vuelven proporcionales a b, y



el sistema se aproxima entonces a su estado fundamental cuando b aumenta). El mismo
comportamiento fue observado en las temperaturas limite para el entrelazamiento global
no nulo en sistemas anisotrépicos pequefios [71].

A una temperatura T fija, el principal efecto térmico para 0 < x < 1 es asi la apariciéon
de una ventana de separabilidad b; < |b| < b;" (en vez de un punto de separabilidad) donde
C+ =0, con

bi ~ bc\/l — (1= x)[tanh 3Bhcw(1 — 2(N — 1)e~Fhox)|+2 (5.45)

(valida para T < T (bc) para b y T < T; (0) para b; ). Su ancho crece entonces al aumen-
tar N o T, con bi ~ bs[1 £2(x~! — 1)(N — 1)eP"x] para Ne P+ < 1. Para T > T; (0) la
ventana de separabilidad se extiende desde b = 0 (C+ = 0 para |b| < b}).

Comparacion con resultados exactos para N finito

En la Fig. 3 se muestran algunos resultados tipicos para el comportamiento magnético de
la concurrencia a temperatura finita, para el caso XY (v; = 0) con N = 100 espines y
diferentes anisotropias. Se ve en primer lugar que los resultados CMFA obtenidos de las
expresiones asintéticas (5.34)—(5.37) son muy precisos excepto en la vecindad del campo
critico, mejorando al aumentar T. Los resultados del tratamiento CSPA completo mejoran
aquellos de CMFA en la regién critica para temperaturas T no demasiado bajas, siendo
préacticamente indistinguibles de los exactos a las temperaturas consideradas.

El panel superior corresponde al caso de Ising v, = 0, donde la concurrencia es siempre
paralela. A T = 0 crece suavemente desde 0 al aumentar b, alcanzando su maximo cerca
de b., mientras que para T > 0 se vuelve no nula s6lo sobre un campo umbral b} (Ec.
(5.45) para T < TL+ (bc)). En el panel central (x = 0,5) podemos apreciar la anulaciéon de la
concurrencia en el campo factorizante bs; ~ 0,71vy a T = 0, donde cambia de antiparalela a
paralela. Este punto se transforma en una ventana al aumentar T, la cual se extiende desde
b=0paraT > T, (0) = 0,150,.

El panel inferior representa el comportamiento cercano al limite XXZ. En este caso la
concurrencia exacta C_ a T = 0 muestra un comportamiento oscilatorio al acercarse a b —
bs desde abajo, lo que refleja las transiciones de paridad de espin del estado fundamental.
Estas transiciones, que desaparecen en el limite de N — oo y por lo tanto no son predichas
por CMFA ya que esta aproximacion representa el comportamiento asintético en ese limite
(ver también la discusién en la Fig. 7). Sin embargo, al aumentar T las oscilaciones son
rapidamente borradas y las expresiones asintéticas CMFA se vuelven nuevamente precisas.
El factor térmico RPA coth % Bhw es aqui esencial para la alcanzar exactitud cuando phw es
pequefio (w/vy S 0,14 para b < b.).

Mencionemos que para x € (0,1], el estado fundamental, que tiene paridad de espin
definida P = £1, exhibe N /2 transiciones de paridad £ — F al crecer b desde 0, ocurrien-
do la dltima en el campo factorizante bs. La concurrencia del estado fundamental cambia
de paralela a antiparalela sélo en esta tltima transicién. Estas transiciones son, sin embar-
go, apreciables s6lo para x cercano a 1 (y por lo tanto bs cercano a b.) o para tamafios
pequefios, ya que en cualquier otro caso los estados fundamentales para ambas paridades
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Exacto ——
MF+RPA ------
CSPA  —-—-

x=0

1 1 1 I 1 1 1 i 1
0 05 10 15

b/b.

Figura 3: Concurrencia escaleada en funcién del campo magnético b para N = 100 espines acopla-
dos a través de una interaccion XY de rango conpleto con anisotropias x = v,/vy = 0
(arriba), 0,5 (centro) y 0,98 (abajo), a diferentes temperaturas. Se representan los resulta-
dos exactos y los obtenidos con la estimacién asintética de CMFA (Ecs. (5.34)—(5.37)), junto
con los de CSPA (Ec. (5.17)) para T > 0 (casi indistinguibles de los resultados exactos). C
es paralela (antiparalela) para b > b (< bs), con bs el campo factorizante (5.40). El recuadro
muestra la reentrada de la concurrencia (paralela) para b > b, a x = 0,98.

son practicamente degenerados y sus concurrencias son aproximadamente las mismas al
igual que la de su mezcla (ver Fig. 6). Otra consecuencia de la conservacién de paridad es
que los limites laterales exactos de C+ a b = bs son en realidad distintos de cero y diferentes
en cadenas finitas (NC+ — §/(e%/?2 4+ 1), con 6 = N(1 — x); vease [7] y el Cap. 8), siendo
entonces apreciables para ¢ finitos pequefios. En el panel inferior obtenemos los limites
laterales de NC_ ~ 1,16, NC1 ~ 0,54 para el resultado exacto a bs ~ 0,99b,, con C+ siendo
de hecho mdximo en b = b.

La Fig. 4 muestra las correspondientes temperaturas limite TLi, las cuales, notablemente,
son también reproducidas con precision por las expresiones asintéticas del resultado CMFA
obtenido de la Ec. (5.43). T1, se anula a b = bs pero crece V b > bs, desarrollando asi una
ventana de separabilidad entre las concurrencias antiparalela y paralela. El panel inferior
muestra el decrecimiento logaritmico de T, con el aumento de n en todas las regiones.
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0 0.5 1.0 15

b/be

Figura 4: Arriba: Temperaturas limites T} para el entrelazamiento de pares en funcién del campo
magnético b para N = 100 espines y para las mismas anisotropias que en la Fig. 3, segtin
los resultados exactos y de CMFA (Ec. (5.43)). Ambas se anulan en el campo factorizante
bs. Las regiones por debajo de la temperatura limite tienen entrelazamiento de pares finito,
de tipo antiparalelo (paralelo) si b < bs (> bs). Abajo: Temperaturas limite para un nimero
creciente de espines para x = 0,5 (N = 10k, k=2,.. .,6).

Remarquemos también que el comportamiento de 17 no guarda relacién alguna con la
temperatura critica de campo medio, Ec. (5.25), la cual no depende de la anisotropia x y se
anula para b > b.. Para |b| < b, es esencialmente mayor que T} (excepto para n muy bajo
[71]), decreciendo monétonamente desde %vx ab=0hasta0ab=b..

Para x = 0,98, la temperatura limite exacta T; exhibe en realidad una pequefa pendiente
positiva cercana a bs, como vemos en el panel superior (no reproducida por CMFA). esto
implica que a T bajas pero finitas, la concurrencia antiparalela persistird en una delgada
region por encima de bs, mientras que a b fijo dentro de esta regioén, el comportamiento tér-
mico de la concurrencia no serd monétono, siendo primero paralela, anulandose y volvién-
dose entonces antiparalela antes de extinguirse a la T; final, como se representa en el
recuadro de la Fig. 5. Aproximadamente, para b — bs > 0 pequefio, es posible mostrar que
T ~ a~!(b—bs)de /?/(1 — %), con a = Incothd/4, lo que muestra que este efecto
comienza entonces a notarse para 6 = N(1 — x) finito.

La respuesta diferente de C para campos bajos, alrededor y por encima del campo critico
b: puede ser observada en el panel principal de la Fig. 5 para x = 0,5.
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Figura 5: Comportamiento térmico de la concurrencia para x = 0,5 y N = 100 en los campos
indicados. El recuadro representa el comportamiento no monétono justo por encima de
bs para x = 098 y N = 100. Las lineas sélidas representan los resultados exactos, y las
punteadas aquellos obtenidos mediante CMFA, Ecs. (5.34)—(5.37).

La disminucién més rapida con el aumento de T para b =~ b, estd de acuerdo con la Ec.
(5.42), mientras que los resultados a b/b. = 0,5 y 1,5 reflejan una tasa de decrecimiento
diferente (Ecs. (5.35)—(5.37)). El origen de los distintos factores térmicos en las Ecs. (5.34)-
(5.37) puede ser visto en la Fig. 6, que representa las energfas de excitaciéon de los niveles
mas bajos (S, k*) para x = 0,5. Para |b| < b, los niveles correspondientes de paridad opues-
ta son practicamente degenerados. La energia de excitaciéon no nula dentro del multiplete
de espin total méximo es cercanamente armonica, el nivel més bajo coincide practicamente
con la energia RPA (5.27), mientras que la energia de excitaciéon del estado mds bajo con
S = N/2 —1 es casi independiente de b y coincidente con A = v,. La degeneracién de
paridad se rompe en todos los niveles cuando b se aproxima a b., donde las excitaciones de
espin maximo se vuelven bajas y dan origen a la creciente sensibilidad térmica(Ec. (5.42)).
Para |b| > b, la energia RPA representa de nuevo la energia de excitacién mds baja en el mul-
tiplete de espin total maximo, que ahora tiene paridad negativa, mientras que A = b + v,
es nuevamente la energia de excitacion del nivel mds bajo de estados con S = N/2 —1, que
tiene ahora paridad positiva.

La correspondiente concurrencia es mostrada en el panel inferior. Para |b| < b,y x = 0,5,
C es no nula sélo en el estado fundamental degenerado, siendo casi coincidentes excepto
para b cercano a b, y cambiando ambas de antiparalela a paralela en bs. Sin embargo, para
b > b. C es no nula en todos los estados del espin méaximo, siendo paralela en el estado
fundamental y en el estado mas alto, pero antiparalela en el resto. Estos son esencialmente
los estados bésicos |S = N/2,S; = M) mds correcciones perturbativas. Para |[M| < N/2
ellos ya estan entrelazados y exhiben entonces concurrencia antiparalela [8], mientras que
para |[M| = N /2 la concurrencia proviene sélo de las correcciones y es asi paralela. También
notamos que la mezcla de N — 1 estados con espin mds bajo S = N /2 — 1 tiene concurrencia
cero para todo campo (lo mismo ocurre con las mezclas de espin minimo) por lo que la
concurrencia térmica, la cual proviene esencialmente del estado fundamental, s6lo puede
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Figura 6: Arriba: Energias de excitacion mds baja AEsyy+ = (Esg+ — Eo) /vy para x = 0,5y N = 100,
en funcién del campo magnético b. Eg denota la energia del nivel k con espin total S
y paridad v, mientras que Eg = E,/p¢+. Las lineas s6lidas (punteadas) representan los
niveles con paridad positiva (negativa), practicamente degenerados para b < b.. La linea
de puntos representa las energias de campo medio y RPA A y w respectivamente. Abajo:
Las concurrencias correspondientes, incluyendo la del estado fundamental. Para b < b. C
es antiparalela (paralela) si b < bs (> bs) en ambos estados (N/2,0%), mientras que para
b > b, es paralela en el estado fundamental (N/2,0") pero antiparalela en el resto de los
niveles representados.

decrecer excepto en regiones anémalas (la reentrada antiparalela en el recuadro de la figura
Fig. 5 surge del primer estado excitado). Finalmente, la Fig. 7 muestra resultados para una
red pequefia (N = 10), donde los efectos de tamafio finito se vuelven extremadamente
importantes. El comportamiento discontinuo de la concurrencia exacta a T = 0 es ahora
visible ya para x = 0,5 (panel superior), y los limites laterales en el campo factorizante
exacto b = (1 — N~1)bs se vuelven no nulos. El resultado CMFA es ahora menos preciso a
T =0, y lleva a la anulacién de C_ para campos menores y cercanos al campo factorizante
exacto bs, si la expresiéon completa (5.31) es usada para C_. Este error esta relacionado con
el término de autointeraccion que, aunque en el resultado exacto no afecta los resultados,
modifica ligeramente el tratamiento CMFA, segtin lo discutido en la seccién anterior; sin
embargo, los resultados de CMFA rdpidamente mejoran al aumentar T, mientras que el
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Figura 7: Comportamiento magnético de la concurrencia para una cadena con N = 10 espines a
diferentes temperaturas , para anisotropias x = 0,5 (arriba) y x = 0,98 (abajo). En esta
altima la concurrencia antiparalela crece con el campo a muy baja T, como ocurre en el
caso XXZ (ver en el texto).

método CSPA, a pesar de no ser ya exacto, mejora nuevamente los resultados en la vecindad
de b..

Cuando la raiz cuadrada completa es conservada en la evaluacién de C_ (Ec. (5.31)), la
CMFA es ahora capaz de tener en cuenta cualitativamente el salto finito en C para campos
cercanos a bs pero solo si x es muy cercano a 1, como se ve en el panel inferior. En este caso,
el resultado CMFA para C_ a T = 0 no decrece al aumentar b sino que aumenta, de acuerdo
con el resultado exacto, terminando en un campo final by < b5* donde se vuelve complejo

(y es méximo). Para y = 1 — /N y campos justo por debajo b, esto es, (b/b:)> =1—¢/N,
obtenemos en realidad, en vez de la Ec. (5.35), la expresién CMFA asintética

C- = fy(de—/f coth pher) 2079
_%[2\@@&1 1B + Le(e — 4)]172 (5.46)

con w = Ved(vy — v;)/N. Mientras que para ¢ « n se reduce a la Ec. (5.35), para ¢ < 4 se
vuelve complejo si § es suficientemente pequefia. AT = 0,si § < J. = 15%3 ~ 0,55, la Ec.
(5.46) se vuelve compleja para e < e¢(0) ~ 2,4 + % oc — 6, con C_(by) =~ %8?. Notese que
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C_(bf) > 1 paraé < 048, con C_(bs) — 2/N para § — 0, que es el resultado correcto
para el limite XXZ [8]. En el caso mostrado, § = 0,2. La Ec. (5.46) implica también que esos
efectos, en particular el aumento de C_ cuando b — bs para ) cercano a 1, desaparecerdn
para T o w « b./N muy bajas, lo cual es confirmado en los resultados exactos. Es posible
también apreciar en el panel inferior de la Fig. 7 la persistencia significativa de la concur-
rencia antiparalela hasta b ~ 1,5b, a T/ (hvy) = 0,14 (que no es predicha por CMFA o CSPA),
lo cual es justo el mismo comportamiento anémalo discutido en las Figs. 5-6, mejorado por
el pequefio valor de 4. Sin embargo, atin en este caso extremo hay una débil pero no nula
reaparicion de la concurrencia paralela para campos altos V T (apreciable en la figura sélo
para T = 0) la cual es correctamente reproducida por CMFA.

5.4 Aproximaciones CSPA Y CMFA en el limite XXZ

El caso limite de una interaccion XXZ (vy = vy, = 0) tiene algunas particularidades in-
teresantes, ya que corresponde al limite critico del modelo. Por un lado, se trata de un
caso en el que el hamiltoniano es diagonalizable en cada multiplete de espin total definido,
quedando la energia de los estados parametrizada por los autovalores del espin total S y
de su componente en z, S,. En la formulacién CSPA la integral (5.17) puede expresarse en
términos de coordenadas cilindricas (r = (rcos(¢),rsin(¢),z)), e integrarse exactamente
en la variable angular ¢, de lo que resulta [8]

V72 + 22) sinhl 1 8i/72 - 12
ZcspA = & - P / /Z 2+ 52\ w(Vr? +27)sin [2/3 rib] rdrdz, (5.47)
20 470, V2 + b2 sinh [ Bhihw (V2 + 22)]

donde

N N
Hi(\) = £VA2-12) S5 +bY .S, (5.48)
i=1 =1

Z(A) = trlexp[-BH (A)]] = tr[exp[—BH_(A)]]
o IBLu(N(? /0422 /0:) +2040:) 2 cosh 1 AN, (5.49)

W) = /(A —ovtanh ) (A — 02 tanh £2) (5-50)

Ademas de que las expresiones se vuelven algo mds simples, encontramos en este caso
dos elementos nuevos. En primer lugar, la aproximacién de campo medio resulta en una
frecuencia w que se anula para cualquier valor del campo por debajo del campo critico b..
Esto, sin embargo, no introduce en principio ninguna clase de comportamiento anémalo en
las integrales ya que, fuera de una regiéon de medida cero, el integrando es siempre finito y
positivo cuando el sistema se encuentra por encima de la temperatura de ruptura Tr. Una
segunda particularidad es la presencia del factor jacobiano r, cuyo efecto es el de introducir
una correccién orden O(1/N) a las ecuaciones de campo medio, de forma tal que evita
la divergencia de las derivadas de Z en la vecindad de la transicién de fase para sistemas
finitos.
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Figura 8: Concurrencia C (multiplicada por N) a bajas temperaturas en funcién del campo magnéti-
co b para N = 20 espines acoplados a través del Hamiltoniano (7.1) para v, = 0. Las curvas
representan los resultados exactos para T /v = 0,005 (panel superior), donde C alcanza su
valor maximo (2/N) para b ~ b, y T/v =1/2N = 0,025 (panel inferior), donde el pico en
b ~ b; no es ya prominente (Ec. (5.44)). El comportamiento para T — 0 para todo v, < v
es idéntico excepto por el reescaleo v — v — v;.

En la Fig. 8 se representa la concurrencia escaleada exacta en funcién del campo mag-
nético junto con la aproximacién CMFA. Las pequefias oscilaciones que se observan en el
resultado exacto corresponden a las n/2 transiciones que sufre el estado fundamental al
aumentar el campo magnético. Al aumentar el tamafio del sistema, tanto las energias como
las negatividades de los estados fundamentales de cada uno de los subespacios de pari-
dad definida tienden al mismo limite, reduciendo la amplitud de estas oscilaciones, lo que
también ocurre al aumentar la temperatura del sistema. En el limite de N grande, s6lo per-
sistird el tiltimo pico, correspondiente a la transicién asociada al campo factorizante, que es
correctamente reproducido por CMFA. En la Fig. 9 se puede apreciar el comportamiento de
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Figura 9: Concurrencia para N = 20 espines y v, = 0, en funcién del campo magnético a diferentes
temperaturas (arriba) y en funcién de la temperatura a diferentes campos (abajo). Se rep-
resentaron los resultados exactos, CMFA y CSPA, observandose que el correspondiente a
CMFA se anula para b/v = 1,1 (panel inferior), donde el entrelazamiento emerge para
T > 0.

la concurrencia con respecto al campo magnético y la temperatura. La aproximacién CSPA
predice correctamente el comportamiento atin en la zona de la transicién de fase. Para cam-
pos grandes sin embargo, esta aproximacién no es capaz de predecir el comportamiento as-
intético para campos grandes (que en este caso es o exp(—B(b — b:))/N [8]). Por otro lado,
a temperaturas bajas, la aproximacién CMFA sélo es capaz de describir el entrelazamiento
por debajo del campo critico, presentando un mayor apartamiento del comportamiento ex-
acto (y del de la CSPA) en el entorno de la transicién de fase. En el panel inferior puede
observarse como CSPA predice correctamente la reentrada del entrelazamiento en la zona de
campo moderadamente grande.

En la Fig. 10 se puede apreciar como la aproximacién CSPA reproduce casi exactamente el
comportamiento de la concurrencia para N > 20, mientras que el resultado CMFA se vuelve
indistinguibles de los resultados exactos y de su CSPA para N > 100. En el panel superior se
representa el comportamiento de la concurrencia escaleada con el campo magnético. Para
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Figura 10: Arriba: Concurrencia en funcién del campo magnético a T/v = 0,1 y diferentes valores
del nimero N de espines, para v, = 0. Los resultados exactos, CMFA y CSPA préctica-
mente se solapan para N 2 100,la concurrencia se anula para N 2 8810. Abajo: Concur-
rencia en funcién de la temperatura a campo fijo b = 0,5v y para valores crecientes de N.
Los resultados Exacto y CMFA son indistinguibles para N 2 100.

N > 100 la concurrencia exacta a temperatura finita (T/v = 0,1) se anula antes de de la
transicién de fase de campo medio, mientras que para N = 20 se mantiene finita para
campos por encima del campo critico. En esa regién, CSPA reproduce correctamente ese
comportamiento en un entorno por encima de la transicion de fase, aunque falla en predecir
el comportamiento asint6tico para campos grandes (que en este caso es o exp(—p(b —
b:))/N [8]). El panel inferior representa el comportamiento térmico, que nuevamente es
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predicho con precisién por la CMFA. Se puede apreciar como al aumentar el tamafio del
sistema, la temperatura critica decrece con la inversa del logaritmo del tamafio del sistema,
correspondiendose con el predicho para T} la Ec. (5.43).
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Bosonizacion RPA vy entrelazamiento de bloques
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BOSONIZACIONES APROXIMADAS Y RPA

En los capitulos anteriores mostramos como la aproximacién CSPA y luego la CMFA eran
capaces de estimar con mucha precisién las correlaciones de pares en una clase muy amplia
de sistemas cudnticos, lo que nos permitia, en el caso de redes de espin 1/2 definir comple-
tamente la matriz densidad de cualquier subsistema formado por un par de espines. Si bien
es posible en principio extender esta técnica para evaluar correlaciones de mas cuerpos, su
generalizacion implica incluir términos de interaccién de tres o més cuerpos, asi como un
tratamiento perturbativo algo engorroso.

Existen sin embargo una clase de estados para los que, dadas las correlaciones de pares,
podemos reconstruir cualquier otra correlacién: los estados Gaussianos en sistemas de
bosones. Esta clase de estados fueron discutidos al final del Cap. 2, donde evaluamos ex-
plicitamente la negatividad para cualquier particién de un subsistema de bosones.

Un hecho interesante consiste en que la aproximacién a la funcién de particiéon que se
obtiene del tratamiento RPA tiene un aspecto muy similar al cociente de dos funciones de
particion correspondientes a Hamiltonianos bosénicos cuadréticos: De hecho, como vere-
mos enseguida RPA es exacta cuando se la aplica a un Hamiltoniano bosénico cuadratico; las
energias “locales” A,; se corresponden con las energias de excitacién del sistema bosénico
si se “apagan” todas las interacciones entre bosones distintos, mientras que las “frecuen-
cias RPA” no son otra cosa que las energias exactas de las excitaciones colectivas del sistema
bosoénico.

Con estas ideas en mente, mostraremos primero cémo es posible encontrar un esquema
de bosonizacién compatible con RPA que nos permita estimar correlaciones de muchos cuer-
pos en funcién de las correlaciones de pares y de los valores de los observables locales del
sistema. Mostraremos ademads que en primera aproximacion, los observables de entrelaza-
miento del sistema original se pueden estimar directamente a partir de los observables de
entrelazamiento en el correspondiente sistema bosénico. Finalmente, se exhibird como esta
bosonizacién aproximada se encuentra relacionada con otros esquemas de bosonizacién
exactos en ciertos sistemas, en particular, para sistemas de espines.

Tratamiento CSPA del hamiltoniano bosonico cuadratico

Consideremos en primer lugar el siguiente Hamiltoniano cuadrético en operadores boséni-
cos:

1 _
Hb — ZAibfbi — §A;bjbj -5 §AU bib; + h.c. (6.1)
1 17£] 17£]

que pertenece a la clase definida en la Ec. (2.44), donde por simplicidad nos limitaremos
al caso ® = 0. En (6.1) hemos separado tres términos: El primero corresponde a un hamil-
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toniano “local” con energias de excitacién A;. El segundo término corresponde a términos
de interaccién que preservan el namero total de particulas, mientras que el resto consiste
de términos que destruyen (o crean) pares de bosones distintos. Las energias colectivas de
excitaciéon de este sistema w; corresponden a los autovalores positivos de la matriz (2.53),
que en este caso tiene la forma

(6.2)

— AT A
M,H:(AA A )

(A7) —A+ (A7)

donde A es la matriz diagonal con coeficientes A;. Asumiremos desde el principio que la
matriz H es definida positiva, de manera que H’ define un estado Gaussiano via la Ec.
(2.43). La funcién de particion exacta de este sistema es entonces

exp(BAi/2)
2= 1—[Zsmh (Bw;i/2) (6.3)

Supongamos que quisieramos tratar al estado térmico del hamiltoniano (6.1) en la aproxi-
macién de campo medio local: en este caso, consiste en reemplazar b; y b} en los términos
de interacciéon por su valor esperado respecto del estado térmico asociado al “Hamilto-
niano local”. Como el Hamiltoniano local preserva el niimero de bosones, naturalmente
(bi)o = (bf)o = 0y por lo tanto, en este caso

Hure =Y Aiblb;
i

La funcién de particion en la Aproximaciéon de campo medio (Mean Field Approximation)
(MFA) serd entonces

_ exp(BAi/2)
ZMF = U 2sinh(BA;/2) (6.4)

asi, en este caso se cumple trivialmente la identidad exacta

Z sinh(BA;/2)

Z=Zymr— =2 .
MFZMF MFI:[ sinh(ﬁwi/Z)

(6.5)

Evaluemos ahora, para este sistema, la traza del operador orden temporal que aparece
en el integrando de la representacion de Hubbard-Stratonovich (Ec. (3.4)), cuyo resultado
general exacto es:

tr {Texp (— /Oﬁ )} Hsmh (ﬁ/\ > I1e 1" (@) M(A+icdn) " §(@n)

donde ¢(@,) son los coeficientes de Fourier de ¢(t) y @, = 27n/p las frecuencias de
Matsubara. Naturalmente, la expresion exacta es idéntica al desarrollo a segundo orden en
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los campos. Como podemos factorizar la dependencia en los coeficientes dindmicos, pode-
mos identificar la matriz de curvatura R;]Z.((po, @) en la Ec. (4.8) con la matriz de curvatura

exacta:
R (go,®) = M(A+@)! (6.6)
R = MA™ 6.7)

Luego, w, son los autovalores de M®H, con ‘H la matriz de coeficientes de la forma cuadréati-
ca bosoénica

MH = M(A-V). (6.8)

siendo
_ (AT A~
Vo35

coincidiendo con (6.2). De esta manera, las energias RPA son las energias de excitacion
exactas del sistema, y por lo tanto la integral funcional exacta conduce naturalmente al
resultado (6.5).

Consideremos ahora un sistema general con observables locales Q,,; y un Hamiltoniano
H = Hjyeq + V. Suponiendo que para una cierta temperatura S el sistema presente una tni-
ca solucién bien definida de las ecuaciones de campo medio, consideremos la bosonizacién
aproximada

Qui — (Quiymra — Y (kil Quilki) Migei Bl Biai) ppos +

ki,
+ Y wIQulky (mpy2 =Tty papyyy2 (Mg
k#£k!
+ Y (kilQuilki) MygiBjiiBeei  con (6.92)
ki£K!
exp(—pBh:)
= = 6.9b
pbOS tr [eXp(—’th)} ( 9 )
donde By = By, |k) es una base ortonormal de autoestados del Hamiltoniano local i y
h; es el Hamiltoniano bosonizado
hi = (hi)mea+ Y ABlBiwi (6.10)
k#Ak!
= <hi>MFA + Z ekk/iMkk’iBZk/ink’i e hi + <7:l>pbos . (6.11)
kik,

Si reemplazamos (6.9) en el Hamiltoniano del sistema y desarrollamos a segundo orden,
obtendremos un hamiltoniano bosénico cuadratico, cuya funcién de particién asociada co-
incidird con la funcién de particiéon del sistema original en la RPA.
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Esta bosonizacién aproximada tiene sentido sélo sobre estados para los que las ocupa-
ciones medias de estos modos bosénicos sean pequefias. El estado fundamental de un sis-
tema de este tipo, cuando sus partes interacttian débilmente entre si satisface esta condicion.
Ademas este estado es un estado Gaussiano, por lo que todas las correlaciones bosénicas
pueden ser expresadas en términos de correlaciones de pares. De esta manera, donde la
aproximacion es aplicable, los observables y correlaciones del sistema original pueden ex-
presarse en términos de esas correlaciones bosénicas. La evaluacién de estas cantidades por
medio de la derivacion respecto de los acoplamientos diferira sélo en términos relacionados
con el cambio en los pardmetros de la bosonizacién, y tienen en cuenta de alguna manera
efectos de orden maés alto en las correlaciones. Estas correcciones, importantes para subsis-
temas pequefios, o en el entorno de los puntos criticos del sistema, pueden despreciarse en
general en la descripcion de subsistemas relativamente grandes.

Reduccion del sistema bosonico para el caso de espectro lineal

En muchos casos, de la enorme cantidad de excitaciones locales posibles del sistema, la
mayoria se encuentran desacopladas.Tal vez el caso mds evidente surge cuando aplicamos
este esquema de “bosonizacién” a un verdadero sistema bosénico. Por cada bosén b; del
sistema original, el sistema bosonizado presenta un ntimero infinito de bosones b;,,,/, aso-
ciados a las excitaciones |n) — |n’). Como el hamiltoniano es cuadratico en los operadores
biy b;r, basta con implementar la bosonizacién (6.9a) de estos operadores:

b — Z Vi +1/Pinn+1Binn+1
n

Por medio de una transformacién candnica, es posible transformar los operadores B;;,,/ a
unos nuevos operadores B;,, de manera que uno de ellos sea de la forma

5 Zn v+ 1\/ pin,n—l—lBinn—i—l
0= .
1 VEa(t+1)pinni1

Como son bosones cuyo hamiltoniano local es cuadratico,

Pinni1 = pn(1 —exp(—PA;))*.

Como ), pinn+1 = 1 podemos entonces reescribir el nuevo bosén como
Bip = 2 Vi +1y/pinBinnt1,
n

de manera que la “bosonizacién” RPA es consistente con b; — Bjy, bib; — B} Bjy, mien-
tras que el resto de los B;, permanecerdn desacoplados del Hamiltoniano y de cualquier
observable del sistema original y asi, el resultado RPA coincide con el resultado exacto.



Mapeo local de entre los estados del sistema y los estados bosonicos

Para realizar el mapeo entre los estados, vamos primero a analizar la representacién de un
proyector cualquiera *

|k> <k’ — Pk — Z Mkk/<BZk’Bkk/>Pbos + Z Mkk/Bll-k/Bkk/ (6.12)
k' £k kK
A temperatura cero esta expresion Ec. (6.12) se reduce a
|k> <k| — Z Mkk’BZk’Bkk’ k 7é 0. (613)
k' £k
0)(0] = 13 Y, MuBlyB (6.14)
k0 k' £0

Es posible ver que estos objetos son proyectores ortogonales si nos restringimos al espacio
de estados generado por el vacio bosonico |0) y aquellos de la forma B, |0). En este régimen

los operadores |k) (k’| se anulan a menos que k o k” sean cero, por la presencia del factor Pyy.

Asi conseguimos dos cosas: por un lado, garantizar que el mapeo de estados no se arruine
en el sistema interactuante, y por otro, desacoplar la mayoria de los modos bosénicos. A
temperatura cero, el esquema de bosonizacion “RPA” se reduce a

Qu — (Qu)mra+
+ Y ({0[Qu k) Bo + (k|Q,[0)BE,) +

k20
+ Z (k[ Qu |k>BZOBk0 (6.15)
k720
y hbos a

h= (Wmea+ Y, MoBioBro (6.16)

k20
= (W)mpa+ Y_ €BlyBro <> I (6.17)

k20

Cabe destacar que en el Hamiltoniano bosonizado a temperatura cero se cancelaran todos
los términos lineales en los operadores bosénicos Byy; B}, , provenientes de los productos
de operadores asociados a distintos sitios con valores esperados no nulos. Esto es asi ya
que si el estado de campo medio es estable, el Hamiltoniano exacto H del sistema original
no puede conectar el estado fundamental del Hamiltoniano de campo medio Hyr

0) =101)®...®|0,) ®...® |0N)
con un estado
B,i) =01)®...®[B) ®...® |0N)

dado que si lo hiciera, seria posible elegir un nuevo estado de campo medio con una energia
menor, por medio de cierta transformacion lineal unitaria local sobre Hr.

Omitiremos en la discusién siguiente el indice de sitio, sobre entendiéndose que todos los observables se
tratan de algtn sitio dado.
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6.0.1 Bosonizacion y entrelazamiento

En general, toda bosonizacién (exacta) de un sistema S puede pensarse como un proceso
de simulacién cuantica del sistema & sobre un cierto subespacio de estados de un sistema
de bosones, que llamaremos “subespacio dindmico”. Llamaremos al espacio completo del
sistema bosonico el “espacio cinematico” correspondiente. La bosonizacién puede imple-
mentarse por medio de una transformacién unitaria de la forma

U = (15 ® Pyip ) (W) (1s ® Pyi) + (1s @ (1pos — Pain)) (6.18)

donde W'y Py, se elegirdn adecuadamente para garantizar la unitariedad de U. Si elegimos
W= ®I(,i/) y Piin = ®,~P{§;L, U serd un producto directo de operaciones unitarias locales, y por
lo tanto, el entrelazamiento entre dos subsistemas B y C del estado |a)s ® |0)p,s serd igual
al del estado [0)s ® |a')ps = Ula)s ® |0)pos respecto de los correspondientes subsistemas
y viceversa. En el caso de la bosonizacién derivada de la Ec. (6.15) se puede implementar
como

Wi = 0:)(0; @ [0;)(0s + Y 10;)(kil @ Bf + [k} (0;] @ By, + (6.19)
k;#0;
17— 10 (0115) © (13, 107 (04l
ITx, (sin(7Bf By,)/ (7B By,))
1 - Y, B By,
de forma que el subespacio dindmico se compone de los estados con a lo sumo un bosén

en el espacio cinematico. A partir de este mapeo, podemos reconstruir un mapeo de oper-
adores exacto, asi como un Hamiltoniano bosonizado exacto

i _
Pdin -

(6.20)

H = H; ® |0)(0]pos — H" = UHU = |0)(0]s @ H"*. (6.21)

Naturalmente, resolver el problema con el Hamiltoniano bosonizado exacto es tan dificil co-
mo resolver el problema original; sin embargo, la aproximacién a segundo orden del Hamil-
toniano bosonizado si es soluble exactamente y, como se discutié en el Cap. 2, también se
conocen expresiones exactas para las negatividades entre cualquier par de subsistemas.

A bajas temperaturas, y si el entrelazamiento de un sitio con el resto no es demasiado
grande, podemos obviar los proyectores Py;,,, asumiendo que el estado de equilibrio p prac-
ticamente no tiene soporte fuera del espacio dindmico. Para volver al sistema S deberemos
primero proyectar nuevamente al espacio dindmico. Por este procedimiento, (resolver el
hamiltoniano bosénico en la aproximacién cuadrética, proyectar y volver al sistema orig-
inal via la conjugacién con U'), obtenemos una aproximacién al estado fundamental del
sistema de espines. Los observables de entrelazamiento entre dos subsistemas del sistema
bosénico serdn entonces una cota superior al entrelazamiento entre los correspondientes
subsistemas en el estado de espin aproximado.

En el capitulo siguiente aplicaremos estas ideas al caso de las redes de espines a temper-
atura cero.



BOSONIZACION RPA EN REDES DE ESPINES

En el capitulo anterior se discutié cémo la aproximaciéon RPA implica, a temperatura cero,
una bosonizacién aproximada de los observables. Veremos ahora que en el caso de sistemas
de espines a temperatura cero, este esquema es especialmente simple, implicando un tinico
algebra bosénico por cada uno de los espines del sistema. Mediante esta bosonizacion,
estudiaremos algunos aspectos del entrelazamiento global y entre diferentes subsistemas
en las redes de espines que comenzamos a estudiar en el Cap. 5.

Vamos a considerar entonces una red general de espines S; = (s;y, Siys Siz), con acoplamien-
tos cuadréticos, pero sin auto interacciénes, inmersa en un campo magnético, no necesari-
amente uniforme. El Hamiltoniano de esta clase de sistemas es de la forma®

H = ZBiniy - % Z ]iijsiysjvr (7-1)

i i,
donde 1 = x,y,z y B'* son las componentes del campo en el sitio i-ésimo. Las cadenas de
Ising, XY, XYZ (J#V = 1" ],ij ) asi como aquellas con acoplamientos tipo Dzyaloshinskii-
Moriya (J'*V = —]J"J") de rango arbitrario son casos particulares de la Ec. (7.1). Sigu-
iendo el esquema desarrollado en el capitulo anterior, el primer paso para construir la

bosonizacién aproximada de RPA es determinar el estado fundamental en la aproximacién
de campo medio, esto es, un estado separable

0) = ®N,]0;) = |01...0x)

con energia minima (H)o = (0|H|0), dada por

(H)o=Y_B"(sp)o— 5 Y J"(siu)o(siv)o0 (7-2)
i i#jmv
donde (s;)o = (0;]s;|0;). Cada estado local |0;) puede ser determinado autoconsistente-
mente como el estado de menor energia de los Hamiltonianos locales
9(H)o :
hi=) ——=si,=X"s, (7.3)
1 ; a<siy>0 1y 1 7-3

siendo el estado de maximo espin s; dirigido a lo largo de —’ (un estado coherente). Esto
lleva a las ecuaciones autoconsistentes

Al = B YT T (s Y, (si)o = —siA /AT, (7-4)
j#i

En este capitulo y en el siguiente elegiremos un sistema de unidades para el que i = 1, de manera de

simplificar las expresiones. Los operadores s;;, = h_lsiﬂ se introducen para tener en cuenta el correspondiente
reescaleo.
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| bosonizacién rpa en redes de espines

donde A’ = |\i|. La Ec. (7.4) puede resolverse iterativamente comenzando de un estado
inicial de prueba, asi como por cualquiera de los métodos mencionados en la seccién B.2.1.

Ya que la forma (7.1) es valida para cualquier eleccion de los ejes locales, es conveniente
elegir el eje z; a lo largo de la direccién A’, de manera que (sip)o = —sily Al = A11L, con
Al > 0. El segundo paso en RPA consiste en la bosonizaciéon aproximada

Sip — \/251'192-, Si— — \/ZSibi, Siz — —S; + b;-l-bi, (75)

donde s;+ = sjy isj, y b;, bl?L son considerados operadores bosénicos estandar ([b;, b;r] =1,
[bi, b;] = [b], b+] = 0), con |0) — |0,) su vacio.

Esta bosomzacic’)n preserva dos de las relaciones de conmutacion de SU(2) en forma
exacta ([s?,57] = :I:lijsii), preservando la restante en promedio sobre el vacio (([s;, s]ﬂ)o =
25;1;;). Esta aproximacién coincide con la aproximacién de Holstein-Primakoff asi como con
otras bosonizaciones exactas [48, 72—74] a orden cero en sl._l. Si se remplazan los operadores
de espin por los operadores bosonizados segtn las Ecs. (7.5) en el Hamiltoniano original
(7.1), despreciando todos los términos de orden cutbico y cudrtico en b;, b;f obtenemos el
Hamiltoniano bosénico cuadratico

H = 0+2Ab*b — Y ATbtb;+ 3(ATbIb! + hc)
7
= (H)o— %Z)U' +1Z'HzZ, (7:6)
i
b A—A —A_
Z = <b+), H:< —A_+ A—A+), (77)
NI = 1 Jas [ 4TIy — (i g i), (7.8)

donde Zt = (b',b) y A = A'17. La eleccién del eje de campo medio para la bosonizacién
(7.5) asegura que ningtn término lineal en b;, bl aparezca en H?, reflejando la estabilidad
del estado de campo medio |0) con respecto a las excitaciones locales. Este Hamiltoniano
puede ser diagonalizado exactamente, como se discuti6 en el apartado 2.5. La matriz MH,
que define la bosonizacién RPA, es de dimensiéon 2N x 2N, con N el nimero de espines.
RPA implica entonces una reduccién exponencial en la dimensién del problema (de (2s +
1)N a 2N para N espines idénticos). Mds atn, en sistemas invariantes ante translaciones
(Ec.. (7.2)), puede ser aun reducido a N 2 x 2 matrices, consiguiéndose de este modo un
tratamiento completamente analitico.

7.1 El estado fundamental RPA

Como vimos antes, el vacio de los nuevos bosones b’ sera (b, |0;) = 0)

0,) = Cp exp[ZZZlfsz* 1105y, Z=VvU?t, (7.9)
ij



7.1 El estado fundamental RPA |

(Ec. (2.56)) El estado de espin asociado a RPA puede definirse como

ORPA = C ex
| ) plz ; \/—
Los valores medios obtenidos a partir del estado (7.10) seran aproximadamente los mismos
que los que se obtienen por medio del mapeo (7.5), coincidiendo exactamente hasta segun-
do orden en V (ver Sec. 7.2). En contraste con |0), el estado (7.10) es entrelazado (a menos
que V # 0).

Notemos que para el Hamiltoniano cuadratico (7.1):

sy ]10). (7.10)

1. |Ogpa) = |0) si y sdlo si |0) es un auto-estado exacto de H, ya que H’ contiene los
elementos de matriz exactos conectando |0) con el resto del espacio de Hilbert:

HI|0) = (H)|0) — ZA” 11,1;) (7.11)

donde [1;1;) = ;”?S* |0), usando la condicién de campo medio (1;|H|0) = (1;|h;]0;) =

0 (5.3). Asi, si |ORPA> |0), Z = 0y por lo tanto V = 0 en W, implicando A_ = 0.
|0) es entonces un auto-estado exacto por la Ec. (7.11). Por el contrario, si |0) es un
auto-estado exacto, es una soluciéon de la ecuacién de campo medio, obteniéndose
A_ =0, lo que implica que |Ogpa) = |0) (aunque A} puede ser no nulo y w® # A%).
En particular, cuando H tiene un estado fundamental exacto separable |0) (esto es, en
el campo factorizante [7, 28, 75]), |Orpa) = |0).

2. |Ogrpa) es siempre exacto para campos suficientemente grandes (|B| > ]). En este
limite |0) es el estado con todos los espines s; completamente alineados a lo largo de
—B' a menos de correcciones pequefias (A" ~ B' +s] - B'/| B|'). Hasta primer orden

ij

en A /A, las Ecs. (2.53)~(7.9) llevan entonces a Z// ~ Vij = AAJFA , 1o que implica

A
Orpa) = [0) + ) ———[1:1)), (7.12)
A+ A

lo cual, por la Ec. (7.11), es precisamente la expansién a primer orden (en A_/A) del
estado fundamental exacto.

En el caso de estados de campo medio con simetria rota, el estado de espin RPA permite
implementar las rotaciones necesarias para la restauraciéon de la simetria: El estado funda-
mental exacto sera en realidad muy cercano a la superposicién de estados |[RPA):

GS) ~ [RPA(RY) §R8|RPA> (7.13)

donde s son los elementos del grupo de simetria S roto por la solucién de campo medio
y R la representacion de S sobre el espacio de estados del sistema, elegida de forma de
minimizar el valor medio de (RPA(R%)|H|RPARS)). La restauracion de simetria incrementa
considerablemente la capacidad de RPA para aproximar fielmente al estado fundamental.
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Evaluacion bosonica de la negatividad y entropia de subsistemas

La evaluacion directa de las correlaciones de muchos cuerpos y de medidas de entrelaza-
miento a partir del estado RPA de espin (7.10) es en general una dificil tarea. Sin embargo,
los valores de esas cantidades en el vacio bosénico asociado (7.9), que serdn aproximada-
mente los mismos que aquellos obtenidos de (7.10), puede ser directamente evaluado usan-
do el formalismo general de estados Gaussianos, discutido en la Sec. 2.5.

Por tratarse de un estado Gaussiano, el estado fundamental del Hamiltoniano bosoniza-
do (7.6) junto con las Ecs. (7.5), determinan las correlaciones y los valores medios de es-
pin bésicos en la aproximacién RPA a partir de las correlaciones bosonicas F;j = <a;ra]-> y

Gij = (a;a;), esto es, (siy )y = 12(Fjj — s;) y, para i # j,

(sivsj—)o = 2./5i8j Fji, (si—sj_)o = 2,/5:8; Gji, (7-14)

con (si+8;)or = 0, lo cual coincide exactamente con los promedios derivados de (7.10) hasta
segundo orden en V, esto es, primer orden en la ocupacién media VV* (normalmente muy
pequefia fuera de las regiones criticas). Mediante el uso del teorema de Wick, obtenemos
también (s;;s;2)0 = (Siz)o(Sjz)or + |Fij|> + |Gij|*> para i # j. A partir de estas estimaciones,
podemos reconstruir el estado correspondiente a los subsistemas del sistema de espines.
Veamos ahora una forma mds directa de hacer lo mismo.

7.2 Matrices densidad de espin en la aproximacion RPA

A primer orden en las ocupaciones medias VV' (0 a segundo orden en V, aplicable cuando
la ocupacién media por sitio es menor que 1) podemos expresar la matriz densidad de
espines correspondiente al estado RPA de espin (7.10) en términos de las contracciones
(2.57). A este orden, F ~ GG (Ecs. (2.57)) y el soporte de p = |Orpa){(Orpa| se reduce al
subespacio generado por el estado de campo medio |0) y los estados de dos excitaciones
1171;) (Ec. (7.11)), que lleva a

_ (GGt @
~ G'I' 1_G+G (715)

donde G denota una matriz columna de elementos G;j, para i < j. A este orden, p? =p.La
correspondiente matriz densidad reducida p 4 = tr [p] de un subsistema A de L espines
viene dada por

G.AGZ 0 Gy
o4 ~ 0  F4—GaGY 0 (7.16)
Gj—ﬁl 0 1—tr[PA]+GT4GA

donde F 4, G 4 son matrices de contracciones del subsistema Ay G 4, de L X L componentes.
El vector columna concomitante (de longitud L(L — 1)/2). El bloque central contiene los
elementos de matriz entre estados con excitacion |17) (1;| que surgen de la traza parcial de



GG". Esta identidad se obtiene haciendo uso de la identidad aproximada Y GikG;cr]. ~

Fij — Ykea G;;(G]'k para i,j € A (y despreciando los elementos diagonales de G;;, de orden
mas alto debido a la ausencia de términos de auto-interaccién en el Hamiltoniano), los
cuales permiten escribir p 4 completamente en términos de las contracciones locales. La Ec.
(7.16) se encuentra entonces en acuerdo con la tomografia directa del estado a este orden
(para i,j,k,1 € A, <b;.rb1- [Tz (1— bibe))o ~ (Fa— GAGL)ij/ <b;rb;.rbkb1>0/ ~ Gy Gjj). Hasta
orden O(V?), p4 es una matriz semi definida positiva con tr[p4] = 1, pero que ahora ya
no corresponde a un estado puro.

Su entropia S(p4) = —tr[p.4 log, p 4] es determinada, a este orden,por el bloque central

S(pa) ~ tr|pY(logye—logyply)| , (7.17)

que coincide con la Ec. (2.61) hasta segundo orden en V (a este orden f% coincide con los
autovalores de p}4 y la Ec. (2.61) lleva a = ¥, f (log, e — log, f%))-

Por otro lado, el término principal en la negatividad que surge de la biparticién (3,C)
de A es de primer orden en V y es simplemente la suma de los valores singulares de
la submatriz G (de elementos Gjj, i € B, j € C), donde Nge = tr[GpeGho]'/2 A
este orden, los autovalores simplécticos negativos ffjl en (2.65) son nuevamente los valores
singulares de Gg¢ (con signo negativo), mientras que la Ec. (2.64) se reduce a Ng¢ =~
— Y, f%, llevando nuevamente al resultado previo.

Finalmente notemos que la Ec. (7.16) siempre conmuta con la paridad S, (respecto del eje
de campo medio) del subsistema A, esto es, [p4, P.a] =0, P4 = exp[im Y ica(siz — si)]- En
el caso de dos espines i, j, G 4 tiene longitud 1 y la Ec. (7.16) es s6lo una matriz de bloques
de 4 x 4, mientras que en el caso de un tnico espin i, G 4 tiene longitud 0 y la Ec. (7.16) se
vuelve simplemente p; = F;;|1;)(1;| + (1 — F;)|0;) (04

Sistemas con invarianza translacional

Las tinicas cantidades requeridas en el esquema de evaluacién bosénica RPA son, de esta
manera, las contracciones bdsicas (2.57). Su evaluacioén se vuelve particularmente simple en
sistemas con invarianza translacional, tanto en 1 o d dimensiones, esto es, sistemas con un
espin comtn s; = s en un campo uniforme B’ = B con acoplamientos dependientes sélo
de la separacién entre los sitios:

JIY = (i = j) (7.18)
donde J*(I) = J#(—1), y J"V(—1) = J*(n —1) en una cadena ciclica finita (0 en d di-

mensiones, i, j,[,n representando vectores d-dimensionales). Vamos también a asumir un
campo medio uniforme X' = A, que entonces deberd satisfacer

A =B =Yy (sv)o, Jo =3 0", (7.19)
v l

con (s)g = —sA/A (Ec. (5.3)). De esta manera el campo medio uniforme es determinado de
esta manera s6lo por el “acoplamiento total” J}".
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Eligiendo nuevamente el eje z en la direccién de A, de forma que (s;,) = —s1j, y BF +
s g “ = A1"%, con A > 0, el Hamiltoniano bosonizado tendra ahora la forma (7.6) con

acoplamientos A = AL (i — j). Por medio de una transformada de Fourier discreta de los
operadores bosénicos, podemos reescribirlo como

H, = (H)o+Y (A—A)bib — LAk bfvt  +he.) (7.20)
k
R Y 720
I=0

donde k =0,... N—1y b = \/Lﬁ YN, e2™/Np; son operadores bosonicos en el espacio

de momentos, con b_j = byn_i. La diagonalizacién de (7.20) es directa y lleva a

HY = (H)o+ Y &*'fb} + S(w* — A +A%), (7.22)
k

donde w* = &% — 1(A% — ATF), b} = wib} + by y

@ = \J(A-BER Ak, (7.23)

L A — AR + @ . AR A — AR — @ (724)
g N 20k '

con Aﬁ = %(A’fF + A;k), u2 — |oe]> = 1, y ug = u_y, v = v_y. Todas las w* serén reales y
positivas para un campo medio estable, implicando las condiciones de estabilidad

A <\ /(A—A) (A =A%), k=0,...,N-1. (7.25)
Podemos obtener ahora las contracciones bdsicas explicitamente,
t 2 At
(bebirdo = Lo |vel, (bib—i)o = Towuxtx = 5, (7.26)
lo que lleva finalmente a (Ec. (2.57))
Fj=F(i—]) Ze_lzﬂk DN, (7.272)
Gij = G(i —J) Ze_zznkl DNy (7.27b)

Para campos intensos |B| tales que A > |A.|, estas se reducen a uvx ~ 38" /Ay [02] ~
1 |A’i |2/ A?. El vacio RPA (7.9) se vuelve asi

05) = Cpexplz Y Z(i — j)b/b]1|0y), (7.28)
L]



7.2 Matrices densidad de espin en la aproximaciéon RPA |

donde C, = [Trug 2y Z(1) = L %% e_iZ””‘/NZ—’;.

De esta manera, estos sistemas admiten una evaluacion analitica de sus contracciones
(2.57). Tanto las ecuaciones de campo medio (7.19) como el Hamiltoniano RPA (7.20) se
vuelven independientes del espin comun s después de un reescaleo /(1) — JH(1)/s, el
cual vamos a adoptar en lo que sigue, lo que indica que RPA describe el limite de espin

grande del sistema, como se muestra en Ec. (7.5).

Sistemas con interacciones XYZ

Examinemos con mds detalle el formalismo previo en un sistema consistente de una red de
espines s; = s invariante ante translaciones, con acoplamientos XYZ de rango arbitrario en
un campo trasverso:

H=B)Y Si—5=Y Y Juli—1)SiuSju- (7.29)
i i£] H=XY,2
La Ec. (7.29) conmuta con la paridad de espin S,

[H,P;] =0, P.=explin) (Si;—s)/h],

para cualquier valor de sus pardmetros, de forma que el estado fundamental exacto en una
red finita tendrd siempre una paridad definida fuera de los puntos de degeneracién. Vamos
a enfocarnos en el caso ferromagnético, donde J(!) > 0V I con

Ty(D] < Jx(D), (7:30)

el cual exhibe una fase normal y otra con simetria rota a nivel de campo medio.

RPA en torno a la soluciéon normal

Para el Hamiltoniano (7.29), el estado |0) con todos los espines alineados a lo largo de
la direccién —z es siempre una solucién de las ecuaciones de campo medio (7.19), siendo
la solucién de minima energia para campos B suficientemente intensos. Esto lleva a que
A= A1HZ, con

A=[Bl+2>0, 2=} (). (7.31)
1
Todas la ecuaciones previas pueden ser directamente aplicadas. Ahora A+ (1) = w =
A+ (—1), implicando AKX = A7y
W= A=), (7.32)
. ko 1k
donde ]fl = Y, ef2mkl/N Ju(l) Ak = ]xj;]y). Esta solucién es por lo tanto estable siempre que

]’; < AVkyu=x,y,esto es, para |B| por encima de cierto valor critico del campo B.. En el
caso (7.30), la condicién maés fuerte es obtenida para k = 0, esto es,

Bl >B.=J0-J0. (7.33)
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RPA en torno a la solucién con simetria rota

Para |B| < B, el estado normal se vuelve inestable: La frecuencia RPA mas baja, «, se

anula para |B| — B y se vuelve imaginaria para |B| < B.. El estado de campo medio con
energia mas baja para |B| < B, corresponde ahora a un estado con simetria de paridad rota,
con todos los espines alineados a lo largo de un eje en el plano xz, formando un angulo 0
con el eje z original:

0) = [@) = 101...0n), |0)) = exp[—ifs;,][0;) . (7-34)
Esto lleva a que (S;)o = —s(sin6,0,cosf) = —sA/A, con
A=7]% cos®=B/B, (7-35)

como es determinado por (7.19). Podemos expresar ahora los operadores de espin origi-
nales en términos de los operadores rotados, esto es,

Siy = Sijycosf + S;,sinf, S;; = S;cosf — S, sin6 (7.36)

con Sjy = S;yy. La RPA alrededor de este estado lleva a los siguientes remplazos
k .
A= Jo Ji o J's = Jicos? 0+ Jisin®6, (7.37)

en la Ec. (7.32), con ];‘ invariante y A = %(]’I; + ]’y‘)

Las correlaciones (S;,/S;,/)rpa para los operadores de espin rotados tienen las mismas
expresiones previas (2.57), mientras que aquellos de los operadores originales pueden ser
obtenidos usando las Ecs. (7.36). Debe remarcarse que, sin embargo, en un sistema finito,
el estado de espin de RPA asociado ya no sera una buena aproximacion al verdadero estado
fundamental, debido a la ruptura de simetria. La restauracién de paridad, al menos en
forma aproximada, debe ser implementada antes de obtenerse el resultado final. En lo
que sigue se discutird el caso en que una simetria discreta (la simetria de paridad) se
encuentra rota a nivel de campo medio. El caso de simetrias continuas puede tratarse con

el formalismo CSPA desarrollado en el capitulo 5.

Estados RPA de paridad definida

Como [H, P;] = 0, el estado de campo medio con paridad rota |®) es degenerado: Ambos
|®) y| — ©) = P,|®) son estados fundamentales en la aproximacién de campo medio. A
fin de describir un estado fundamental con paridad definida, la aproximacién correcta al
estado fundamental RPA debe tomarse como una de las combinaciones de paridad definida

o |Orpa) + | — Orpa)
RPA v/2(1 £ (—Ogpa|Orpa))

donde | + Ogpa) son los estados RPA alrededor de cada estado de campo medio. El sola-
pamiento (—Ogrpa|Orpa) = (Orpa|Pz|Orpa) es proporcional al solapamiento entre los dos
campos medios,

(—@|@) = cos?™ 0 = (B/B.)**, (7-39)

, (7.38)




el cual es pequefio excepto para B — B, 0 Ns pequefio.
Despreciando el solapamiento previo, la Ec. (7.38) nos lleva a las matrices densidad re-
ducidas

04~ 3[04(0) + pa(—0)] (7.40)

siempre que el solapamiento complementario (— RPA|®RPA> o ( BC )2(1=14)s pueda también
ser despreciado. Aqui p4(£®) son las matrices densidad reducida de espin determinadas
por el estado RPA, dadas hasta O(V?) por las expresiones de la Sec. 7.2. La restauracion de
simetria (7.40) es esencial para conseguir una buena descripcién de la verdadera entropia
de subsistema, aunque su principal efecto para subsistemas .4 no demasiado pequefios es
en verdad simple: Si el producto p4(®)p4(—®) o« (B/B:)*N4°* puede despreciarse , la Ec.
(7.40) puede ser considerada como la suma de dos matrices densidad con soporte ortogonal

con idéntico espectro, lo que lleva a

S(p%) ~ S(pa(8)) +1, (7.41)

donde S(p4(©)) puede ser evaluado mediante la aproximacién bosénica (2.61). Bajo estas
hipétesis, el efecto sobre la negatividad global (2.66) es sélo

Noz(0R) = 2N 4z (04(6)) + 3, (7.42)

a que Try/p% ~ v2Tr\/p 4(0), mientras que la negatividad de subsistema N de una bi-
yaq PA P q &

particién (B,C) de A permanece aproximadamente sin cambios: Nz ¢(p%) ~ N c(p.4(0)).

Cuando el producto p 4(©)p4(—®) no puede despreciarse (como en un subsistema for-
mado por espines), podemos en principio construir la matriz densidad de espin(7.40). Esto
puede hacerse rotando p4(0) (Ec. (7.16) en el marco de referencia de campo medio al eje
z original y removiendo todos los elementos que deben anularse por simetria de paridad
(lo cual es el efecto final de la Ec. (7.40)). Por ejemplo, la matriz densidad reducida de dos
espines para s = 1/2 tiene la forma bloqueada (7.16) en la base estandar de autovalores de
$iz8j; tanto en la fase normal como en la fase con ruptura de simetria de paridad después
de la restauracion de simetria[7]. El efecto final sobre S(p 4) es el remplazo del término +1
en (7.41) por la entropia de la mezcla de campos medios reducida —}_,__ g, log, g,, con
g+ = 3(1 £ (B/B:)%4), més pequefias correcciones RPA.

Mientras que ambas p 74 son idénticas en la aproximacion (7.40), la verdadera pi en un
sistema pequefio dependera de la paridad. El estado de farldad correcta en tal caso se
elegird de forma tal que se minimice la energia E3;,, = A H|OE,)-

Campo factorizante

El valor explicito de los acoplamientos basicos AX en la fase con simetria de paridad rota
son, usando las Ecs. (7.37)-(7.35),

= 30X = J5)(B/B)* + JE £ Jy)] (7.43)
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En el caso de una anisotropia comun, tal que el cociente

() = J=()
= ]x(l) _ ]z(l)

es independiente de la separacion I, tenemos ]L‘ —J5 = x(JE =15 y por lo tanto AF =
Tk = 15[(B/B:)? — x]. Se ve entonces que si x € [0,1], A¥ =0V k cuando

|B| = Bs = Be/X (7.45)

de manera que todos los A¥ cambian de signo |B| = Bs. Aqui Bs es el campo factorizante
[4, 7, 28, 75, 76]: En B = Bs el campo medio con simetria de paridad rota se vuelve un
estado fundamental exacto, ya que las correcciones RPA se anulan (Ec. (7.1)). Este efecto es
independiente del nimero de espines N (mientras x se mantenga constante) y del espin
s (con el presente escaleo). Sin embargo, los verdaderos limites laterales en B = By serdn
dados por los estados de paridad definida (7.38), los cuales se mantienen entrelazados.
En consecuencia, la entropfa de subsistema S(p4) y la negatividad A, se aproximaran
en realidad a un valor finito para B — Bs (1 y 1/2 respectivamente en la aproximacién
(7.41)—(7.42)), mientras que el entrelazamiento entre dos espines alcanzard un rango infinito
[5, 7, 29]. Nétese finalmente que para B = Bs, A]i = ]]y‘ y por lo tanto,

(7.44)

W =TT (7.46)

7.3 Aplicacién
Par de espines s

Como un primer ejemplo [2], consideremos un sistema formado por dos espines s acopla-
dos por el Hamiltoniano (7.29). Obviamente, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que Jx > |Jy| (Ec. (7.30)), ya que el signo de ] puede siempre cambiarse por una rotacién
en 71 alrededor del eje z de uno de los espines (y podemos siempre asumir |Jx| > |J,| por
una adecuada eleccién de ejes). La transformada de Fourier de ], (I) = 1;1 ], se reduce aqui

a ]}]j = (—1)" Ju, k = 0,1, llevando a dos modos normales, uno atractivo y uno repulsivo:

wo= /A= J)A =), w1 = \/ A+ J)(A+]y).

Las contracciones (7.27) se reducen a Fj; = A4—WA0+ — Azraﬁ*(l —21;j) — %11-]-, Gij = 4A7_o +

4A7*1(1 —21;), donde A+ = 5(Jx £ J,) y los remplazos (7.37) serdn aplicados para |B| < B..
La consiguiente entropia de entrelazamiento de pares en la aproximacién bosénica (2.61)
es simplemente

S(p1) = —flogy f+(1+f)log,(1+f)+4, (7.47)

A2 — @2 wo + wq
~1), @=-2T%1 :
0001 ), 5 (7-48)

fo= a1t



donde f = \/ (Fi1 + 3)2 = (G11)2 — 3 es el autovalor simpléctico positivo de la matriz de

contracciones de un espin (de dimensién 2 x2) y 6 = 0 (1) para |B| > B, (< Bc) en la
aproximacién (7.41), valida para (B/B;)?* < 1). Para valores pequefios de f, podemos
simplemente usar S(p;) ~ f(log, e —log, f), con f = Fi;, en acuerdo con el resultado de la
Sec. 7.2.

Asi, a nivel RPA el entrelazamiento es determinado por la ocupacién local media f y

controlada por el cociente %, el cual es pequefio lejos de B, y se anula en B = Bs (donde

@ = A = ]9 por la Bc. (7.46), y por lo tanto, f = 0). Para |B| > B, f ~ (%)2, mientras

que en la vecindad de B, f « (B — By)?. Para B — B, f ~ %\/)‘;O’a‘f « |B — B:|7V4, con
S(p1) ~ log, fe. La negatividad en la aproximacién RPA bosénica (2.64)-(2.65) se vuelve

No = (=i (749

donde f = f — \/f(f + 1) es el autovalor simpléctico negativo de la matriz de contracciones
de 4 x 4. La correccién (7.42) (Na; — 2Ny + 3) debe ser aplicada para |B| < B.. Para f
pequefio, tenemos simplemente ANy, ~ —f ~ ,/f. Esto nos lleva a una discontinuidad
en la pendiente de N7, en el campo factorizante B (ver Fig. 11), al anularse f en forma
cuadratica (N, — % o |B — Bs| para B & By). Por otro lado, para f — oo (|B| — B,), f — —%,
con f = —% + # y N2 = 2f. S(p1) y N2 son ambos funciones concavas crecientes de f y
miden el entrelazamiento del par.

La comparacién con resultados numéricos exactos, obtenidos mediante la diagonalizaciéon
de H (una matriz de (2s +1)? x (25 + 1)? elementos), es mostrada en la Fig. 11 para el caso
XY (J; = 0) con anisotropia x = J,/Jx = 0,5. Se puede ver que los resultados exactos se
aproximan rdpidamente a los valores RPA (7.47)—(7.49) al aumentar el espin s. La discrepan-
cia para s finito surge sélo en la vecindad de B, o para muy pequefios valores de s, esto es,
donde los efectos de tuneleo cudntico que surgen a partir del solapamiento no nulo (7.39)
entre los estados degenerados de paridad rota se vuelven apreciables.

Sin embargo, este solapamiento puede ser tenido en cuenta usando el estado RPA de
paridad definida (7.38) de menor energia, el cual para s finito mejora el resultado para B
cercano a B ( que de otro modo resulta practicamente coincidente con el resultado de la
aproximacién bosénica), como se ve en la Fig. 12. La Ec. (7.38) predice los limites laterales
exactos en el campo factorizante [7] para cualquier s, aunque para x = 0,5 estos limites
se aproximan rapidamente al valor limite para espin alto S(p1) = 1y Npp = % predicho
por las aproximaciones (7.41)—(7.42). La Fig. 2 también muestra el comportamiento de las
ocupaciones medias f y f. Se observa que la primera es muy pequena (f < 0,05) excepto
en la vecindad de B, implicando que lejos de B, todas los resultados de RPA bosénicos
pueden ser reproducidos por la matriz densidad de espin de la Sec. 7.2, con f ~ /f. En
los paneles inferiores se muestran las energias de RPA wy, w; y los coeficientes Z; = vy /uy
del estado RPA usados en la Ec. (7.28). Aunque wp se anula en B, la diferencia A — @,
responsable del entrelazamiento, se mantiene muy pequefia en todas partes. Ambos Z se
anulan y cambian de signo en el campo factorizante B, indicando un cambio cualitativo
en el tipo de correlaciones en ese punto: Es un hecho bien conocido que el entrelazamiento
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Figura 11: Entrelazamiento entre dos espines s en funcién de la intensidad del campo trasverso B
para un acoplamiento XY con [,/ ], = 0,5. Se representan la entropia de entrelazamiento
exacta Sg = S(p1) (arriba) y la negatividad (abajo) para diferentes valores de espin s, y
los resultados de la aproximacién RPA bosoénica, Ecs. (7.47), (7.49). Los resultados exactos
se aproximan a los de RPA al aumentar s, apareciendo diferencias para s no tan pequefio
sOlo para B cercano a B, = J. En el campo factorizante B; ~ B,/ V2, Sg = 1 mientras

que N = 1/2.

entre dos espines 1/2 cambia de antiparalelo a paralelo (en el marco de referencia original)
en B; [7], un efecto que emerge en RPA a partir de este cambio de signo.

Sistemas de espines completamente conectados

Consideremos ahora una red de N espines completa y uniformemente conectada por
acoplamientos XYZ, donde

]y(l) =(1- 110)]}4/(N —-1), (7.50)
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Figura 12: Arriba: Izquierda: La entropia de entrelazamiento obtenida a partir de los estados RPA
de paridad definida (7.38) (linea punteada), comparada con el resultado RPA bosénico
(7.47) y el valor exacto, para s = 10 y para los mismos valores de los pardmetros de la Fig.
11. El resultado obtenido a partir del estado RPA de espin mejora el de la aproximacién
bosénica para campos B justo por debajo de B.. Derecha: La ocupacién media bosénica
local f, Ec. (7.48), la cual es pequena lejos de B, y el autovalor negativo f de la matriz
de contracciones traspuesta parcial (f & \/f para f pequefio). Abajo: Izquierda: energfas
de RPA wy, wy, junto con la energia de campo medio A y la energia media de RPA @ que
aparece en (7.48). Derecha: Las cantidades Z; = vx/uy para k = 0,1, que determinan el
estado RPA (7.28) y se anulan en el campo factorizante Bs.

en (7.29). Este escaleo asegura que la energia intensiva (H)/N se mantenga finita para N
grande y [, finito. Como ya se mencion¢ en el capitulo 5, las propiedades de entrelazamien-
to de este modelo son bien conocidas [48, 62, 77] y, para s = 1/2 en el limite de N grande,
han sido analizadas previamente [77], incluyendo recientemente un tratamiento basado
en la bosonizaciéon de Holstein-Primakoff [70, 74, 78, 79]. Se mostrard que la aplicacién
directa del presente formalismo RPA resulta en un tratamiento completamente analitico
para cualquier tamafio N y espin s. Este tratamiento no coincide exactamente con el de las
referencias [74, 78], por la ausencia de términos de auto interaccién « s;,s;, (no triviales
para s > 1/2) que aqui son tomados en cuenta exactamente, conduciendo a correcciones
asociadas a modos RPA repulsivos (w1), no nulos para N finito.

La transformada de Fourier de (7.50) es ]2 =Juy ]ﬁ = —Ju/(N=1)parak=1,...,N—1,
llevando nuevamente a dos energias RPA distintas: Una asociada con el modo fundamental
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atractivo (wp) y una al modo repulsivo wy = wi, N — 1 veces degenerado (para k # 0),
agregando esta dltima solamente una pequefia correccién repulsiva, que tiene en cuenta la
ausencia de los términos de auto interaccién:

wo = /(A= TR~ Jy), w1 = /(A + ) (A + gip)

donde los remplazos (7.37) deben usarse para B < B.. Las consiguientes contracciones
(7.27) se vuelven aqui obviamente independientes de la separaciéon para i # j:

Fl“ = F()lij —|— Fl P Gl] == G()ll‘]' + Gl (751a)
A—AlL A—A9 A—AL

Bo= (G -1) B=ala -t (7.51b)
A0 AL AL

Go = oyl — o) G1 = or (7.51¢)

lo que implica que para cualquier biparticién (L, N — L), la entropia de entrelazamiento
S(pL) dependerd sélo del tamafio L. Para evaluarla, observamos que la matriz de contrac-
ciones Dy para un subsistema de L espines tiene los siguientes autovalores simplécticos
(véase también [47])

fi = J(Fo+LE+1)?—(Go+ 1G>~} (7.52)
fo = \/(FOJF%)z—G%—% (7.53)

mas sus compafieros 1+ f;, 1+ fo, donde f1 es no degenerado mientras que fy tiene degen-
eracion L — 1. Las Ecs. (7.52)—(7.53) pueden ser obtenidas también por una transformacién
de Fourier local o notando que la matriz de contraccién de L x L, F;, puede ser escrita
como F; = Fyl; + FﬂlLIltL (al igual que Gr), con 1 un vector columna L x 1 con elementos
unidad. F; y G, serdn entonces diagonales en la misma base local con autovalores Fy + LF;
y Fo (L — 1 veces degenerado) y similarmente para Gy, lo que lleva a las Ecs. (7.52)—(7.53).
En el caso de un vacio global, fo = 0 (ya que para L = N, tendrfamos fr_ny = fo = 0),
implicando un tnico autovalor positivo f] para cualquier L < N. De esta manera, en la
aproximacién bosoénica, la entropia de entrelazamiento (Ecs. (2.61)—(7.41)) viene dada por

S(pr) = —frlog, fu+ (14 fr)log,(1+4 fL) +6, (7.54)
fi = MVA+20A—1], ap=L(n—L)/N?, (7.55)
donde 6 = 0 (1) para |B| < B (B/B.)** < 1)y
N?2(A2 - @) . wo+ (N—-1wy
A= AN Dwan” ©7 N ' (7.56)
Para N = 2 recuperamos las Ecs. (7.47)—(7.48), mientras que para N grande, A ~ % -1

22— @?
wow1

de B, y se anula en B;. Para A pequetio, f; ~ %(xLA, con A ~ %(ﬁ%)z para |B| > B,y

El entrelazamiento es gobernado nuevamente por el cociente , que es pequefio lejos
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Figura 13: Resultados para la red de N = 100 espines 1/2 completamente conectada. Arriba: Izquier-
da: Entropias de entrelazamiento Sg(L) = S(pr.) de subsistemas con L < 1n/2 espines en
funcién de la intensidad del campo magnético externo. Derecha: Comparacién entre los
resultados exactos y de RPA para S(pr). Abajo: Izquierda: Resultados exacto y de RPA
para S(pr) en funcién del tamafio del subsistema L para cuatro diferentes valores de
B/B.. Derecha: Comportamiento magnético del ndmero de ocupacién bosénico medio
(7.55) para L = 25 y del autovalor simpléctico negativo (7.59) de la matriz de contrac-
ciones traspuesta parcial, para diferentes valores de L y m.

A o (B — Bs)? en la vecindad de B;. Para B — B, fi o« \/ar(B — B;) "%y S(pL) ~ log, fe.

Para evaluar la negatividad N, de una biparticién (m, p) de un subsistema de L es-
pines (m 4+ p = L), podemos notar primero que F; estard compuesto de bloques F,;;, =
Fol, + Fi1,1L, Fup = Flllm]l; = Fém y Fpp = Fol, + Flllplli,, y similarrr}ente para Gr. Una
transformacion local nos permite entonces escribir F;, como una suma directa de un bloque

diagonal (L —2) x (L —2) Fyl;_, més el bloque FyI, + F; (%T)I y similarmente para Gy..
La correspondiente matriz de contracciones traspuesta parcial tendra entonces los autoval-
ores simplécticos fo = fo (Ec. (7.53)), L — 2 veces degenerado (con fy = 0 para un vacio

global) y

fim = %\/ tr[A2] £/ (tr[A2])2 — 16 det A — } (7.57)
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Figura 14: Arriba: Izquierda: Negatividades globales exactas N (L) = Ny n_ entre Ly N — L es-
pines en el sistema completamente conectado. Derecha: Comparacién entre el resultado
exacto y la aproximacién RPA de N (L) para dos valores de L. Abajo: Izquierda: Nega-
tividades exactas de los subsistemas N, [, entre m y L — m espines en un subsistema

de L = 20 espines. Derecha: Comparacién entre el resultado exacto y la aproximacion
RPA para Nm,L,m.

junto con sus compatfieros 1+ fo, 1+ fi- , donde A = (ig ° ~46) es una matriz bloques

Lm’ —Arg
de 4 x4 Apg = (3 +Fo)b + (%émf%) y similarmente para Agr. Aqui, f;, > 0 pero
fim <O.

De esta manera, la negatividad bosonica de la biparticion (m, L — m) de un subsistema
de L < N espines puede también ser explicitamente obtenida, como funcién del un iinico
autovalor negativo f1,, de la matriz de contracciones de la traspuesta parcial :

Noppow = ——Jm 58
m,L—m 1+2fLm (75)
fim = %\/ 1+ Yimd — /8B + 73,02 — § (7.59)
Yim = &L+ 4,3Lm ’ ,BLm = m(L - m)/N2 : (7-60)

Para una particién global (L = N), ay = 0 mientras que Bnm = &m, Y fnL = fL —

VL(fL+1), con Ny = fr +/fu(fr +1), como en la Ec. (7.49). En general, para A pe-

queno,

fim = =/ 3Bimd = —\/ (Bum/ L) fL (7.61)



de manera que para campos intensos, fr, ~ /P Lm%%, mientras que para B cercano

a Bs, fum &« /BLm|B — Bs|. Por otro lado, para B — B, fr,, — —%(1 - /ﬁ%) + O(|B —

Bc|'/?) si a; # 0, lo que implica que las negatividades de subsistema N, ,, para L < n
se mantienen finitas en B, (en acuerdo con el resultado de [78]), ya que fLm se mantiene por
encima de —3.

En la fase con ruptura de simetria de paridad,, el remplazo (7.42) (N — 2N + %) debe
usarse para las negatividades globales Ny ny_1, mientras que las negatividades de sub-
sistema N, | _,, se mantienen sin cambio después de la restauracién de simetria si tanto
(B/B.)*WN-L) como (B/B.)*! pueden despreciarse.

Las Ecs. (7.54)—(7.59) representan esencialmente las expresiones exactas para la entropia
de subsistema y la negatividad para espin grande y N finito, al igual que para N grande
y espin finito, como puede verificarse mediante el calculo numérico exacto. Por ejemplo,
los resultados exactos (obtenidos por medio de la diagonalizacién de H) y la aproximaciéon
RPA para una red de N = 100 espines 1/2 se muestran en las figuras. 13-14. Los resultados
RPA para la entropia de entrelazamiento son muy precisos excepto en la vecindad de B,
disminuyendo las diferencias al aumentar N o s. Para L grande se obtuvieron con la ex-
presion previa (7.54) mientras que para L pequefio (como el caso de L = 2), se calcularon
a partir del estado RPA de espin (7.40), cuyo principal efecto es tener en cuenta el sola-
pamiento correcto entre los estados con simetria rota para B por debajo pero cercano a B,
(aproximadamente, reemplazando ¢ en (7.47) por la entropia de la superposicién reducida
de campos medios).

La variacion de S(pr) con L a campo fijo (panel inferior izquierdo en la Fig. 13) es
también correctamente predicha, siendo bastante preciso tanto en la fase normal como en
la de simetria rota para campos no demasiado cercanos a B.. El panel inferior derecho
muestra que f; se mantiene pequefio excepto para B en torno a B, mientras que fLm se
vuelve también pequefio cuando L se reduce, en completo acuerdo con la Ec. (7.61). Los
resultados RPA para la negatividad global (NMy n_1) y en subsistemas particulares (N, 1
para L < n), las cuales son mucho més pequefias y se anulan en B;, son también muy
precisos, como puede verse en la Fig. 14. Las negatividades de subsistema fueron obtenidas
directamente con la Ec. (7.58), mientras que las negatividades globales fueron corregidas
con la Ec. (7.42) para B < B. y L grande, y usando (7.40) para L = 2.
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Campos factorizantes
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EL CAMPO FACTORIZANTE EN SISTEMAS
DE ESPINES

En los capitulos anteriores se mencioné que la aproximacién de campo medio podia even-
tualmente volverse exacta para determinados valores finitos del campo magnético externo.
Este fendmeno se observo por primera vez en cadenas de espines con interacciones XYZ
de primeros vecinos [28, 80] y muy recientemente fue estudiado para el caso de arreg-
los generales de espines en [7, 29, 70, 75, 81-83] . Llamamos al correspondiente valor del
campo magnético un campo factorizante del sistema. Como el estado de campo medio es
separable, se podria esperar que un sistema en su campo factorizante no deberia presentar
ningtn tipo de entrelazamiento.

Sin embargo, en el caso que el campo externo sea un campo transverso ocurre que la
solucion de campo medio en el campo factorizante rompe la simetria de paridad asociada
a esta clase de sistemas. Cuando esto ocurre, el estado fundamental resulta ser un estado
degenerado del sistema. Al proyectar estas soluciones sobre los subespacios de paridad
definida encontramos que los genuinos autoestados del Hamiltoniano justo por encima y
por debajo del campo factorizante ya no serdn en general separables. En [7] mostramos,
para el caso de cadenas ciclicas finitas de espines 1/2 en un campo magnético transverso
uniforme, que el campo factorizante se corresponde con la tltima transicién entre estados
con paridad opuesta que sufre el sistema al aumentar el campo magnético. En este tipo de
sistemas, el estado presenta la notable propiedad de que el entrelazamiento entre cualquier
par de espines del sistema alcanza un valor finito, independiente del alcance de la inter-
accion. Estos rasgos hacen del campo factorizante un punto critico cuantico, al menos en
sistemas finitos. En contraste, en la transicion de fase convencional, el valor y el alcance del
entrelazamiento de pares se mantiene tipicamente finito [61].

En la primera parte de este capitulo se desarrollard una teoria general sobre los campos
factorizantes en arreglos de espines, para luego aplicar esos resultados generales a cadenas
de espines de espines con invarianza traslacionalls, 4].

8.1 Campo factorizante en redes de espin generales

Consideremos el Hamiltoniano de una red de espines arbitraria de la forma (5.1) donde
esta vez incluiremos posibles términos de autoenergia (i = j), no triviales para s; > 1'.
Asumiremos ademds que el sistema presenta simetria de paridad s,, pero no necesaria-

Este tipo de términos estan presentes por ejemplo en simulaciones de modelos de espines de valor arbitrario,
acoplados por interacciones XXZ, basadas en en cavidades acopladas [84]

99



100

2

3

| el campo factorizante en sistemas de espines

mente simetria ante traslaciones espaciales. El Hamiltoniano mds general para un sistema
de estas caracteristicas serd >

H=b's;, + : Zsiyv"(i —J)8ju (8.1)
i

Buscaremos ahora condiciones para las que estos sistemas poseen un auto estado separable
con simetria rota de la forma

©) = ®N,explif's;]]0;) 8.2)
ZSZ' . .
= @M [Y /() cos® 7k & sink Gk;)], (8.3)
k=0

donde si,|k;)) = (k—s;)|k;) y ¢®%¥|0;) es un estado coherente [85]. La eleccién de y co-
mo el eje de rotacién no presenta una pérdida de generalidad ya que cualquier estado
ei¢i'si\0i> corresponde a una rotacién adecuada para valores complejos de 6 en (8.2) 3
. Reemplazando s;, en (8.1) por e*ielsiysiyeiezsiy, esto es, Sj,x — Siyccos0 L5, ,sinf,
Siy — Siy, la ecuacion H|®) = Eg|®), esto es, Hp|0) = Epl0) con [0) = ®N,[0;) y
Hg = e 'LisiyHe'Li%Siy Jleva a las igualdades

oY = ¥ cos 8 cos® + v/ sin b sin 6/, (8.4)
bising' = Z(s]' —31;j) (0% cos 0 sin @/ — v/ sin 0" cos 0/, (8.5)

J

que determinan, por ejemplo, el valor de v"/¥ y b’ en términos de v/ ~, v/%, s; y 6'. La energia
estd dada por

Eo = —) sifb'cos® +3Y (s; — 11;) (0" *sin6' sin &/
i j
+9'% cos 6’ cos /) + }I(viix + 0V 491 E)], (8.6)

Para una cadena ciclica (1D) de espin s con acoplamientos de primeros vecinos (v//# =
01! U+1)) en un campo magnético uniforme (b’ = b) recobramos la condicién de separabil-
idad original de la Ref. [80] tanto para el caso ferromagnético (v# > 0, " = 0) como para
el antiferromagnético (v# < 0, 8" = (—1)'6). Las Ecs. ( 8.4)~(8.6) son sin embargo completa-
mente generales y se mantienen vélidas también para valores complejos de 6, v/ * y b: Si se
satisfacen Vi, j, H tendra un auto estado separable (8.2) con autovalor dado por la Ec. (8.6).
Si sin @' # 0 para algun i, este autovalor es degenerado: |®) romperd la simetria de paridad
y por lo tanto, el estado asociado

| = ©) = P:|©) = @, exp[—if's;,][0;), (87)

Como en el capitulo anterior, para simplificar la discusién, usaremos un sistema de unidades en el que 7 = 1
y no incluiremos el coeficiente de reescalizacién 1/s.

En término de los angulos de Euler, ¢/¢/f5vei15:|0) = ce'®v|0), con tan% = el tang yc= e_is(“+7)(222§;§ )28

(Ec. (8.3)). ¢ puede obviamente ser restringida al plano x, y .
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serd otro autoestado exacto de H con la misma energia (8.6). Los puntos en el espacio de
parametros donde los autoestados | = ®) son autoestados exactos corresponden necesaria-
mente a cruces de niveles con paridad opuesta.

Para valores reales de ¢/, la Ec. (8.5) es s6lo la condicién estacionaria para la energia (8.6)
para b', o'it fijos. El estado (8.2) puede entonces considerarse como un estado de prueba
de campo medio, siendo (8.5) la ecuacién de autoconsistencia asociada. La Ec. (8.4), que es
independiente del espin (para v/ fijo), asegura que el estado es un autoestado exacto al
cancelarse los elementos de matriz residuales de uno y de dos cuerpos conectando |®) con
el resto de los estados. Esto tiene un significado claro en RPA [6, 48]: si se satisfacen las Ecs.
(8.4),(8.5), Vi, ] el vacio de RPA coincidird con el estado de campo medio. Més explicitamente, la
matriz RPA a temperatura cero (cuyos autovalores son las energias de RPA) es

1y a AN —AT —A~

RPA — (A—)* _A_|_(A—|—)* ’

Af; = 3 sisj(vijx cos @' cos 0/ 4 0% sin 0¥ sin 6/ + v¥1Y),
donde A es una matriz cuyos elementos diagonales son A;, los autovalores del Hamiltoni-
ano local de campo medio b's;; — ¥, , 0" H(Sju)@Sins ¥ A; los elementos asociados con los
operadores de dispersion (s;ys;_) y creacion de excitaciones de espin (s;;s;,) respectiva-
mente. La Ec. (8.4) es entonces equivalente a la condiciéon A~ = 0, implicando la ausencia
de correcciones de RPA al vacio de campo medio.

Mas aun, si 6" € (0, T)Viy

[01Y| < o* Vi, j, (8.8)

podemos asegurar que |+ ©) serd un estado fundamental de H: En la base estdndar for-
mada por los estados {®@N,k;)}, los términos en H dependientes de {s;} son diago-
nales mientras que el resto llevan a elementos de matriz no positivos fuera de la diag-
onal, ya que Y, ,0"s;,s,; = Evziv’fv(si+sj(_v) +s;_sjy), donde sj+ = sj, Tisj, y
vl = (0¥ £ 9i¥) > 0 por la Ec. (8.8). Entonces, (H) puede ser minimizado por un
estado con todos sus coeficientes reales y del mismo signo en esta base (signos distintos no
podian reducir (H)), que entonces, no puede ser ortogonal a |®) (Ec. (8.3)). Con una elec-
ci6n adecuada de fases para ¢/, | + ®) puede también ser estado fundamental en otros casos:
Una rotacién en 7t alrededor del eje z en cada sitio i lleva a 6/ — —0' y o'/ ¥V — —oll %Y
para i # j. Los autoestados de H con paridad definida en el subespacio generado por los estados
| £ ®) pueden construirse como

0) = |- 0)
0 8.9a
6:) 2(1 4 cosN 9) (8.92)
\/Esinkg cosN k¢
- 26410), (8.9b)

T Y VI o

impar

Op = (—0|@®) = [TY, cos™ ¢, (8.10)
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los cuales satisfacen P,|@F) = +|0F), (@Y|@") = 6. Aqui hemos fijado 6’ reales Vi, ya
que por medio de rotaciones locales alrededor del eje z podemos siempre elegir y; en la
direccién de ¢; (y por lo tanto volver real a 0" ) en el estado final |®). AGn mdas, podemos
también elegir 0'] < 7t/2 (y asi Og > 0) ya que una rotacién local derr alrededor del eje x
lleva a @' — 71 — 6'. El solapamiento (8.10) jugard un papel importante en lo que sigue.

Cuando la degeneracién en el campo factorizante es de hecho 2, los estados (8.9) (en
lugar de (8.2)) son los verdaderos limites laterales en el campo factorizante de los correspondi-
entes autoestados exactos no degenerados (y por tanto, de paridad definida) de H. Para
variaciones pequenas db', la degeneracion se rompera si Og # 0, con un salto en la energfa
de AE ~ ¥; 5b'AM;, donde

251' SiI’l2 Qi O@
cosbi(1—0%) "

AM; = (07 [5,|@7) — (@ [s;,|@T) = (8.11)

(En contraste, (£0@|s;,|+ ®) = —s; cos §").

En el campo factorizante ocurre un cruce de niveles entre los estados |@1) y |@7), que
son los estados fundamentales justo por encima y por debajo del campo factorizante re-
spectivamente. Este cruce estd caracterizado por un salto de la magnetizacion AM =) ; AM,;.
Si AE o AM pueden resolverse o ser medidos, la realizacién de los estados (8.9) es entonces
manifiesta, y aprovechable en principio en aplicaciones tecnoldgicas. La magnitud de AM
es gobernada por el solapamiento (8.10), apreciable en sistemas pequefios (si 8’ # 71/2) al
igual que en sistemas finitos con angulos pequefios (87)? ~ 6;/ N, tales que Og ~ e~ Li%i%/N,
Esto implica (Ec. (8.4)) que el sistema se aproxima al limite XXZ (' = v%/¥). En este limite
0" — 0), AM — 1, con |@F) = [0) y |©7) o ¥, 1/50']1;) (un estado tipo W ponderado),
donde [1;) = ®j1i1|(1ﬁ)]~>.

8.1.1 Entrelazamiento en los estados de paridad definida

En contraste con |+ @), los estados (8.9) son entrelazados. Si sinf’ # 0V i el ndmero de
Schmidt de tales estados para cualquier biparticion global (A, A) es 2 y la descomposicion
de Schmidt es

%) = \/ PA+’®,4 ‘®i )+ \/ PA ©4) |® (8.12)

(1+vO 1+v0
ph = ({‘i(o@)v A, 04=(-040.4), (8.13)

donde |©7%), |®i> denotan los estados analogos de paridad definida en los subsistemas A,
A, conv = +, O 401 = Op y p*, ar T pE - = L. Entonces, |@%) pueden ser efectivamente
considerado como estados de dos qubits con respecto a cualquier biparticién (A, A), con |©%),
|@i> representando los estados ortogonales de cada qubit. Por consiguiente, la matriz
den51dad reducida p% 71 del subsistema A en el estado |©F) es

Pa = P 10700 + pi103) (0] (8.14)
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El entrelazamiento entre A y su complemento A puede ser medido a través de la con-

currencia global (raiz cuadrada del “tangle” [86]) C 44 = 1/2(1 —trp%), la cual para una
matriz densidad de rango 2 es s6lo una funcién creciente de la entropia de entrelazamiento
E 1 = —trpalog,pa, con Cy1 = E z1 = 0 (1) para estados separables (maximamente
entrelazados). En los estados (8.12) obtenemos entonces

(1-02)(1-0%)
Cjﬁ - \/ 1+ 0Og = (8.15)

Estos valores representan los limites laterales de C 4 1 en el campo factorizante. Para Og >
0,C 1> Cj‘ gpeonCr=1s104 = 0 . Notese que |©F) son estados de Bell simultanea-
mente para (A, A) s6lo si Oy = O 4 = 0 (el limite GHZ de |©*), ver Cap. 2). En general,
al aumentar el solapamiento se reducira el entrelazamiento global.

La entropia de entrelazamiento de un bloque de L espines en una cadena de espines 1/2
acoplados por una interacciéon XY uniforme a primeros vecinos en un campo constante fue
calculada en [87] quienes mostraron que s;, = —trpr Inp;, = In2 en el campo factorizante
(estoes, C;; = E;; = 1). En el limite termodinamico, de acuerdo con la Ec. (8.15) para sola-
pamiento nulo. La Ec. (8.15) extiende este resultado a una cadena general finita, resultando
en un valor ligeramente mas pequefio: Para O 4, O ; pequefios, Cj a~1- %(O A4+04)?%y
sp+ ~In2—1(0,£0;)? (con Op, = (z—z)% en la cadena XY cons = 1/2).

Entrelazamiento de pares y de subsistemas. Por otro lado, si los solapamientos son nulos, el
entrelazamiento de un subsistema en los estados (8.14) también lo serd. Una caracteristica
notable de los estados (8.9) es que cualquier par de espines o subsistemas disjuntos B|C
estardn también entrelazados si el solapamiento complementario Ogz es no nulo y O% < 1,
Oé < 1. Mas atin, su entrelazamiento puede ser caracterizado por la concurrencia

V(1= 03)(1 - 03)0g¢

+ _
Cpe = 1+ 0g , (8.16)
o equivalentemente, por su negatividad [21, 40],
NBic = %[\/(Pfﬁ)z + (szgtc)2/oﬁ - Pi:ﬁ] , (8.17)

donde A = B+C. La Ec. (8.17) representa entonces los limites laterales de Nz¢ en el campo
factorizante.

Demostracion: Para A = B + C, notamos primero que si O ;1 = 0, la Ec. (8.14) se vuelve
pf‘ = 3(1®4) (@4 + |- O4)(—O4]), esto es, Pft coincidente 'y separable (combinacién con-
vexa de matrices densidad producto[88]). El entrelazamiento entre B y C puede entonces
ocurrir s6lo si Og # 0. Luego, usando una descomposicion similar a la de Schmidt (8.12)
de los estados |®j), la Ec. (8.14) puede también ser considerada como un estado mezcla
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de dos qubits efectivo con respecto a cualquier biparticién B|C de A: Su soporte caerd en el
subespacio generado por cuatro estados {|®};) |®g> ,v,v' = £}, tales que

+ +
P+ gct N 0 N 0 Pa-%se
+ _ 0 Pa-fscr Pa-“se 0
Pa 0 o - 0
L Pa-%pc Pa-Ysc- L
Pa+p5e 0 0 Pa+l8c-

1+v0p)(1£v0 p
donde qj0, = ( 21?1532)(30;) 2, age = \/ Tic+dsc- Y g+ +pe- = 1 pj estardn entre-
lazados si y sélo si su traspuesta parcial tiene autovalores negativos [20], una condicién
equivalente aqui a una concurrencia del estado mezcla positiva [38] C;gtc = Max[CjE, C%,0],
donde C; = Z[pjvrx’éc — pj,vtxgg] representa la concurrencia paralela (v = +) o antipar-
alela (v = —), esto es, llevada por [@%) o |©) en la Ec. (8.14). Esto conduce a la Ec. (8.16),
con Cgc (Cge) paralela (antiparalela). La consecuente negatividad, dada aqui por el valor
absoluto del autovalor negativo de la transpuesta parcial (pfjl)tl3 , queda expresada entonces
por la Ec. (8.17). )
Para B=A,C=A(Ogzz — 1), la. Ec. (8.16) se rgduce a (8.15), con Njﬂ = %ijl‘ Para
un par de espines i # j, Oz = cos? #, O¢ = cos*i 0/ y el resultado de [7]
Finalmente notemos que si Og = O¢, Njj, = Cf;./2, como en el caso de una particion
global. En general, sin embargo, no hay una proporcionalidad entre N, étc y C:‘fc.
Las concurrencias (8.16) satisfacen las desigualdades de monogamia [89] C%S,C 4D = C%SC +
C%p para cualquier terna de subsistemas disjuntos 53, C, D. Obtenemos en este caso
2 2 _ 2 (1-03)(1-0%)
Che+Cap = Cieypll — 1fogo% b7

Remarquemos también que el entrelazamiento de subsistema persiste, aunque atenuado,
en la mezcla uniforme

P’ = 3@ ) (@F| +]e7)(e7)), (8.18)

la cual difiere de 3(|®)(®| + |-©)(—@|) si Op # 0y representa el limite T — 07 del
estado térmico p « e"PH en el campo factorizante cuando | + ®) son estado fundamental
(v la degeneracion del estado fundamental es 2). Reemplazando pjv por %( pjlv +p ) en
(8.14), encontramos ahora que las concurrencias global y de subsistemas son antiparalelas, dadas
para cualquier par de subsistemas disjuntos B, C por

C%C = %(Cgc - Cgc) = CpeO00/(1+Op), (8.19)

esto es, la mitad del la diferencia entre sus limites laterales de Cp¢. La Ec. (8.19) se mantiene
valida para una biparticion global (B = A, C = A). La consecuente negatividad puede
calcularse de manera andloga.

El orden de magnitud de la concurrencia de subsistema es gobernado por el solapamien-
to complementario Og_ . Para subsistemas pequefios (como un par de espines) en un
sistema grande, C??:c serd apreciable s6lo para dngulos suficientemente pequefios en el
subsistema complementario, esto es,61.2 ~ J;/N, de manera que OW ~ e Licasi%i/N g
mantenga finito. Esto lleva de nuevo a sistemas con anisotropia XY pequefia.
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8.1.2 La solucién uniforme

Examinemos ahora la posibilidad de un dngulo comtn 6’ = 6 V i. La Ec. (8.4) lleva entonces
a

o'l — vi? = (v'I* — vii%) cos? f), (8.20)
implicando una razoén fija
x = (V1Y — 07 / (v'F — v'?) = cos? @ (8.21)

para todos los pares con v'/* # v'/?, y un acoplamiento isotrépico 0¥ = v'/* si v'/* = v¥/Z. Un
subconjunto de acoplamientos isotrépicos no arruina este autoestado 4. La Ec. (8.5) implica
entonces que b’ es arbitrario si # = 0 o 7t (como en el caso XXZ v"Y = v%). 510 # 0,

_XZ ix _ iz (sj %11-]-). (8.22)

La energia (8.6) es en ese caso

Eg = —% Zsi[sj(vijx + oY — Uijz) + lijviiz] . (8.23)
i/j

Un campo general permite entonces un autoestado separable uniforme (un estado co-
herente global) en cadenas abiertas como en cadenas ciclicas con espin s; arbitrario en
cualquier dimensién si (8.20) se mantiene Vi,j. Por ejemplo, en una cadena abierta de es-
pines s; = s con acoplamientos a primeros vecinos v/# = v#1’ U+, la Ec. (8.22) produce
b' = bs = 2s/(v¥ — v7)(v¥ — v%) en los sitios internos, pero b = bN = 1b; en los bordes.

En realidad, las Ecs. (8.20)—(8.23) son vélidas para valores complejos de 8, pero el campo
factorizante serd real s6lo si cosf es real (x > 0). cos?0 > 1 ( imaginario) corresponde a
una rotacién alrededor del eje x pero puede reescribirse como una rotacién alrededor del
eje y axis por una rotacién global en torno al eje z. Asi, podemos fijar cos?8 € [0,1]. Los
estados | - @) serdn entonces estado fundamental cuando la Ec. (8.8) sea satisfecha.

La concurrencia (8.16) se vuelve, al fijar cos? 6 = y,

PV o ) [ () i
Cge = T (8.24)

donde s = ) ;cps; es el espin total del subsistema y S = ) s; el espin total. Esta es
independiente de la separacion y del rango de acoplamiento, dependiendo solamente de
x° y de los cocientes sg/S, s¢/S. Si

x=1-4/25, (8.25)

4 Para un acoplamiento completamente isotrépico 5 Z, J vls; - 8,  se mantiene arbitrario mientras que la Ec.
(8.5) llevaa b' = 0 sisin® # 0: Sin campo externo, cualquier estado coherente es un autoestado exacto.
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con § > 0y finita, x° ~ e¢7%/2 se mantiene finito para valores grandes de S. La Ec. (8.24)

lleva entonces a concurrencias globales O(1/+/S) y de subsistema O(1/S) para valores
pequefios de s 4, sp Y sc:

sA0V1—e 0

+ ~
CAA ~ S 1+e96/27 (8.26)
~6/2
CE, ~ 0 v/spsce 77 (8.27)
BC S 14e9/2

Por otro lado,para s 4 = 15, Cy 1 = 1 mientras que le 4 = tanh 10. Asi, mientras que
para valores grandes de 6 ambas C’, ; se aproximan rapidamente a 1 al aumentar s 4, para
valores pequenos de ¢ (limite XXZ) esto ocurre s6lo para C; ; y s4 cercanos a 5/2 (aqui
|©") — |0) pero |©@~) se aproxima al estado tipo W « }; v/s;|1;)).

8.1.3  Solucion alternante y entrelazamiento controlable en el campo factorizante

Entre otras posibles soluciones de las Ecs. (8.4)—(8.5), examinemos aquella solucién en la
que el campo magnético induce dos dngulos de polarizacion en una cadena (ciclica o abierta) de
espin s con acoplamientos XY a primeros vecinos (v//# = 1;j+10¥, con v* = 0). Asumimos
que x = v¥/v* € [0,1]. Un autoestado separable con 6,; = 6, 01 = 6, es posible en
presencia de un campo alternante b* = b,, b*~! = b, en los sitios internos, satisfaciendo
(Ecs. (8.4)—(8.5)

bebo = (25)%00Y . (8.28)

Esto lleva a una curva de separabilidad transversa. Los consiguientes dngulos satisfacen
cos 0, cos B, = v¥ /v* y son dados por

b2 + (2svY)?

2
Oy = =0 )
o8 be b2 + (2sv*)2

o=o,e, (8.29)

siendo dependientes del campo. Para b, = b, recobramos la soluciéon uniforme anterior (bs =
25+/v*vY). En una cadena abierta s6lo debemos agregar, de acuerdo a la Ec. (8.5), las correc-
ciones de borde b! = %bo, bN = %bUN. Los estados | - ©) seran entonces estado fundamental
tijando 6,, > 0 cuando v* > 0y 6, > 0, 6, < 0 en el caso antiferromagnético v* < 0 (para
N par si la cadena es ciclica, para evitar que ocurra frustracion).

Los estados de paridad definida |@*) llevardn nuevamente a un rango de entrelazamien-
to infinito, pero con concurrencias entre pares de espines con tres diferentes formas de
dependencia con el campo (y por lo tanto controlables) (Ec. (8.16) para B = i, C = j): par-par,
impar-impar y par-impar, satisfaciendo CE = /Ci;Cat, con C5 > CE£ > CE si |bo| < |bel.
Asi, CE puede en forma controlable, hacerse mds grande que C;; a pesar de la ausencia de un
acoplamiento directo entre sitios impar-impar. Para b, suficientemente grande, cosf, ~ 1
pero cos ), ~ x: s6lo los pares impar-impar estardn entrelazados de manera apreciable en
este limite en el campo factorizante.



8.2 Aplicaciones

En lo que sigue, veremos algunas aplicaciones de lo desarrollado anteriormente, en sis-
temas resolubles exactamente para todo campo transverso externo. Primero se discutiran los
casos extremos para redes invariantes traslacionales: la cadena ciclica de primeros veci-
nos y el modelo de Lipkin. En estos modelos el entrelazamiento de pares es funcién sélo
de la separacién entre los sitios (y en particular, en el caso del modelo de Lipkin, es con-
stante). Luego extenderemos los resultados al caso de la cadena abierta de primeros vecinos.
Hemos también realizado el andlisis del caso de cadenas con interacciones no uniformes,
en particular, dos sistemas simples que en cierta region de los pardmetros presentan fases
dimerizadas [3], que por razones de brevedad no se discutird en esta tesis.

Campo factorizante en cadenas ciclicas

En este apartado se considerardn dos casos: I) la red completamente conectada y II) la
cadena ciclica de primeros vecinos, en el caso particular de s; = 1/2 en ambos casos. Vamos
a estudiar el entrelazamiento entre pares de sitios cuando el sistema se encuentra dentro de
un campo magnético transverso uniforme. Por la invarianza traslacional, el entrelazamiento
entre cualquier par depende solamente de la “distancia” entre ellos: De esta manera, las
Ecs. (8.16) (8.19) se reducen a

N/2-1
Ct = (1- )L (8.30)
i X 1+ xN/27 3
N/2
0o _ ~~_X
Cij = Syt #5

En el limite de N grande y pequefias anisotropias, estas expresiones se reducen a las aprox-
imadas (8.27), que para este caso vienen dadas por

cx = NCimxse®?2/(1+£e%?), (8.32)
g = NCyrde?/(1—e79), (8:33)

En los dos sistemas, cuando b aumenta desde 07, el estado fundamental sufre [N/2]
transiciones de paridad + — F si x € (0,1] (como en el caso XXZ), ocurriendo la tltima
(= — +) en b = b;. Estas son claramente visibles para N pequefio si x no es demasiado
pequefio, esto es, si § = N (1 — x) no es demasiado grande, como se ve en la Fig. 16 para
N = 10 qubits. Para b — b7, todas las concurrencias del estado fundamental Cli se aprox-
iman a los mismos limites laterales (8.30) en ambos sistemas, con valores no despreciables.
Para § = 2,5, CljE alcanza de echo su valor mdximo para b — bs ~ 0,87v* en I, y también en
II'sil > 2. Para § = 5 los limites laterales siguen siendo observables pero casi coincidentes,
implicando una cp despreciable (Ec. (8.31)). En la Fig. 17 se representa el comportamiento
de cli para N = 50 qubits, para los mismos valores de  (ahora x = 0,95 y 0,9), observéan-
dose que es la misma que en la Fig. 16 en la vecindad de b;. Todos los pares se vuelven
entrelazados cuando b — bs, con C; aproximdndose a los valores comunes (8.30) en ambos
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Figura 15: Concurrencias de pares reescaleadas para el estado fundamental en el campo factorizante
vs el pardmetro de anisotropia reescaleado 4. c+ denota los limites laterales (8.32), cg el
valor en b = bs (Ec. (8.33)), el color rojo indica el tipo antiparalelo (c—, co) y el azul el
paralelo (c4). La linea punteada representa el salto en la magnetizacién (8.11).

sistemas, siendo ahora bien aproximados por las Ecs. (8.32). Dentro de cada subespacio de
paridad, el campo factorizante se distingue como aquel donde fodas las concurrencias del
estado fundamental CljE se cruzan tomando los valores (8.30) (en vez de anularse), como se
ve en el panel superior de la Fig. 18. Mds atin, en II el ordenamiento de las concurrencias Cl:t
se invierte en b = bs: C;” (C;") aumenta con la separacién | para b justo por encima (debajo)
de bs, ya que C:(b) se comporta linealmente en la vecindad de bs. Nétese que C;' (b) se
anula para campos mas bajos bfr < b, volviéndose antiparalela para b < bfr. Por otro lado,
a temperaturas suficientemente bajas, b; puede ser identificado con el campo donde todas
las concurrencias térmicas C;(T) se cruzan en el valor (8.31), como se ve en el panel inferior
de la Fig. 18. C;(T) se anula para un campo b;(T) > bs ligeramente mds grande dependiente
de I, permaneciendo antiparalela hasta b;(T). Para entender este efecto notemos que en una
mezcla general

0 = ql0+)(0+| + (1 —q)|0-)(6-|, q<0,1]

la concurrencia C(q) = C(py) es

C(q) =|1-q/9.|C=, qc=3(1+cos™N0), (8.34)

que generaliza la Ec. (8.31) (que se recupera para g = 1/2). C(q) es antiparalela (paralela)
para q < gc (> qc) y cero para q = g > 1/2, donde p, se vuelve completamente separable
(g = 3(10) (6] + |- 8) (—0])). La separabilidad requiere entonces un peso levemente superior
en |0) debido a su reducida concurrencia. Asi, a T > 0 bajas C;(T) se anula y cambia
de antiparalela a paralela en un campo ligeramente mayor b;(T) > bs, donde el estado
fundamental con paridad positiva tiene un peso mayor en la mezcla térmica. En el caso II
esto conduce al sorprendente resultado de que en un delgado intervalo by < b < b1(T), la
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Figura 16: Las concurrencias reescaleadas del estado fundamental ¢; vs. el campo magnético b para
N = 10 qubits y anisotropia x =1 —6/N = 0,75 (izquierda) y 0,5 (derecha). Los paneles
superiores corresponden a la red simétricamente conectada, donde ¢; es el mismo para
todas las separaciones [, los paneles inferiores a los acoplamientos de primeros vecinos,
donde c; es mostrado para todas las separaciones. Las lineas horizontales punteadas
indican los valores limites (8.30) y (8.31). En b = bs, ¢; cambia de tipo antiparalelo (rojo)
a paralelo (azul), siendo los limites laterales no nulos e idénticos V [, y los mismos para
los casos I y II. Los puntos grandes indican los valores de concurrencia en las N/2
transiciones de paridad (para la mezcla de ambos estado fundamental), con aquel en
b = bs dado por la Ec. (8.31) VIenIyenll

concurrencia térmica C;(T) crecerd con la distancia I, ya que sigue siendo gobernada por el
estado impar mds bajo V [.

De esta manera, vemos que el rango, el tipo y el orden del entrelazamiento de pares
puede ser controlado ajustando el campo en torno a bs.

8.2.1 Cadenas abiertas de espin s

Veamos ahora el caso de las cadenas abiertas de espin s con interacciones de primeros
vecinos en campos uniformes y alternantes. Como ilustracion, representamos primero en la
Fig. 19 los resultados exactos para la negatividad \j; del estado fundamental entre el espin
en el sitio 1 y el del sitio j en una pequefia cadena uniforme de espin s con acoplamientos
XY a primeros vecinos en un campo transverso uniforme b =b parai=2,...,n—1, con
las correcciones de borde b' = b = %b. Para x = v¥/v* € (0,1) esta cadena exhibird un
campo factorizante exacto bs = 2sv*,/x donde un estado separable con simetria de paridad
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Figura 17: Los mismos detalles que en la Fig. 16 para N = 50 qubits. Los paneles inferiores repre-
sentan los resultados en la vecindad de bs, representdndose en el recuadro el intervalo
completo. Los valores limites en b = bs son nuevamente los mismos para todas las sepa-
raciones y son idénticos para ambos sistemas

rota con dngulo uniforme cos 6 = ,/x se volvera el estado fundamental exacto si v* > 0 (si
v* < 0, el estado fundamental serd 6" = (—1)'6). Hemos fijado x = 1 — §/(2Ns), tal que los
limites laterales de la negatividad en bs son aproximadamente independientes de s y N. En
primer lugar se observa que el consiguiente comportamiento de V;; en términos del campo
reescaleado b/ bs es bastante similar para los tres valores de espin considerados (s =1/2,1y
3/2, el tltimo involucrando una diagonalizacién en una base de 65536 estados para N = 8).
El estado fundamental exhibe Ns transiciones de paridad al aumentar el campo desde 0" a
bs, de manera que tltima transiciéon ocurre en b;. Al acercarse a esta, se verifica que el rango

del entrelazamiento de pares aumenta, con fodas las negatividades aproximandose a limites
isti 1 + 1ot o 6e72
laterales comunes (8.17), distintos a cada lado, dados aqui por /\/'l.]. = ECZ.]. N N (1T
B (C;)Zeé/z 20—/
(Ec. (8.27)) y j\/;j ~ 4];927 ~ 4N2(1e_eﬂ5/2)2
el que el entrelazamiento de pares alcanza rango completo que involucra a su izquierda
esencialmente el dltimo estado antes de la transicion (a grandes rasgos, un estado W). b;
juega en esta cadena pequefa el rol de un punto critico cudntico. La Fig. 20 representa

los resultados para una anisotropia mayor (6 = 7,5). En este caso sélo las dltimas dos

. Se origina asi un intervalo alrededor bs en
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Figura 18: Arriba: Concurrencias reescaleadas c; en el estado maés bajo para paridad P, impar (cur-
vas de arriba, en rojo) y par (curvas de abajo, en azul) , para el caso Il con 6 = 25y
N = 50. Los ntiimeros indican la separacién /. En b = bs ocurre una inversién en el orden
de las ¢; con I. Las lineas punteadas representan la concurrencia antiparalela en los esta-
dos pares. Abajo: Concurrencias térmicas en el sistema anterior a kT = 5 x 10~%0* (lineas
solidas) y a T = 0 (lineas punteadas).

transiciones de paridad son visibles en la negatividad. Los limites laterales comunes de
j\/l;‘L son menores y todas las negatividades exhiben un méximo a la derecha del campo
factorizante. El comportamiento es entonces més similar al de las cadenas XY largas[29].
Sin embargo, existe atin un claro intervalo de rango completo de entrelazamiento alrededor

de bs, con limites laterales finitos en bs cuando se observa en detalle (ver recuadro).
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Figura 19: Negatividades entre el primer y el j™° espin en una cadena abierta de espines s con
acoplamientos XY, en funcién del campo magnético transverso b, con correcciones de bor-
de (ver el texto), y tres diferentes valores de s. Hemos fijado el pardmetro de anisotropia
v /v* =1—-06/(2sn), con 6 = 2,5y N = 8 espines. El campo factorizante corresponde a
la dltima transicion de paridad, y es marcado como el campo en el que todas las nega-
tividades se juntan, aproximédndose a los dos distintos limites laterales comunes. La linea
mas baja (en rojo) representa la negatividad para los espines de los extremos(Ni_y).

Los limites laterales en el campo factorizante en este sistema pueden en realidad ser
modificados cambiando la relacién entre los campos aplicados en los sitios pares e impares
n = be/b,, de acuerdo con la Ec. (8.28). Los resultados para la relaciéon 7 = 10 (con las
correcciones de borde pertinentes) son mostrados en la Fig. 21, donde la separabilidad es
exactamente alcanzada para un campo bos = bs/ /7 sobre los sitios impares. Nuevamente
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1.0 1.5
b/b.

Figura 20: Los mismos detalles que en la Fig. (19) para § = 7,5y s = 3/2. El recuadro representa el
comportamiento en la vecindad del campo factorizante.

se han representado sélo las negatividades entre el primer y el j-ésimo espin, que aho-
ra se aproximan a dos limites laterales comunes, uno para los j pares (N;5) y otro para
los j impares (Ng5). Mientras la primera llega a ser bastante pequefia, la dltima se vuelve
claramente apreciable, efecto final de la gran desigualdad entre los dos campos, quedando
entrelazados solamente los sitios impares en el entorno de este campo factorizante. Las neg-
atividades entre sitios pares ;5 (no mostradas) son por supuesto también muy pequefias
en bys. Notese finalmente que N3 puede volverse mucho mas grande que N, en la region
entorno a bys, a pesar de la ausencia de interacciones entre segundos vecinos.



114 | el campo factorizante en sistemas de espines

Figura 21: Los mismos detalles que en la Fig. (19) para § = 7,5, s = 3/2 y un campo alternante con
una razén par/impar b, /b, = 10. La linea roja (azul) representa el resultado para j par
(impar).
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

A lo largo de esta tesis se analizaron diferentes aspectos del entrelazamiento en sistemas
de muchos cuerpos. Se mostré como mediante la transformacién de Hubbard-Stratonovich
es posible construir diversas aproximaciones que permiten tratar el problema de evaluar el
entrelazamiento entre subsistemas. Esto motivé una discusién sobre qué entendemos por
entrelazamiento en sistemas de particulas y como podemos evaluarlo. Discutiremos ahora
algunas de las principales conclusiones.

CSPA, CMFA y entrelazamiento de pares. En la segunda parte de la tesis hemos anal-
izado el comportamiento térmico de la concurrencia de pares en redes de sistema de es-
pines 1/2 en presencia de un campo transverso. Se discuti6 la forma 6ptima en que deben
tratarse los términos de autointeraccién a fin de limitar tanto como sea posible el error en
la aproximacién CSPA, lo que redunda en una mejora también a nivel CMFA.

En sistemas con invarianza traslacional, se mostré cémo la CMFA puede evaluarse en for-
ma exacta, involucrando sélo la diagonalizacién de matrices de 2 x 2. Una particularidad
de esta técnica es que, a diferencia de lo que ocurre en otras técnicas, los cdlculos no se
vuelven mds complejos al considerar redes en dimensiones espaciales mds grandes, ni al
aumentar el alcance de las interacciones. También se discuti6 la razén por la cual estas
aproximaciones mejoran al aumentar el alcance de las interacciones y también al aumen-
tar la intensidad del campo magnético. En particular, en el limite asintético de campos
magnéticos intensos, la aproximacién RPA se vuelve exacta, permitiendo determinar correc-
tamente el alcance del entrelazamiento de pares. En el caso de CSPA la temperatura también
juega un papel importante en la correcta convergencia de la técnica.

Via la aplicacién al modelo XYZ completamente conectado, se comprobaron estos resul-
tados. La CMFA fue capaz de reproducir en este sistema algunas propiedades importantes
del comportamiento del entrelazamiento. Entre ellas, el decrecimiento logaritmico de las
temperaturas limite (para acoplamientos que escalean como 1/N), y el decrecimiento (crec-
imiento) al aumentar el campo magnético en el sector antiparalelo (paralelo), extendiéndose
esto para campos arbitrariamente grandes. Este comportamiento fue previamente observa-
do para tamafios pequefios en las temperaturas limites para las negatividades globales,
para las cuales la temperatura limite de pares provee una cota inferior. También se observé
que en arreglos con interacciones XYZ anisotrépicas, los pares se vuelven estrictamente
separables s6lo dentro de una ventana de campo finita a cualquier temperatura, la cual co-
lapsa a T = 0 en el campo factorizante. Se observé ademds que los efectos de tamafio finito
empobrecen la aproximacién CMFA s6lo en el limite XXZ, que el tratamiento CSPA com-
pleto nos permite recuperar. En el estudio de redes invariantes traslacionales se observo
también que la aproximacién comienza a dar resultados aceptables cuando el alcance de la
interaccion es mayor que 2.
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Tratamiento RPA bosénico. En el capitulo 7 se mostré6 como el método RPA es capaz
de proveer, a través de la representacién bosénica, un aproximacion tratable general para
estimar, en el estado fundamental de una red de espines, la entropia de entrelazamien-
to de cualquier biparticién asi como las negatividades asociadas a cualquier biparticién
de cualquier subsistema. La aproximacién se vuelve completamente analitica en sistemas
con invarianza traslacional, donde no se requiere ninguna diagonalizacién numérica para
obtener las matrices de contracciones bésicas.

El tratamiento bosénico proporciona esencialmente el comportamiento exacto del sistema
en el limite de espin grande. Las correcciones para el caso de espin finito pueden ser tenidas
en cuenta mediante el correspondiente estado RPA de espin, el cual permite en particular
implementar los no despreciables efectos de la restauracién de simetria de paridad, rota
a nivel de campo medio, pero que de otra forma provee resultados que se encuentran en
completo acuerdo con el tratamiento bosénico a primer orden en las ocupaciones medias
locales. Estas tdltimas son normalmente muy pequefias lejos de las regiones criticas. Medi-
ante la aplicacién directa de este método, se obtienen directamente expresiones analiticas
simples para la entropia de entrelazamiento y las negatividades para un par de espines s y
para una red de N espines s completamente conectada en un campo uniforme, pudiendo
expresarse estas cantidades en funcién de las energias RPA. Se mostré que este tratamiento
predice correctamente que la negatividad de subsistemas no diverge en el punto critico,
a diferencia de la negatividad de una biparticién del sistema completo, o la entropia de
entrelazamiento.

El acuerdo con los resultados numéricos exactos confirma que la aplicabilidad del méto-
do mejora al aumentar el espin s o la conectividad del sistema, observandose diferencias
s6lo en un region en torno al punto critico, que se reduce al aumentar s o la conectividad.
Una predicciéon general de importancia que surge de este tratamiento es que el entrelaza-
miento relacionado con las excitaciones elementales se aproxima a valores no nulos, inde-
pendientes del espin a medida que el espin crece. Un régimen cudntico RPA, caracterizado
por un entrelazamiento débil, emerge entonces entre el régimen estrictamente cldsico y el
cuantico fuertemente correlacionado.

El presente tratamiento puede ser aplicado también para la evaluacién de negatividades
y entropias de entrelazamiento para particiones arbitrarias en sistemas con interacciones
de alcance arbitrario; en particular, una aplicaciéon para la estimaciéon de la entropia de
entrelazamiento total para particiones “par-impar” en redes con interacciones de primeros
vecinos ha sido realizada, y actualmente se encuentra en proceso de publicacién [1].

Campos factorizantes. La aproximaciéon RPA motivo el estudio detallado de este fené-
meno. Hemos mostrado que la misma logra predecir el campo factorizante exacto asi como
las peculiares propiedades del entrelazamiento en su vecindad; en particular, el entrelaza-
miento de pares - y por lo tanto el de subsistemas arbitrarios - adquiere alcance completo
en esa vecindad, alcanzando valores préximos a los méximos que admite la condicion de
monogamia, en el limite XXZ. En el caso de sistemas con simetria de paridad, fueron de-
terminadas las condiciones rigurosas para su existencia, observdndose que puede ser orig-
inado por diversas configuraciones del campo externo. De esta manera, se mostré que es
posible “controlar” la distribucién del entrelazamiento para un conjunto de acoplamientos
determinados. Se observé ademds que el entrelazamiento en estas condiciones puede ser



descripto en términos de la “concurrencia”, ya que el estado local de cualquier subsistema
se puede representar dentro de un espacio de Hilbert efectivo de 2x2 estados.

Perspectivas

Quedan sin embargo algunas preguntas abiertas. En primer lugar, el éxito de la aprox-
imacién CSPA plantea la pregunta de si es posible mejorar la convergencia en calculos
numéricos Monte Carlo al incluir el factor curvatura local (Ec. (4.8)) dentro del factor de pe-
so estadistico: esto permitiria reducir el error en las integrales originado por la dispersion
del integrando. Otra idea que también esta en desarrollo es la posibilidad de evaluar direc-
tamente cantidades como la negatividad o la entropia de bloques mediante la aproximacién
Gaussiana de la traspuesta y de la traza parcial respectivamente de la integral exacta de
Hubbard-Stratonovich, para recuperar luego el resultado en la aproximacién Gaussiana. Se
puede ver que en el caso de la traspuesta parcial, el problema RPA generalizado duplica
la dimensién del problema RPA usual, ya que ahora el problema ya no es “local” en el
“tiempo-euclideo”.

Respecto a RPA, algunas lineas sobre las que estamos trabajando actualmente estan rela-
cionadas con la idea de mejorar la aproximacion al redefinir la “celda unidad”. En dimen-
sion > 1, esto no s6lo mejora la aproximacioén al tener en cuenta en forma mds precisa el
entrelazamiento local, sino que ademads la conectividad entre las nuevas celdas es en gener-
al mayor que la de las celdas originales. También queda pendiente analizar la posibilidad
de extender el esquema de bosonizacién RPA en el caso térmico, tema que también estamos
desarrollando actualmente.
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SISTEMAS INTEGRABLES EXACTAMENTE

En este apéndice, discutiremos algunos resultados exactos para los sistemas de espines que
se utilizaron para comprobar las técnicas de aproximacién usadas en el texto: el modelo de
Lipkin y la cadena de primeros vecinos. Estos modelos representan dos casos limite en lo
que respecta al rango de la interaccién, pero que coinciden en el caso de sistemas de dos y
tres espines.

A.1 El modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

El modelo de LMG es descripto por el Hamiltoniano definido en la Ec. (5.16). Es posible
reescribir este hamiltoniano en términos de las componentes del espin total S, = N, Suit

=bS, — - Zvy — N/4) (A.1)

por lo tanto, conmuta con el operador espin total J*> = S,S¥, con autovalores j(j + 1) . Sin
pérdida de generalidad podemos asumir |v,| < [vx| y b > 0. Vamos a considerar aqui el
caso atractivo vy > 0 (con |v,| < vy) donde el estado fundamental tendrd espin méximo
S = n/2. Como H es completamente simétrico y conmuta tanto con S?> como con la paridad
S; P = explint(Sz/h + N/2)| (que representa una fase global) la funcién de particién a
temperatura T = B! (fijamos la constante de Boltzmann a k = 1) puede escribirse como

N/2
Z=Trexp[-BH] = Y_ Y(S) } e FFsr, (A.2)
S:5N V:i,k

donde Y(S) = (N/Z\é s) — (N/ZZV s_1), con Y(N/2) = 1, es la multiplicidad de estados con
espin total S, tal que Z”/Z Y(S)(2S+1) =2N [6y =0 (3) para N par (impar)] y Egv son
los autovalores de H con espin total S y paridad v [k = 1,...,S+ 3 +v(3 — dn)]. Se debe
notar que en la realizacién fermidnica [62], las multiplicidades Y(S) serian diferentes (el
ntimero total de estados en el sistema fermiénico a medio llenado es (3Y) en vez de 2V). El
entrelazamiento de pares a T > 0 es determinado por la matriz densidad reducida de dos
espines p;; = tr,_y;jy [0] (i # j), donde p = Z~lexp[—BH] es la matriz densidad global. En
el presente sistema p;; sera la misma para cualquier par, y conmutara con el operador de
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| sistemas integrables exactamente
te)

paridad local exp[irr(S. + sl+ 1)] y el espin total ZH(S; + SL)Z, siendo en la base estandar
de la forma

p+ 0 0 ay i

ay = (s+si> = oy Fay

0 0 &— 0
Pij = 0 5_ po 0 |7 Px —14 +a, £ (s;)h !
ay 0 0 p- Po=17 =&

donde Si, = S. + iSQ y (4 =x,,2)

T 0lnZ

w = (SIS = g (#)), (A3)
ol
() = (=g ot (A9

Notese que — 4(N T S o < 1y que (s3) = ¥ +n(N —1)a,. Como la matriz densidad
de subsistema es de la forma (2.34) la concurrencia puede evaluarse segtin las expresiones
(2.35). Ya que todos los pares son igualmente entrelazados, el méximo valor que puede
alcanzar C en el presente sistema es 2/n [64] (alcanzado por ejemplo en el estado W |[SM) =
%, % — 1)) implicando que sélo la concurrencia reescaleada ¢ = NC puede mantenerse

finita en el limite termodindmico n — oo.

El limite XXZ

Cuando vy = v, = v la diagonalizacién de cada uno de los multipletes con | definido
puede realizarse exactamente, ya que en cada multiplete, el valor de S, estard bien definido,
con autovalores m — 6, para m enteros tales que —S < m < S en cada multiplete, siendo
la paridad de los correspondientes estados igual a la paridad de m. La energia de tales
estados vendra dada por

Esw = b(m—26,)—vs(s+1)+ (v—0v,)(m—58,)*+ ZUZU‘Z

b\’ 2 &
= (v—1y) <m—(5n+m) —ous(s+1)+ 0102—4(0_02) (A.5)

De esta forma la Ec. (A.2) se reduce a

n n/2 5—0p )
:B4v =YY (S S)efvs (5+1) Y e Plo—vz)(m—mp)* (A.6)
S=do, m=0d,—s

ﬁ 2v+uz

Z =

siendo my = Jy De esta manera, para el caso atractivo, si b > v — v, > 0, el estado

o 2(0 vz)"
fundamental es un estado completamente alineado con el campo externo, de forma que en

esa region de pardmetros, el entrelazamiento serd necesariamente térmico.



A.2 Hamiltonianos fermidénicos cuadraticos

Los sistemas de fermiones surgen naturalmente cuando tratamos con excitaciones que satis-
facen el principio de exclusién de Pauli y son representados en términos de observables que
cierran algebras fermionicas. Un dlgebra fermiénica consiste en un conjunto de operadores
fi vy fi que satisfacen relaciones de anticonmutacién canénicas

iy ={f. =0 {fiff} =1 (A7)
donde {A, B} = A.B+ B.A es el anticonmutador de los operadores Ay B. Por las relaciones

de conmutacién, cualquier producto de operadores fermiénicos en los que se repita alguno
de los operadores, se anula. Un hamiltoniano fermiénico cuadratico general tiene la forma

Zslfffl+ Z (Vi T+ Ve fjf] + h.c.) (A.8)

Para diagonalizar esta clase de hamiltonianos, observamos que Hr puede escribirse explici-
tamente como la forma cuadratica

1 €
Hyw = 52"HZ + ZIT (A.9)
donde Z es un “vector columna” de componentes ( ; ), mientras que
eilij + Vi (1) (L + Ly ) Vo (1)1
H — 1 1] N 1 ] 1] . 1 ;] A.IO
( VZ(i)1ji —¢&ili; — Vi (i) (i, + Lijj1) (A10)

H es hermitica, y por lo tanto es expresable como UTAU con U una matriz unitaria

u= < ]Z;[* Zjl)* ) (A.11)

y A una matriz diagonal. Si ahora llamamos Z = () = UZ, vemos que a y 4" cierran
nuevamente relaciones de conmutacién fermionicas. Por lo tanto, podemos reescribir Hr
como

1

Hp = sZ'U'Auz+ Liki

2
1 €l
— 2/\ T — Zk
- k(akak 2)+2

con Ay los autovalores positivos de #H. El estado fundamental de este hamiltoniano es
simplemente el vacio de las excitaciones aj, con energia Eg = — ) @ Los observables
de la teoria pueden ahora construirse reescribiendo los operadores fermiénicos originales
(f,fT) en términos de los nuevos (a,a").
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A.3 La cadena de espin 1/2 XY con interacciones a primeros
Vecinos

Este modelo ha sido ampliamente estudiado ya que es uno de los pocos modelos solubles
en baja dimensién, evaluable en el limite termodindmico, que presenta transiciones de fase
tanto a nivel cldsico como a nivel cudntico. En afios recientes, se han podido implementar
experimentalmente varios sistemas andlogos, que permitirian implementar ciertas tareas
de computacién cudntica [84, 90], de manera que la solucién de este problema comienza a
tener ademads una aplicacién practica directa. En [60], Lieb, Schultz y Mattis analizaron en
detalle esta clase de sistemas. En este apartado presentaremos sus principales resultados.
El hamiltoniano del modelo viene dado por

H = Zb(i)sz(i) — ”’“Ffi) Se(i)Sx(i+1) — vy:) Sy()Sy(i+1) (A.12)

con S,(i) la componente u del espin en el sitio i-ésimo. Este modelo admite una solucién
exacta a través de la transformacion de Jordan - Wigner

S (i) = nffp;=st(i) (A.13)
S:(i) = h(fifi—1/2) (A1g)
P = TIGs:(0) =10 -2 0 fe) (A13)
k<i k<i
donde f;, f;r son operadores que cierran el algebra fermionica [f;, fil+ = [f], f]-Jr]+ =0,

[fi, f;f]+ = 1;; y P; son operadores no locales, hermiticos y unitarios (y por lo tanto idem-

potentes), que conmutan con cualquier S;(j). En primer lugar, es fécil verificar que este
mapeo genera el dlgebra de espin:

8:0),8+()] = 1L fu f]P]
= 1*f i /1P
= 12 ((fH1f] — £ 1 0P
= W (] = FAf + )P
= h1;S4(i)
luego

[5:(),5-(j)] = —1;1(S-(i))

y finalmente,
[S+(i),S-(j)] = H[fI P, Pifi]
= 1 (fPPif - PififP)
= (fi+73i7)j]cj +Pifi fiPi = 73]'731'11']')
= 1 (PfFiPy+ Piff fiPi— 14)
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consideremos ahora los dos casos casos: 1) i = j
S+(),5-()] = WS fi—1) = —2nS.(1)
2)i#j
+(),5-()] = 1 (PP(A=2f ) fH f;+ PiPift 1)
S & (z7>7> i
= 1 (2PPif (- fifh)F)
(

= w2 (PP =1 (2P UTADAS)
=0

Para completar la equivalencia, hacemos corresponder al estado de vacio fermiénico
b|0) = 0 con el estado de espin completamente alineado en contra del campo magnético
| - N/2).

Con esta transformacion, el Hamiltoniano (A.12) se mapea a un hamiltoniano fermiénico
cuadratico

Hyy = hZ( fz——) () () f1+1+hc>— (A.16)
N
s (2 4 2 ( Jfft +h-c) (A7)
con vy (i) = M y P = Py el operador paridad total. Si la cadena es abierta, el

altimo término no estd presente y el hamiltoniano es diagonalizable en forma analitica.
En la cadena ciclica, el altimo término corresponde a un acoplamiento de N cuerpos. Sin
embargo, como Hjy conmuta con la paridad total P, es posible, dentro de cada subespacio
de paridad definida, tratar a P como un ntimero (+1), lo que nos permite reescribir Hjyy
como

Hpw = PTHjP"+ P~ H]WP_ (A.183)
Hjy, = Z ( (O f fi— —) —~ v+2(i) f i1 — U‘z(i) A A h.c) ¥ (A.18b)

(2 St e (A.180)
PE = # (A.18d)

* puede diagonalizarse por medio de una transformada de Fourier dependiente de pari-
dad [91] c;-r = :;f Yrek. € @Hct, donde Ky = {3,...,N— 1}, KL ={0,...,N — 1} (es-
to es, k semienteros (enteros) en el subespacio de paridad par (impar)) seguida de una

transformacién canénica (ver Sec. anterior) c,’:r = uka,t + Uxly—k, €y = Uply—k — vka,t, con
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te)

u,v2 = 31+ (b — vy coswy)/Ax] y 4, ai un nuevo conjunto de operadores fermionicos.
Para b > 0 fijamos Ay > 0 para k # 0y Ag = vy — b, de forma que el vacio de cuasi-
particulas en H; es par y de energia minima para cada paridad. Las energias minimas en
cada subespacio de paridad resultan entonces Ej; = —% Y kek, M- En el campo factorizante
b =bs = ,/0x0y (Ec. (5.40)), Ay = vy — bscoswy y E;FI = E; = —%Nmr, en total acuer-
do con la Ec. (8.6). Las concurrencias asociadas a los vacios con paridad definida pueden

P . . c L. _ + 1 . + o+
obtenerse en términos de las contracciones fermiénicas f; = (c;cj)+ — 51ij, & = (cj¢ ] )+ me-

diante el uso del teorema de Wick [60], obteniendose (s.) = 7, <szSJZ> =n(f—ff+8)y
o = %[det(AlJr) F det(A; )], con (Ali)l-]- = 2(fi—j+1 + &i—j+1) matrices de I x .



B ALGUNAS TECNICAS DE APROXIMACION

En este apéndice repasaremos algunas técnicas de aproximacién mencionada en el texto.

B.1 Mdétodos perturbativos

Consideremos un sistema cuyo Hamiltoniano H no es tratable exactamente, pero conoce-
mos otro Hamiltoniano similar Hp que si lo es. Definamos

HA = H0+/\(H—H0) (B.I)

de forma que H; = H. Si ahora suponemos que los objetos que nos interese calcular (sus
autoestados o su funcién de particién, por ejemplo) son funciones analiticas del parametro
A, serd posible expresarlos como un desarrollo en serie de potencias de A, y eventualmente
ser bien aproximados por el valor asociado a Hy mds unas pocas correcciones O(A") Por
ejemplo, si Hp no presenta degeneracién en su estado fundamental, la energia y el estado
fundamental de H) vendran dados por

2

E(®) = E° 4 AZZ | 0|V|k el L o) (B.2)
EGS

IGS)y = |GS)o+ (ELC >—Ho>-1AV|Gs>o+o<A2> (B.3)

donde V = H — Hj y la suma corre sobre k tal que E ;é E, (GS) 1 . Tipicamente, Hy es
una suma de hamiltonianos de particulas mdependlentes (una comb1nac1on lineal de op-
eradores locales) y V' es una interaccion entre estas particulas. De esta manera, |GS)( serd
un estado separable, por lo que las propiedades de entrelazamiento del estado quedaran
determinadas por las correcciones. Esta aproximacion presenta varias dificultades. La mas
bésica consiste en que eventualmente, para algtn valor de A, puede ocurrir un cruce de
niveles. En ese caso es necesario remplazar )o por algun |k)o adecuado. Una segun-
da dificultad esta relacionada con la evaluacién de observables cuyos valores medios son
O(A?).

Una forma mads simple de construir el estado fundamental (o, si el estado fundamental
es degenerado, la mezcla estadistica de todos los estados en ese subespacio) es a partir de
obtener el limite limg_, 0 (), donde

or(B) = Zlexp(~BHy)  Z = tr[exp(—pH,)] (B.4)

Si el Hamiltoniano tiene un GS degenerado, todavia es posible elegir la base de estados |k)¢ de manera que
(GS)

dentro de cada subespacio degenerado (k|V|k’) sea diagonal, y eligiendo |GS)o de manera que E;
minima.

sea
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es la matriz densidad para el sistema en equilibrio térmico a temperatura T = 1/p. Nat-
uralmente, si el estado fundamental no es degenerado, ﬁlim p(B) = |GS)(GS|;. Obtener el
— 0

operador densidad de equilibrio térmico para un sistema con interacciones es en general un
problema intratable. Sin embargo, podemos desarrollar p,(8) = exp(—BH,)/Z, en torno
a A =0, observando que

5_‘BeﬁHoe—/3HA — eBHo(Hy — Hy)e P (B.5)
= —AV(B) exp(BHo)pa(B) con (B.6)
V(t) = e™(H — Hp)e ™ (B.7)

De esta manera,

ePHoe=PHL = T exp ( A/ T)dT) —1—A/ dT—i—)\z/ / )dt'dt+03(A)
donde 7 representa el operador Orden temporal, de manera que finalmente obtenemos
Zy B
oA(B) = Z—APoTeXP —7\/0 V(t)dt (B.8a)
Z)

Q

2~ e (- (WA [ (P@VON- VRITHOW)) @)

(V(T)V(0))o — (V)3) es la correlacién “temporal” (en tiempo imaginario) de las fluctua-
ciones de la perturbacién, evaluada en el sistema sin interacciones?.

El principal problema de este desarrollo es que, como se hace evidente en la Ec. (B.8),
el verdadero pardmetro perturbativo no es A sino BA, lo que frustra en general la expan-
sion en el limite B — oo. La raiz de esta limitacién radica en parte en el hecho de que,
en sistemas con interacciones de corto alcance, las correlaciones de largo alcance aparecen
como términos de orden alto en BA. Una forma de salvar en parte esta dificultad se basa en
aplicar técnicas de renormalizacion a la teoria de perturbaciones. Las técnicas de renormal-
izacién permiten re-sumar sub-series de términos a todo orden en BA, y reescribirlos como
cambios en las constantes de acoplamiento. Si bien por este camino es posible recuperar
algunos observables cldsicos, en general es insuficiente a la hora de realizar estimaciones
de observables de entrelazamiento.

B.2 Métodos variacionales

Uno de los problemas que presentan los desarrollos perturbativos esté relacionada con que
el estado de partida |GS)¢ ( py) no es un estado que aproxime adecuadamente al verdadero
estado fundamental (estado de equilibrio térmico) del sistema.

Esta expansion también es vélida si remplazamos exp(—pBH,) por 7 exp(— fo’g H)(t)dTt), con Hp independi-
ente de T.



Una manera diferente de encarar el problema se basa en reformular el problema como
un problema variacional.
Si lo que buscamos es el GS del sistema, su reformulacién es inmediata: por definicién,

Egs = (GS|H|GS) < (¢|H|p) = (E)p Vg

Por otro lado, un estado de equilibrio térmico satisface las desigualdades de Bogoliubov,
esto es, pg; « exp(—BH) es aquél que minimiza la funcional Energia Libre [92] sobre los
estados del sistema con energia media definida:

Flo] = tr <H+%1np>p] > Flog] =—%1ntr[exp<—5H>] (B.9)

Demostracion: Para ver esto, notamos primero que
1
F [pgq] = —Elntr lexp(—BH)] (B.10)
y H= —/13 In pg; + F[oE,]. Remplazando en (B.9),

Flo] = %tr [(— Inpg, +Inp)p] + Flog,) (B.11)

que es, a menos de una constante, una cantidad proporcional a la entropia rela-
tiva (Ec. (3.1)) del estado de equilibrio respecto de un estado p arbitrario.

Veamos ahora que el primer término es definido positivo. Para ello, vamos a
considerar una base |r) de autoestados de p. De esta manera,

tr[(—Inpy +1Inp)p] = Zpr(ln pr—Inp,) = Zpr In(p,/ pr)

donde p, = (rlp|r) y pr = (r|ogq|r) luego, usando la desigualdad In(x) =

f1ﬂ>_ 1 gt

T2 xt—zzl—l/x,tenemosque

tr[(—Inpy +1Inp)p] > ) In(pr — ) =0

que es lo que queriamos demostrar.

La reformulacién en términos de un problema variacional nos permite buscar el estado
que mejor aproxime al GS o al estado de equilibrio térmico p.4, dentro de una familia de
estados restringida, donde la evaluacién de (E)o y F|p] sea un problema tratable.

Una aproximacion variacional presenta varias ventajas respecto de un tratamiento pertur-
bativo. Para empezar, el resultado de una aproximacién variacional siempre es un estado
tisico, y la estimacién del valor medio de la energia es un valor posible para el sistema. En
un desarrollo perturbativo, por otro lado, la estimacién de la energia puede ser divergente,
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pudiendo tomar valores por debajo de la energia minima del sistema. Lo mismo que con
la energia, en general la estimacion de las correlaciones obtenidas por medio de la teoria
de perturbaciones pueden alcanzar valores que no son posibles para ningtn estado del
sistema. En la expansion térmica, ademas, el desarrollo perturbativo da en general estados
con probabilidades no necesariamente definidas positivas y en general no hermiticos.

Por otro lado, en un esquema variacional, la estimacién de la energia y de las correla-
ciones serdn tan buenas como lo permitan el conjunto de estados de prueba. Si en un
desarrollo perturbativo las correlaciones entre sitios no conectados por la interacciéon sélo
surgen al desarrollar a un orden suficientemente alto, en una aproximacién variacional bien
pueden no ocurrir nunca.

Una método muy utilizado que se basa en el principio variacional consiste en buscar una
aproximaciéon al estado fundamental (estado de equilibrio térmico) dentro de los estados
producto |p) = Q; |¢P)i (0 = ®; p;)- Esta técnica es conocida como la MFA, y al estado |¢) (p)
que minimiza (E)|4y (F[p]) un estado de campo medio del sistema. Veamos en més detalle esta
aproximacion

b.2.1 La aproximacion de Campo Medio

La principal idea en MFA es remplazar las interacciones entre las partes del sistema por una
“interaccién media” o “efectiva”. Esto reduce un problema de muchos cuerpos a una colec-
cion de problemas de un cuerpo, lo que permite obtener con poco esfuerzo computacional
el comportamiento de varias propiedades importantes del sistema.

En general, la dimensionalidad del sistema juega un rol importante en determinar en que
medida funciona una aproximaciéon de campo medio para un problema particular. En MFA,
muchas interacciones son remplazadas por una interaccion efectiva con un campo externo.
Es natural que cuanto mayor sea la conectividad de la interaccién entre las particulas, las
fluctuaciones en el campo medio serdan cada vez menos importantes y por lo tanto, la
aproximacion serd mds exacta. Esto es cierto en sistemas con dimensionalidad espacial alta,
o en presencia de interacciones de largo alcance.

Para derivar la aproximacién, vamos a considerar estados de la forma

ol = @pi@) b= eXp(‘W“)Q”f” (B.12)

™ e [exp(— p () Qu(1))]

donde Qu(i), u =1,..., (dim? — 1) son operadores que expanden una base completa del
espacio de operadores hermiticos de traza nula sobre el espacio de estados de la i-ésima
particula, mientras que ®*(i) son coeficientes reales. La idea ahora es determinar los coefi-
cientes ®# (i) en cada sitio, de manera que se cumpla la condicién de extremo

O0F ) 19
e = 5 Hlot 5 (e =0
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Observemos ahora lo siguiente: Dada la forma de p, podemos expresar el valor medio de
un operador Q,(7) de la siguiente forma:

6

_tr [Qu (i) exp(—BPH (i) Qu(i))] ) Intr [exp(—BP* (i)Qu(i))]

| 1
(Qu(i))p = tr[exp(—p@()Qu(i))] P

ademaés,

<Qu(i)Qv(j)>p = <Qy(i)><Qv(j)>p i 7.

Ahora, si H admite la expansién en serie de potencias?, donde a la base Q, (i) agregamos
el operador identidad en cada sitio I = Qy(i)

H = Z Z ocyl,,_,yan . Qyn (B.13)

n Ui, Un

Por tratarse de un estado producto, (H), puede expresarse en funcion de los valores medios
de estos operadores, remplazando en H los observables por sus valores esperados

(H) =Y Y @ Qu) - (Qu) (B.14)

n U, Mn

por otro lado,

(Inp) = —pP"(Qy) — Intr [exp(—pL"(i)Qu(i))]

tinalmente, se obtienen las Ecs. (4.21) De esta manera, observamos que la condicién de

extremo consiste en que, o bien QD) _ (lo que significa que los valores medios de los
! 20, (7) que sig q
observables no dependen de ®) o ®,(i) = %. Esta ultima condicién es equivalente a
haber elegido p = exp(—BH), donde
d
= Quyir (H) = DL @M (k) Qu (K (B.15)
<QV> k ],lk

Observacién: Si en vez de expandir una base completa de observables locales Q, (i) nos
limitdramos solamente a los observables que aparecen en el Hamiltoniano, el resultado
seria el mismo. Esto permite reducir mucho el esfuerzo computacional.

Observacién: Para obtener el GS, se puede asumir desde el principio que el estado es un
estado puro.

Una vez que reducido el problema a una minimizacién sobre un espacio de pardmetros
suficientemente pequefio, podemos encararlo directamente mediante métodos numéricos
clasicos, como el método de gradiente conjugado[30].

En general, cualquier Hamiltoniano en fisica lo hace, si tenemos en cuenta que los términos de auto-
interaccion pueden escribirse siempre en términos de los operadores locales
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Otra forma de encarar el problema consiste en resolver las ecuaciones

(Qu(i)) = tr[Qu(i) exp(—pD"(i)Qu(i))] /tr [exp(—BD* (i)Qu(i))] (B.16a)
®,(i) = (sg% (B.16b)

Este tipo de ecuaciones suelen llamarse de “autoconsistencia” ya que es equivalente a decir
que los valores medios deben ser consistentes con la interaccién efectiva originada por esos
mismos valores medios.

Una forma de resolver el problema de encontrar un campo medio auto-consistente con-
siste en partir de un estado elegido al azar (Ilamémoslo p(?)), evaluar los observables
(Qu(i)) p(0), Y con estos evaluar @), Construimos entonces la p!) correspondiente a (1),

Debido a la concavidad de F, es posible probar la convergencia de este método si ®(©) se
elige dentro de un entorno de la solucién verdadera ®.

Restauracion de simetria

Las Ecs. (B.16) no siempre tienen soluciones tnicas. Esto ocurre en particular si una solu-
cién rompe alguna simetria presente en el Hamiltoniano original. Un estado de equilibrio
exacto de un sistema deberia conservar todas las simetrias del sistema original, ya que
p « exp(—BH) es una funcién de H. Esto significa que un estado de campo medio con
simetrias rotas no representa en general una buena aproximacién para el estado, y en par-
ticular, para los observables no invariantes ante esa simetria.

Cuando construimos los observables del sistema via derivaciéon de la funcién de par-
ticién, la restauracion de simetria puede implementarse de manera elemental si, cuando
agregamos acoplamientos para estimar observables, evitamos incluir aquellos que rompan
explicitamente la simetria.

A nivel del estado de campo medio, lo que corresponde es “promediar” todas las config-
uraciones con igual energia libre:

Ok =¥p(x> (B.17)

con dx elegida de manera de que [dx = 1. Naturalmente, la funcién de particion serd
exactamente la misma que antes, ya que Zyr = exp(—ptr [Hp(x)] + tr [o(x) Inp(x)]) = cte.
Si vamos maés lejos, en el caso de que haya direcciones para las que la curvatura definida
en la Ec. (4.24) sea muy pequefia (lo que ocurre en las regiones cercanas a una transiciéon de
fase), podemos integrar también sobre esos modos con Z(x)/Zyr como funcién de peso:

ORS aprox 22; (é(—z\gp(x)) (B.18)

Este resultado es completamente equivalente al resultado en la aproximacién SPA. Una
limitacién de este procedimiento de “restauracion de simetria” proviene del hecho de que
el estado resultante no es una “superposicién coherente”. Una aproximacién mds precisa
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se obtiene por medio de la técnica de “proyeccién”: Si S es un operador que genera las
transformaciones asociadas a la simetria rota, dado que todo autoestado del sistema debera
serlo también de S, podemos mejorar la aproximacién al estado fundamental “proyectando”
el estado con simetria rota sobre los diferentes subespacios propios de S y eligiendo aquél
que corresponda con el minimo de la energia. Una forma de hacer esto es construyendo el
proyector en la “representaciéon de Fourier”

P = /exp(—ix(S —9)) ;2%

que naturalmente se anula sobre cualquier estado propio de S con autovalor diferente de s.
De esta manera, el estado

(B.19)

s & //exp(—ixS)p(xo)exp(ix'S)exp(is(x — x’))d;ix (B.20)

donde p(xg) es cualquiera de las soluciones del problema variacional de campo medio. Si
integramos sobre s, lo que es equivalente a una mezcla estadistica sobre todos los estados
ps con igual peso, obtenemos

sd : .
PRS = % o / exp(—ixS)p(xo)p(ixS)dx (B.21)

que coincide con la expresiéon de la Ec. (B.17). Vale notar que a diferencia de (B.17), los
estados (B.20) ya no son en general una mezcla de estados producto, y por lo tanto, pueden
dar cuenta del entrelazamiento del estado exacto.

B.3 Quantum Monte Carlo

Quantum Monte Carlo[52] es una familia de técnicas que se basan en descomponer el
problema de evaluar exp(—BH) en dos pasos:

1. Aproximar exp(—pBH) como un producto (0 suma de productos) de un nimero
definido de operadores de la forma exp(—pBA;), que si puedan evaluarse. Vamos a
llamar “rebanada”4 a cada uno de los factores del producto. El elemento de matriz
(ilexp(—pBH)|j) se escribe ahora como

(il exp(—BH)]j) :{ji} T Tl exp(—BH)[jms1)
Tm} M

2. La suma (o integral) sobre productos del miembro derecho se aproxima mediante
técnicas de integraciéon Monte Carlo[30]. Estas técnicas se basan en el hecho de que
una integral/ suma multidimensional puede representarse como

[ swptan = LIRS [ omao) = (fpman) i, @2

4 En inglés se suele usar el término “slice”
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En la préctica, el método es aplicable si somos capaces de generar niimeros aleatorios
con una distribucién de probabilidad de forma que f(x) ~ cte. Como la dispersion
en la media muestral es proporcional a su desviacién estandar, e inversamente pro-
porcional a la raiz cuadrada del niimero de muestras, el método serd convergente
siempre y cuando (f?) — (f)? se mantenga finito.

La forma integral (3.4) es particularmente apropiada para formularse en términos de
Quantum Monte Carlo (OMC): si la temperatura es suficientemente alta respecto de los
acoplamientos, U varia poco dentro del soporte efectivo de la integral, mientras que el
peso Gaussiano es facilmente implementable en un generador de ntimeros aleatorios [30].
Podemos estimar entonces la integral funcional remplazando el limite n — oo por la eval-
uacién para un numero de factores n fijo. Sin embargo, conforme la temperatura baja, el
soporte efectivo de la integral crece a una zona en la que U ya no puede aproximarse por
una constante. Peor atn, los elementos de matriz de U (que no tienen por qué ser positivos)
comienzan a cambiar su fase rdpidamente. Esto es un hecho conocido como el problema del
signo [93], y estd relacionado (aunque no determinado) por el entrelazamiento del estado
que se quiere aproximar. Esto limita la aplicacion de la técnica a temperaturas suficiente-
mente altas. La forma mds simple de QMC consiste en usar una tinica “rebanada”, QMC. Si
s6lo nos interesa evaluar operadores locales y correlaciones de dos cuerpos, basta con ser
capaces de calcular Z y sus derivadas respecto a ciertos acoplamientos. Esto da origen a la
Aproximacién de camino estatico (Static Path Approximation) que discutimos en el Cap. 3.

Para ilustrar estos conceptos, aplicaremos la técnica QMC al caso mas simple de todos:
el estado de equilibrio térmico de un sistema formado por un par de espines %, acoplados
por una interaccion XY, dentro de un campo magnético, definido por el Hamiltoniano

S; = (3®0y+09R03) (B.24)
donde los operadores ¢, son representados por las matrices de Pauli
o0 =(1)  ox=750) (B.25)
oy = 5% 10) 0z = 3(0%1)

Este Hamiltoniano presenta una simetria respecto a la transformacién de “Paridad-Sz”,
generada por el operador P, = exp(—imS;), donde S, = ¢, ®1+1® 0y, es el operador
“espin total”, lo que permite desbloquear el Hamiltoniano en dos subespacios de 2 x 2:

b 0 0 vx/4+v,/4
Hxy = 0 0y /4 — v, /4 0 0 ‘ (B.26)
vy /4+0,/4 0 0 —b

siendo Hyy representado en la base de estados separables {| )| 1), | )| {), | 1) T, | )] T
) }. En esa base, la matriz densidad toma la forma

p = Z1 (ML) 1] + e P12) (2] + eP[3) (3] + 1) () (B.27)
Z = 2(cosh(BAy)+cosh(BA_)) (B.28)



donde A = \/b2 + (vx +vy)2/16, A_ = |vx — vy| /4

I V.= rvd G s LIRSS IR (B.29)
2 = e (ST - (e - BIDID)
B = (DI -+
9 = S(DIN=IDI1)
Nétese que el estado |4) = |singlete) que describimos en el proceso de teleportacion. La

correspondiente matriz densidad es de la forma (2.34), por lo que la concurrencia del estado
es una funcién analitica de los pardmetros (Ec. (2.35)-(2.37)).

Digamos que ahora queremos evaluar observables por medio de la técnica “Quantum
Monte Carlo”. Una forma de determinar en general cudn buena es la aproximacién (para
un namero fijo N de rebanadas) al aplicarla a cualquier observable consiste en comparar
cuanto se parecen el estado estimado pjsc al estado exacto (B.27). Naturalmente, algunos
observables podrdn ser estimados mejor que otros, pero vamos a considerar el peor caso.
Una medida de cudnto se parecen dos estados viene dada por la entropia relativa definida
como [15]:

Sri(p,0) = tr o (In(p) — In(0))] (B.30)

que se anula en el caso de que ambos estados sean idénticos y se iguala (a menos de una
constante) a la entropia estadistica de p si ¢ es un estado completamente mezclado. En las
figuras 22-23 se muestran algunos resultados para el caso particular vy = 1y v, = 0.. En
la figura 22 observamos como el costo computacional, medido en el logaritmo del ntimero
de paths Monte Carlo evaluados para alcanzar la convergencia muestra una tendencia cre-
sciente al aumentar el entrelazamiento. Esto esta relacionado con el “problema del signo”:
para alcanzar la convergencia de la integral Monte Carlo, se requieren cada vez una es-
tadistica mayor, debido al aumento de la dispersion del integrando. A la vez, para alcanzar
la convergencia respecto del aumento en el nimero de rebanadas se requieren ademads
de ellas, lo que implica aumentar atin més el costo computacional. Estos resultados nat-
uralmente se vuelven mucho mads costosos al aumentar el nimero de componentes y la
cantidad de estados por sitio. Esto implica la necesidad de limitar el ntimero de rebanadas,
de campos auxiliares y de estadistica, lo que impone fuertes limites a la convergencia. En
esta tesis desarrollamos en cambio metodos analiticos para tratar estas integrales, que no
s6lo reducen significativamente el esfuerzo numérico sino que ademads nos permitieron
recuperar aspectos conceptuales en los sistemas a estudiar, que quedan opacados en un
tratamiento completamente numérico.
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Figura 22: Ntimero necesario de corridas QMC para alcanzar la convergencia en un sistema de

dos espines acoplados por una interaccién oo vs. el entrelazamiento del sistema para
diferentes temperaturas (8 = 1, B = 4y = 8, representadas por las lineas roja, verde y
azul respectivamente). La condicién de convergencia aplicada fue |[o" — p|| < 0,02 (donde

[|A]] = VAtA es la Norma L£,), para p y o dos estimaciones de la correspondiente

integral
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Figura 23: Concurrencia exacta en funcién del campo magnético para f = 2 (izquierda) y f = 8
(derecha) y su estimacién en QMC. La linea continua (en rojo) representa el resultado
exacto y las lineas punteadas los resultados para 1 rebanada (verde), 4 rebanadas(azul) y

20 rebanadas(rojo).
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