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Osvaldo Civitarese, Juan Mauricio Matera

10 de enero de 2019
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Notación:

Vectores tridimensionales con “flechita” ~x, ~r. Versores con “sombrerito” êx
Tetravectores en notación covariante (xµ) Operadores en negrita: H, c, ~A, xµ.

1. El Hamiltoniano de Dirac

1. Simetŕıa en el tratamiento de las coordenadas espaciales y temporal (Schödin-
ger ∇2, ∂t)

2. Derivadas positivas (Klein Gordon, negativas)

3. Grados de libertad (spin).

Consideramos un vector Ψ de N componentes Ψn (n = 1, . . . , N)

Ψ =

 Ψ1

...
ΨN


y expresamos las combinaciones elementales de derivadas espaciales y tempora-
les

1

c

∂

∂t
+

∑
i=x,y,z

Ai
∂

∂xi
Ψ + i

mc

~
BiΨ = 0 (1)

donde Ai y B son ciertas matrices de N × N . Introducimos el “vector de ma-
trices” ~α ≡ Axêx +Ay êy +Az êz y el “escalar” β ≡ B, de manera que podemos
escribir

i

c

∂

∂t
Ψ + ~α · ∇Ψ + i

mc

~
βΨ = 0 (2)

Las N componentes de Ψ describen el estado de un nuevo grado de libertad.
Si definimos ahora Ψ† = (Ψ∗1, . . . ,Ψ

∗
N ) el vector “hermı́tico conjugado” de Ψ,

vemos que satisface la ecuación

−1

c

∂

∂t
Ψ† +∇Ψ† · ~α† − i

mc

~
Ψ†β† = 0 (3)

Que surge de tomar el Hermı́tico conjugado de la Ec. 2, recordando que ~αi y β
son matrices de N ×N y que

(A.B)† = B†.A† .

Multiplicando 2 a la izquierda por Ψ†, a 3 por derecha con Ψ y sumando,
obtenemos
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1

c

(
Ψ†

∂Ψ

∂t
+
∂Ψ†

∂t
Ψ

)
+
(
Ψ†~α · ∇Ψ + (∇Ψ†) · ~α† ·Ψ

)
+

imc

~
(
Ψ† · β ·Ψ−Ψ† · β† ·Ψ

)
= 0

(4)
Si introducimos la densidad ρ = Ψ†Ψ (que es necesariamente definida positiva)

vemos que ∂ρ
∂t =

(
Ψ† ∂Ψ

∂t + ∂Ψ†

∂t Ψ
)

, de manera que si β = β† y ~α = ~α†, la Ec. 5

toma la forma de una ecuación de continuidad

∂ρ

∂t
+∇ ·~j = 0 (5)

donde ~j = Ψ† · ~α ·Ψ.
Si multiplicamos ahora la Ec. 2 por i~c encontramos que

i~
∂Ψ

∂t
= HDΨ (6)

con
HD = −i~cα · ∇Ψ +m0c

2β

que tiene la forma de una Ec. de Schrödinger. En efecto, si llamamos ~P = −i~∇,

HD = c~α · ~PΨ +m0c
2β (7)

Observamos que como ~α y β son matrices Hermı́ticas,HD = H†D. El siguiente
paso será elegir ~α y β, de manera que las componentes de Ψ satisfagan la
ecuación de Klein Gordon. Para esto, observamos que

1

c2
∂2Ψ

∂t2
=

1

c2
i

~
∂

∂t
HDΨ = − 1

c2~2
H2
DΨ

=
∑
ij

αi · αj ∂

∂xi

∂

∂xj
Ψ− im0c

~
∑
i

(αi · β + β · αi) ∂Ψ

∂xi
− m2

0c
2

~2
β · βΨ

Imponiendo las condiciones

αi · β + β · αi ≡ 0 (8)

αi · αj + αj · αi ≡ 2δij1N×N (9)

β2 ≡ 1N×N (10)

la ecuación se reduce a(
1

c2
∂2Ψ

∂t2
−∇2 +

m02c2

~2

)
Ψ = 0

que se satisface si cada componente Ψn satisface la ecuación de Klein-Gordon
con masa m0. Veamos ahora que las condiciones 8, 9 y 10 imponen restricciones
a los posibles valores de N . De 9 y 10 vemos que det(αi)2 = det(β)2 = 1 por
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lo que estas matrices son invertibles (de hecho, son idempotentes). Luego, de la
condición 8

det(β) det(αi) = det(β·αi) = det(−αi·β) = det(−1N×N ) det(β) det(αi) = (−1)N det(β) det(αi)

se sigue que N debe ser par. Además,

Tr[β] = Tr[β · αi · αi] = Tr[αi · β · αi] = Tr[−β · αi · αi] = −Tr[β]

de manera que Tr[β] = 0. De la misma manera, Tr[αi] = 0.
Veamos ahora que la dimensión N mı́nima para satisfacer las condiciones

8- 10 es 4. Para verlo, observamos que (A,B) = Tr[A.B] define un producto
interno para las matrices hermı́ticas. Recordemos que en un espacio vectorial
con producto interno, un conjunto de m vectores ortogonales es necesariamen-
te un conjunto linealmente independiente. Tomando traza a ambos lados de
la condición 9, vemos que αi son tres matrices ortogonales, que a su vez son
ortogonales con β. Pero como las cuatro matrices son de traza nula, también
son ortogonales con la matriz identidad 1N×N , lo que significa que el espacio
de matrices de N ×N admite al menos 5 matrices linealmente independientes.
Por lo tanto, el espacio de matrices más pequeño con N par, que admita cinco
matrices linealmente independientes es el de las matrices hermı́ticas de 4× 4.

Para ver que efectivamente en el espacio de matrices de 4× 4 existen cuatro
matrices que satisfagan las condiciones, construimos un ejemplo: β = σx⊗12×2,
αi = σz ⊗ σi, donde σi=x,y,z representan las matrices de Pauli σx = (0

1
1
0),

σy = −i(0
−1

1
0), σz = (1

0
0
−1). Un cálculo directo muestra que efectivamente estas

matrices satisfacen las condiciones.

1.1. Ecuación de Dirac en forma Covariante.

Adoptamos ahora la notación xµ = (ct, ~x) (vector contravariante), xµ =
(ct,−~x) (vector covariante), y la “métrica”

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = gµν

de manera que gµνx
µ = xν . Definimos ahora

γµ = (β, β~α) = (γ0, ~γ)

Vemos que (γ0)† = β† = β = γ0 = (γ0)−1 y (γi)† = (βαi)† = (αiβ) =
(−βαi) = −γi = (γi)−1, de lo que se sigue que

(γµ)† = γ0γµγ0 = gµνγ
ν

De las condiciones 8-10 se sigue tambien que (probar como ejercicio)

{γµ, γν} = 2gµν14×4
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Si ahora multiplicamos la Ec 6 con β/c por izquierda, encontramos que

i
~
c
β
∂Ψ

∂t
+ i~βα · ∇Ψ−m0cβ

2)Ψ = i
~
c
γ0 ∂Ψ

∂t
+ i~γi · ∇Ψ−m0c)Ψ

= (i~γµ
∂Ψ

∂xµ
−m0c)Ψ

Análogamente, el adjunto de la Ec tiene la forma

i~
∂Ψ†

∂xµ
γ0γµ +m0cΨ

† = 0

Introduciendo la notación Ψ = Ψ†γ0, podemos escribir

i~γµ
∂Ψ

∂xµ
−m0cΨ = 0 (11)

i~
∂Ψ

∂xµ
γµ +m0cΨ = 0 (12)

1.2. Fórma expĺıcita de las matrices de Dirac

Consideremos ahora las cuatro matrices γ0, γ1, γ2, γ3 y todos sus posibles
productos. Las relaciones de (anti) conmutación implican que cualquier producto
de estas matrices que tenga factores repetidos puede reducirse a uno con todos
los factores distintos. De esta manera, el álgebra generada por γµ tiene como
por base a las matrices Hermı́ticas

Γ Expresión #
Γ1−4 γ0, iγ1,iγ2,iγ3 4
Γ5 γ5 = iγ0γ1γ2γ3 1

Γ6−11 γ0γ1 = α1, γ0γ2 = α2, γ0γ1 = α3

6−iγ1γ2 = 2Σ12, −iγ2γ3 = 2Σ23, −iγ3γ1 = 2Σ31

Γ12−15 iγ0γ1γ2 = γ1γ5, iγ0γ3γ1 = γ2γ5, iγ0γ1γ2 = γ3γ5,
4

γ1γ2γ3 = −iγ0γ5

Γ16 14×4 1

Analizando su ortogonalidad respecto al producto interno (A,B) = Tr[AB]
vemos que efectivamente las matrices Γk son un conjunto linealmente indepen-
diente de 16 matrices Hermı́ticas, por lo que son base del espacio de matrices
de 4× 4.

Propiedades de Conmutación de las Γk
ΓlΓm = aΓn para algún n y a en {1,−1, i,−i}
ΓlΓm = 14×4 si y sólo si l=m
ΓlΓm = ±ΓmΓl

ΓkΓlΓk = −Γl para algún k si Γl 6= 14×4

(13)

La primera propiedad viene de reescribir las matrices Γl como producto de
las γµ e i, usando las reglas de (anti)conmutación, y teniendo en cuenta que
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(γµ)2 = ±14×4. De la misma manera, la segunda linea se sigue del caracter
autoadjunto de las Γl, y de que la identidad se obtiene sólo si los factores en
Γl se cancelan exactamente con los factores en Γk, lo que ocurre sólo si son la
misma matriz. La última linea, la probamos notando que

γ5γµγ5 = −γµ

γ0γ5γ0 = −γ5

γµ(γ5γµ)γµ = −(γ5γµ)

1.2.1. Teoremas

(A) Tr[Γl] = 0∀l=0...15:

Tr[Γl] = −Tr[ΓkΓlΓk]

= −Tr[ΓlΓkΓk]

= −Tr[Γl14×4] = −Tr[Γl]

⇒ Tr[Γl] = 0 .

(B) Γl son un conjunto linealmente independiente:

16∑
l=1

xlΓl = 0⇔ ∀lxl = 0

Demostración: Personalmente me parece más elegante el argumento de la or-
togonalidad. Si ∀mxm = 0, es claro que

∑16
l=1 xlΓl = 0. Por otro lado, si∑16

l=1 xlΓl = 0→ ∀mTr[Γm(
∑16
l=1 xlΓl)] = 0, pero

Tr[Γm(

16∑
l=1

xlΓl)] =

16∑
l=1

xlTr[ΓmΓl]

= xmTr[ΓmΓm)] +

16∑
l=1,l 6=m

xlTr[ΓmΓl]

= xmTr[14×4]

por lo que ∀mxm = 0.

Aplicaciones

1. Dimensión: El espacio de matrices cuadradas de dimensión más baja en
la que podemos acomodar 16 matrices linealmente independientes es el de
las matrices de 4× 4.

2. Corolario ? : Cualquier matriz de 4×4 puede escribirse como combinación
lineal de las Γl. Los coeficientes se pueden recuperar v́ıa las relaciones de
ortonormalidad:
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M =

16∑
l=1

xlΓl

con xl = 1
4Tr(ΓlM).

(C) Si una matriz X conmuta con todas las matrices γµ ⇒ conmuta con to-
das las Γi ⇒X = λ14×4. Demostración: Supongamos que X = ΓiXΓi. Podemos
escribir

X = xmΓm +
∑
l 6=m

xlΓm

con Γm 6= 14×4. Pero sabemos que existe Γk tal que ΓkΓmΓk = −Γm por lo
que, como supusimos que [Γk, X] = 0,

ΓkXΓk = XΓkΓk = X14×4 = X

de manera que

X = xmΓkΓmΓk +
∑
l 6=m

xlΓkΓmΓk = −xmΓm +
∑
l 6=m

±xlΓl

lo que implica que xm = 0 a menos que Γm = 14×4.

1.2.2. Teorema Fundamental de Pauli

Si {γµ} y {γ̃µ} son dos conjuntos de matrices que satisfacen {γµ, γν} =
{γ̃µ, γ̃ν} = 2gµν14×4, existe una matriz S tal que

γ̃µ = SγµS−1

con S =
∑16
i=1 Γ̃iFΓi, donde F es una matriz de 4×4 y Γ̃i es la base del espacio

de matrices de 4× 4 generada por las {γ̃µ}.
Demostración: En las notas, falta la demostración Supongamos que S sa-

tisface γ̃µ = SγµS−1 para cada µ. Si esto es aśı, también será cierto que
Γ̃k = SΓkS

−1 Multiplicando esta identidad por izquierda con S y por dere-
cha con Γ̃k obtenemos

S = Γ̃kSΓk

válida para cada k. Observamos ahora que

S =

16∑
i=1

Γ̃iFΓi

satisface esa propiedad, ya que como Γ̃kΓ̃i = akiΓ̃σk(i) y ΓiΓk = (ΓkΓj)
† =

(akiΓσk(i))
† = a∗kiΓσk(i) con σk(i) una permutación y aki ∈ {1,−1, i,−i},

Γ̃kSΓk =

16∑
i=1

Γ̃kΓ̃iFΓiΓk
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=

16∑
i=1

Γ̃σk(i)FΓσk(i)

=

16∑
i=1

Γ̃iFΓi = S

Para ver ahora que S es no singular, observamos que S† =
∑16
i=1 ΓiF

†Γ̃i satisface

S† = ΓiS
†Γ̃i, de manera que S†S = ΓiS

†Γ̃iΓ̃iSΓi = ΓiS
†SΓi de manera que

S†S = α1. Eligiendo F apropiadamente, α 6= 0 y S−1 = S†/α. De la misma
manera, podemos probar que independientemente de la elección de F , S es única
a menos de una constante: Si

S1γ
µS−1

1 = S2γ
µS−1

2 ⇒ ∀µγµ(S−1
1 S2) = (S−1

1 S2)γµ

luego (S−1
1 S2) = α14×4.

2. Representaciones de las matrices de Dirac

2.1. Representación Estandard de Dirac

Representación expĺıcita de las matrices de Dirac. Representación de Dirac.
Una forma de construir matrices de 4 × 4 que satisfagan el álgebra de Clifford
se basa en que las matrices de Pauli

σx = (0
1

1
0) , σy = −i(0

−1
1
0) , σz = (1

0
0
−1)

satisfacen un álgebra de anticonmutación {σi, σj} = δij . Si elegimos ahora β =

γ0 = σz ⊗ 12×2 = (
12×2

0
0
−12×2

) y αi = γ0γi = σx ⊗ σi = (0
σi

σi
0 ) vemos que

efectivamente β2 = (αi)2 = 14×4, y {β, αi} = {αi, αj} = 04×4.
Esta representación es conocida como la “Representación de Dirac” de las

matrices de Dirac. En esta representación,

γi = (iσy)⊗ σi = (0
−σi

σi
0 )

γ5 = σx ⊗ 12×2 = (0
12×2

12×2

0 )

Σij =
−i

2
γiγj =

1

2
εijk12×2 ⊗ σk = εijk(

σi/2
0

0
σi/2

)

−iγ5γ0 = −σy ⊗ 12×2 = (0
−i12×2

i12×2

0 )

γ5γi = −σz ⊗ σi = (−σi0
0
σi)
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2.2. Representación de Weil

Otra representación posible de las matrices de Dirac es la Representación
Quiral o Representación de Weil,

γ0 = σx ⊗ 12×2 =
(

0
12×2

12×2

0

)
γi = (iσy)⊗ σi =

(
0
−σi

σi
0

)
La representación de Weil tiene la propiedad de que la matriz γ5 es diagonal:

γ5 = −σz ⊗ 12×2 =
(
−12×2

0
0
12×2

)
Esto se traduce en que en el ĺımite de m0 → 0, el Hamiltoniano de Dirac 7

se bloquea en dos subespacios de dimensión 2:

HDirac = −i~c
(
~σ·∇
0

0
−~σ·∇

)
2.3. Representación de Majorana

Otra representación importante es la llamada representación de Majorana:

γ0 = σx ⊗ σy

γ1 = i12×2 ⊗ σz
γ2 = iσy ⊗ σy

γ3 = −i12×2 ⊗ σx
En esta representación, la ecuación de Dirac es una ecuación diferencial real,(

~(σz
∂
∂x − σx

∂
∂z )−m0c ~iσy( 1

c
∂
∂t −

∂
∂y )

~iσy( 1
c
∂
∂t + ∂

∂y ) ~(σz
∂
∂x − σx

∂
∂z )−m0c

)
Ψ = 0 (14)

de manera que sus soluciones son espinores reales. Veremos más adelante que
una part́ıcula que satisface la Ec. de Majorana es necesariamente neutra.

3. Transformaciones de Lorentz y covarianza de
la Ec. de Dirac

Si Λµα es una transformación de Lorentz (esto es, una transformación lineal
que preserva la métrica de Minkowski gαβ = ΛµαΛνβgαβ) que transforma las
coordenadas xα en

x̃µ = Λµαx
α

queremos encontrar una transformación lineal SΛ que actúe sobre los espinores
Ψ de manera que si

(i~γµ∂µ −m0c)Ψ(xµ) = 0
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se cumpla que
(i~γµ∂̃µ −m0c)(SΛΨ(x̃µ)) = 0

de manera que la ecuación resulte invariante de Lorentz.
Observamos ahora que la ecuación transformada, en términos de las variables

originales tiene la forma

(i~(γµ
′
SΛ)(Λ α′

µ′ ∂α′)−m0c)(Ψ(Λµαx
α)) = 0

donde Λ α′

µ′ es la matriz inversa de Λµ
′

α′ . Multiplicando por izquierda con S−1
Λ ,

encontramos que la ecuación será invariante si

S−1
Λ (γµ

′
Λ µ
µ′ )SΛ = γµ

Observamos ahora que si γµ satisfacen las condiciones de anticonmutación de
Clifford, γ̃µ = (γµ

′
Λ µ
µ′ ) también lo hacen, por lo que resultan ser una nueva

representación. Pero por el Teorema Fundamental de Pauli, existe S tal que

γ̃µ = SγµS−1

Identificando SΛ ≡ S vemos que la ecuación es en efecto invariante.
Observación: Como dijimos al principio del caṕıtulo, las matrices γµ no for-

man un “cuadrivector” en el sentido que, dada una representación inicial, las
cuatro matrices quedan invariantes ante transformaciones de Lorentz.

Recordemos ahora que las transformaciones de Lorentz forman un grupo, con
un subgrupo continuo que incluye a las rotaciones y a los boots, y un subgrupo
discreto que incluye a la operación de paridad espacial ~x↔ −~x y a la inversión
temporal t↔ −t. Una transformación de Lorentz puede descomponerse entonces
en una secuencia de transformaciones infinitesimales, seguida por la acción de
una o ambas transformaciones discretas. Analicemos cada uno de esos casos.

3.1. Transformaciones infinitesimales continuas

Una trasformación en el subgrupo continuo Λµµ′ puede pensarse como la
composición de un gran número de transformaciones infinitesimales

Λµµ′ = ĺımN→∞(Λ1/N )µµ′1
(Λ1/N )

µ′1
µ′2
. . . (Λ1/N )

µ′N−1

µ′ o

Λµµ′ = exp(Mµ
µ′)

de manera que (Λ1/N )µµ′x
µ′ = xµ + 1

NM
µ
µ′x

µ′ +O(1/N2)

Como (Λ1/N )µµ′ preserva la métrica, (Λ1/N )νν′(Λ1/N )µν′gµν = gµν+ 1
N (Mµ

µ′gµν′+

gµ′νM
ν
ν′) +O(1/N2) = gµν lo que significa que Mµ′ν′ = Mν′

νgµ′ν debe ser una
matriz antisimétrica. La correspondiente matriz SΛ1/N

será tal que

γµ
′

= S−1
Λ1/N

(Λ1/N )µ
′

µγ
µSΛ1/N
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por lo que esperamos que SΛ = 1 +
iMµν

N Σµν + O(1/N2) con Σµν = −Σνµ un
conjunto de operadores que actúan sobre el espinor. Remplazando obtenemos

0 = Mνν′(g
µ′νγν

′
− i[γµ

′
,Σνν

′
])

de manera que δνµγ
ν′ = gµ′µ[γµ

′
,Σνν

′
], que debe satisfacerse para cualquier

elección de los ı́ndices µ, ν y ν′ con ν 6= ν′. Si ν = 0,

γi = [γ0, iΣ0i]

y
0 = [γi, iΣ0i]

que se satisfacen si Σ0i = −iγ
0γi

2 = −iα
i

2 . De manera análoga, si ν, ν′ 6= 0,

γi = −[γi, iΣij ]

0 = [γ0,Σij ]

0 = [γk,Σij ] (k 6= i, j)

que se satisfacen si Σij = −iγ
iγj

2
Notemos ahora que si la transformación Λ es generada por una matriz Mµν

tal que las componentes temporales M0ν = 0, no mezcla la parte espacial con la
parte temporal de los tetravectores: la subalgebra correspondiente genera el gru-
po de rotaciones en las 3 dimensiones espaciales. Si reescribimos los generadores
correspondientes como Σij = skε

0ijk = skε
ijk descubrimos que

[sk, sk′ ] = iεkk
′lsl

que satisfacen efectivamente el álgebra de Lie de las rotaciones. Además, como

s†k = (Σij
εijk

2 )† = sk, S = exp(iMµν
ε0µνi

2 si) es una transformación unitaria
S†S = 14×4.

Por otro lado, si la transformación es generada por Mµν tal que las compo-
nentes espaciales Mij = 0, la transformación de Lorentz se corresponde con un
boost puro. En este caso, los generadores de S son de la forma iαi, que satisfacen
las relaciones de conmutación

[iαk, iαk′ ] = iεkk
′lsl

que coinciden con las relaciones de conmutación para los generadores de boosts.
Vemos que en este caso, como (iαi)

† = −iαi la transformación es generada

por una matriz anti-hermı́tica, por lo que S = exp(Mµν
ε0µνi

2 αi) resulta ser una
matriz hermı́tica no unitaria.
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3.2. Transformación de Paridad, Inversión temporal y con-
jugación de carga

La matriz de transformación asociada a esta transformación es de la forma
Λµν =

(
1
0

0
−13×3

)
, de manera que buscamos una matriz SP tal que SP γ

0SP = γ0

y SP γ
iSP = −γi. Vemos que eligiendo SP = γ0 satisfacemos ambas condiciones

independientente de la representación que elijamos.

Con la misma idea, podemos proponer que si Λµν =
(
−1
0

0
13×3

)
es la trans-

formación de Lorentz asociada a la inversión temporal, la operación SP que
transforma las γµ deberá satisfacer S̃T γ

0S̃−1
T = −γ0 y S̃T γ

iS̃−1
T = γi. Eligiendo

S̃T = γ1γ2γ3 = S̃−1
T vemos que se satisfacen las condiciones, y nuevamente es

independiente de la representación. Sin embargo, esto no es suficiente. A nivel
clásico, la inversión temporal deja invariante las componentes espaciales de los
vectores posición, pero no los de los vectores momento, que cambian de signo.

A nivel cuántico, esta inversión se traduce en un cambio de signo en las
relaciones de conmutación: [x,−p] = −[x, p] = −i~ = [x, p]†. Esto sugiere que la
inversión temporal se implementa a nivel cuántico como la conjugación compleja
de las componentes de los espinores, seguida por una transformación ST , esto
es, una transformación “anti-unitaria”:

T Ψ = ST Ψc

de manera que

T (−p̂)T −1Ψ = T (i~∇(T −1Ψ)) = ST (i~∇(S∗−1
T Ψ)∗)∗ = p̂Ψ

y
T (x̂)T −1Ψ = T (~x(T −1Ψ)) = ST (~xS∗−1

T Ψ∗)∗ = x̂Ψ

La operación de conjugación, sin embargo, no deja en general invariantes a
las matrices γµ ya que

(γµΨc)c = (γµ)cΨ

pero como (γµ)c también cierra un álgebra de Clifford, es posible encontrar una
matriz Sc tal que

(γµ)c = ScγµS−1
c

Como la conjugación compleja es “involutiva” (esto es, (Ψ∗)∗ = Ψ) es natural
pedir además que ScS∗c = Sc(ScScS−1

c ) = S2
c = 1 de manera que el efecto de

“conjugar” dos veces seguidas un dado espinor lo deje invariante.
A diferencia de la operación de paridad, que tomaba una expresión en térmi-

nos de las γµ independiente de la representación, la expresión que describe a
Sc depende de la representación elegida para las γµ. En las representaciones de
Dirac y Weil, γ0, γ1 y γ3 son reales, mientras que γ2 es imaginaria, de manera
que esta última es la única que cambia de signo bajo conjugación. Eligiendo

entonces S(Dirac/Weil)
c = iγ5γ2 = ((S(Dirac/Weil)

c )−1) = (S(Dirac/Weil)
c )∗ vemos

que (γµ)c = S(Dirac/Weil)
c γµS(Dirac/Weil)

c . Por otro lado, en la representación
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de Majorana, todas las γµ son imaginarias puras, de manera que ante conju-

gación, cambian de signo, de manera que podemos elegir S(Majorana)
c = γ5 =

(S(Majorana)
c )−1 = (S(Majorana)

c )−1.
Finalmente, componiendo S̃T con Sc encontramos que

ST = S̃T Sc

cuya forma dependerá de la representación. En las representaciones de Di-
rac/Weil,

SDirac/Weil
T = iγ0γ2

mientras que en la de Majorana

SMajorana
T = γ0

Consideremos ahora la combinación de las operaciones de paridad e inversión
temporal:

CΨ = PT Ψ = γ0γ1γ2γ3ScΨ∗ = γ0γ1γ2γ3ScΨ∗ = γ5ScΨ∗

Veremos luego que esta transformación tiene el efecto de “cambiar el signo”
a la carga eléctrica por lo que se conoce como “conjugación de carga”.De la
misma manera que P y T , C satisface C2 = 1, lo que se puede probar usando
las propiedades de Sc y γ5. Esto prueba el llamado “Teorema CPT” para la
Ec. de Dirac: el efecto simultaneo de la inversión temporal, la inversión espacial
y el cambio de signo de la carga de la part́ıcula que describe la ecuación deja
invariante la forma del espinor.

revisar esto...

4. Soluciones de la Ec. de Dirac Libre

Las soluciones más simples de la Ec. de Dirac son las ondas planas

Ψ(~r) =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 ei~p·~r/~e−iEt/~

Notamos que al introducir estas soluciones en la Ec de Dirac, esta se reduce a
un conjunto de ecuaciones algebráicas:

(i~γµ∂µ −mc)Ψ = (E/cγ0 − γi~pi −m0c)Ψ = 0 (15)

o, en forma matricial,(
(E/c−m0c)12×2 −~σ · ~p

~σ · ~p −(E/c+m0c)12×2

)(
φ
ξ

)
=

(
0
0

)

13



donde (φ, ξ) son dos espinores de dos componentes. Para resolver la ecuación,
observamos que podemos despejar ξ en función de φ:

ξ =
σ · ~p

E/c+m0c
φ =

(
pz px − ipy

px + ipy pz

)
φ

E/c+m0c

luego,

φ =
(σ · ~p)2

E2/c2 −m2
0c

2
φ =

|~p|2

E2/c2 −m2
0c

2
φ

lo que significa que φ puede ser cualquier vector complejo, si E = ±
√
c2|~p|2 +m2

0c
4.

El espinor completo resulta ser de la forma

Ψ(~r, t) =

(
φ

cσ·~p
E+m0c2

φ

)
ei~p·~r/~e−iEt/~ .

Si usamos como base de φ los autovectores de σ · ~p φ± =
(pz±|~p|,px+ipy)√

2p(p±pz)
,

ΨE,±(~r, t) =

(
φ±

±c|p|
E+m0c2

φ±

)
ei~p·~r/~e−iEt/~

De esta manera, para cada valor de la enerǵıa tenemos una degeneración doble.

Normalización

Debido a la forma de las soluciones,

|ΨE±(~r)|2 = (1 +
c2p2

(E +m0c2)2
) = cte

que podemos normalizar a 1 dividiendo los espinores por
√

1 + c2p2

(E+m0c2)2 . No-

temos que si p � m0c y E > 0, la constante de normalzación es próxima a
1.

-

4.1. Momento angular

5. Invarianza de Gauge y Acoplamiento Electro-
magnético

La ecuación de Dirac, como la escribimos al principio del caṕıtulo, es inva-
riante ante la transformación de “gauge” global

Ψ(x)→ Ψ̃(x) = e−iϕΨ(x)

14



con ϕ una constante, en el sentido de que este cambio no se refleja en ningún
observable f́ısico. De manera análoga a como lo hicimos con la ecuación de Klein-
Gordon, es posible promover esta simetŕıa “global” a una simetŕıa “local” de
gauge

Ψ(x)→ Ψ̃(x) = e−iΛ(xµ)Ψ(x) (16)

si cambiamos las derivadas ∂µ por “derivadas covariantes” ∂µ → Dµ = ∂µ +
q
~ iAµ(xµ), de manera que ante la transformación de gauge 16 Aµ(xµ) cambie a

Aµ(xµ)→ Ãµ(xµ) = Aµ(xµ) + ~
q ∂µΛ(xµ).

La ecuación de Dirac modificada toma entonces la forma

(cγµ(i~∂µ − qAµ)−mc2)Ψ = 0 (17)

o, en su forma de Schrödinger, ( llamando Aµ = (Φ(xµ)/c,− ~A(xµ)))

i~
∂Ψ

∂t
= (c~α · (−i~∇− q ~A(xµ)) + γ0mc2 + qΦ(xµ))Ψ (18)

Si Aµ = ~
q ∂µΛ(xµ) para alguna función Λ(xµ), podemos llevar esta ecuación

a su forma original mediante la transformación de gauge 16. Sin embargo, si
asumimos que Aµ(xµ) transforma adecuadamente ante las transformaciones de
simetŕıa que dejaban invariante a la ecuación de Dirac, cualquier elección de
Aµ(xµ) nos provee de una ecuación válida (en el sentido que respeta todas las
simetŕıas de la ecuación original, más la de invarianza de gauge local), siendo
la situación f́ısica concreta que queremos describir lo que selecciona quién debe
ser ~Aµ.

Al incluir los nuevos términos, es de esperarse que las soluciones de la nueva
ecuación no satisfagan las ecuaciones de Klein-Gordon correspondientes. Para
verlo, observamos que

0 = −(i~γµ(∂µ +
iq

~
Aµ)−m0c)

2Ψ

= ~2(γµ(∂µ +
iq

~
Aµ))2Ψ−m2

0c
2Ψ + 2m0c

(
i~γµ(∂µ +

iq

~
Aµ)

)
Ψ

=
~2{γµ, γν}

2
(∂µ +

iq

~
Aµ)(∂ν +

iq

~
Aν)Ψ +

~2[γµ, γν ]

2

[∂µ + iq
~Aµ, ∂ν + iq

~Aν ]

2
Ψ +m2

0c
2Ψ

=
(
~2� +m2

0c
2 + iq~ ∂µAµ + 2qi~cAµ∂µ − q2AµA

µ
)

Ψ− 2q~Σµν [∂µ, Aν ]Ψ

Si identificamos el primer término en la última igualdad con la condición de
Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético, vemos que en el caso
de Dirac esta se ve corregida por el segundo término proporcional a [∂µ, Aν ] =
∂µAν−∂νAµ = Fµν , que es el tensor electromagnético, acoplado con el generador
de las transformaciones de Lorentz ~Σµν , de manera que el segundo término es
de la forma

−2q~Σµν [∂µ, Aν ]Ψ = 4q( ~B · ~S +
~
c
~E · ~α)Ψ
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donde usamos que ~Σjk = −ε0ijk ~Si, ~B
i = ε0ijkFij , Σ0i = αi y F0i = −Ei/c. El

primer término tiene claramente la forma de un acoplamiento Zeeman, mientras
que el segundo, corresponde al “acoplamiento esṕın-órbita”. Para ver esto ( y
para resolver las ecuaciones) conviene trabajar en la representación de Weil, de

manera que tanto ~S como ~α resultan ser diagonales por bloques. Si llamamos

Ψ± las componentes del espinor en la representación de Weil ΨWeil = (
Ψ+

Ψ−
),

encontramos que

(
~2� +m2

0c
2 + iq~ ∂µAµ + 2qi~cAµ∂µ − q2AµA

µ − 4q( ~B ∓
~E

c
)
~~σ
2

)
·Ψ± = 0

Como el primer término no actúa sobre las componentes de esṕın, y segundo
término es una combinación de las matrices Σµν , que en la representación de
Weil son diagonales por bloques, podemos reescribir estas ecuaciones en esa
representación como

(
~2� +m2

0c
2 + iq~ ∂µAµ + 2qi~cAµ∂µ − q2AµA

µ
)

Ψ± − 2q~ΣµνFµνΨ± = 0

con Ψ = (Ψ+,Ψ−)t

donde Ψ = (Ψ+,Ψ−)t es una solución en la representación de Weil.
En el ĺımite no relativista, esta ecuación se reduce a(

(i~∇− q ~A)2

2m0
+ eΦ +

2q

m0

~B · ~S + 2(
q~
mc

~α) · ~E

)
Ψ ≈ O(

~2

2mc
)

donde usamos que ~Σjk = −ε0ijk ~Si, ~B
i = ε0ijkFij , Σ0i = αi y F0i = −Ei/c. Los

primeros dos términos corresponden a una part́ıcula no relativista, con carga q
movieéndose en un campo electromagnético. El tercer término se corresponde
con la enerǵıa Zeeman asociada al esṕın de la part́ıcula, mientras que el término
en el campo eléctrico está relacionado con el llamado “acoplamiento esṕın-órbi-
ta”.

B + 1/c E

6. Solución de la Ec. de Dirac en presencia de
un Campo Electromagnético externo

6.0.1. Soluciones libres con simetŕıa esférica

Forma general:

i~cγµ∂µΨ + γ0eφΨ−m0c
2Ψ = 0

(asumimos el gauge de Coulomb ∇ · ~A = 0) , en la forma de Schr.ondinger
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i~
∂Ψ

∂t
= −i~c~α · ∇Ψ− eφΨ− γ0m0c

2Ψ

y si buscamos soluciones estacionarias, Ψ(r, t) = Ψ(r)e−iEt/~

EΨ = (−i~c~α · ∇ − γ0m0c
2 − eφ)Ψ

Conviene ahora elegir una representacin de las matrices γµ que ayude a des-
acoplar las componentes del bi espinor Ψ. Eligiendo la representacin de “Weil”

γ0 = i

(
02 −12

12 02

)
y γi =

i

c

(
02 σi
σi 02

)
con σi las matrices de Pauli, vemos que efectivamente {γµ, γν} = 2ηµν14 y que

αi = γ0γi =
i

c

(
σi 02

02 −σi

)
.

Descomponiendo el biespinor Ψ en Ψ = (ψleft, ψright)
t con ψleft y ψright, la

ec. de Dirac se escribe como

ψright =
(−i~c~σ · ∇ − E − eφ)ψleft

im0c2
y ψleft =

(−i~c~σ · ∇+ E + eφ)ψright

im0c2

Remplazando la primera en la segunda obtenemos

−m2
0c

4ψleft = (−i~c~σ · ∇ − E − eφ)(−i~c~σ · ∇+ E + eφ))ψleft

, desarrollando,

(E2 −m2
0c

4)ψleft = (−~2c2∇2 − 2eEφ− e2φ2 − iec~~σ · (∇φ))ψleft

Notamos aqúı que la ecuacion obtenida es exactamente la ecuacin de Klein-
Gordon para una partcula en el mismo potencial, con excepcin del ltimo trmino,
que podemos interpretar como un acoplamiento “spin-rbita”.

Dividiendo ahora por 2m0c
2 llegamos a la ecuacin

E2 −m2
0c

4

2m0c2
ψleft =

(
− ~2

2m0
∇2 − E

m0c2
eφ− e2φ2

2m0c2
− i

ec~
2m0c2

~σ · (∇φ)

)
ψleft

En este punto notamos que la ecuacin diferencial obtenida es formalmen-
te análoga a la Ec. de Schrödinger con un potencial efectivo dependiente del

esp’{ı}n, para una energ’{ı}a “no relativista” Enr =
E2−m2

0c
4

2m0c2
. Sin embargo, el

“Hamiltoniano” correspondiente a este problema depende del “autovalor” va E,
y posee adems un trmino anti-hermtico, por lo que no podemos resolverla en
general en trminos de un problema de autovalores de un operador hermtico.

De esta manera, resolver esta ecuacin supondr en general fijar un valor de la
energa, determinar si el problema de autovalores correspondientes incluye a esa
energa dentro del espectro, y en tal caso, usar las soluciones que encontremos
para construir el bi-espinor que ser solucin de la ecuacin de Dirac para esa
energa.
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6.0.2. El pozo de potencial.

6.0.3. Potencial de Coulomb. Átomo Hidrogenoide

Otro caso en que la ecuacin de Dirac resulta soluble es el del potencial
φ ∝ 1/r, que corresponde al átomo Hidrogenoide relativista. En este caso, a
pesar de que la ecuación diferencial obtenida no tiene exactamente la forma
de un problema de Sturm-liuville, es posible, es posible llevarla a esa forma
mediante un escaleo adecuado de la coordenada radial, con lo que se obtiene un
problema completamente análogo al del átomo hidrogenoide no relativista.

Para verlo, comenzamos notando que, si

φ(r) =
Ze

4πε0r
=
Zαc~/e

r
α =

e2

4πε0c~

donde α es la “constante de estructura fina”, implica que

∇φ(r) = −r̂
Zαc~/e
r2

y φ(r)2 =
Z2α2c2~2/e2

r2

con lo que

E2 −m2
0c

4

2m0c2
ψleft =

(
− ~2

2m0
∇2 − E

m0

Zα/c~
r

− ~2

2m0

Z2α2

r2
− ~2

2m0

Zαi~σ · r̂
r2

)
ψleft .

O, escribiendo el Laplaciano en coordenadas esfricas y colectando todos los
trminos en 1/r2,

E2 −m2
0c

4

2m0c2
ψleft =

(
− ~2

2m0

1

r

∂

∂r2
r +

~2

2m0

L2/~2 − Z2α2 − Zαi~σ · r̂
r2

− E

m0c2
Zαc~
r

)
ψleft

Por medio del cambio de coordenadas r → r̃ = |E|
m0c2

r, llegamos a

Ẽψleft =

(
− ~2

2m0

1

r̃

∂

∂r̃2
r̃ +

~2

2m0

L2/~2 − Z2α2 − Zαi~σ · r̂
r̃2

− E

|E|
Zα~c
r

)
ψleft

donde Ẽ = m0c
2E

2−m2
0c

4

2|E|2 . La ecuacin resultante ahora s puede interpretarse

en trminos de una ecuacin de autovalores, que es anloga a la Ec. de Schödinger
del tomo hidrogenoide no relativista, pero en la que se remplaz el operador
herm’itico L2 por el no hermtico

L̃2 = L2 − ~2Z2α2 − iZα~2~σ · r̂

Proponiendo una solucin por separacin de variables de la forma

ψ =
R(r)

r
Φ(r̂)

la ecuacin se desacopla en

ẼR(r) =

(
− ~2

2m0

1

r̃

∂2

∂2r̃
r̃ +

~2 l̃(l̃ + 1)

2m0r̃2
− E

|E|
Zα~c
r

)
R(r)
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y

l̃(l̃ + 1)Φ(r̂) =
(
L2/~2 − Z2α2 − iZασ · r̂

)
Φ(r̂)

La primera de la ecuaciones es la ecuacin radial no relativista para el po-
tencial 1/r, con la salvedad de que la constante de acoplamiento an depende
del signo de la energa, y que l, que en la ecuacin no relativista es un enterno
no negativo, es remplazado por l̃, un nmero real (ya que l̃(l̃+ 1) es el autovalor
de un operador no hermtico). Conviene entonces separar el problema en tres
sectores, E > 0, −m0c

2 < E < m0c
2 y E < −m0c

2.
Para el primer sector, encontramos un sector continuo del espectro, cuyas

soluciones corresponden a estados no ligados de una partcula en un potencial
coulombiano atractivo, esto es, funciones de Coulomb, pero con ndice l̃.

En el segundo sector, las soluciones son de la forma

Ẽn,l̃ =
−Z2α2m0c

2

2(n− l̃)2

con n entero positivo, satisfaciendo Z2α2

4 < (n− l̃)2. Como l̃ ahora no es nece-

sariamente entero, las soluciones con diferentes l̃ ahora no son degeneradas.
Finalmente, el sector con E < 0 slo tendr soluciones libres, ya que en tal

caso, Ẽ > 0. En este caso, las soluciones sern funciones de Coulomb, pero para
un potencial repulsivo.

Despejando obtenemos entonces, para el sector discreto del espectro,

En,l̃ = m0c
2

(
1 +

(
Zα

n− l̃

)2
)−1/2

Para determinar los valores de l̃, notamos que L̃2 conmuta con J2 y Jz, de
manera que sus autofunciones sern combinaciones de los esfricos armnicos espi-
noriales

Ymjj,l (r̂) =

(
〈l,m− 1/2; 1/2, 1/2|j,mj〉|Y m−1/2

l (r̂)

〈l,m+ 1/2; 1/2,−1/2|j,mj〉|Y m+1/2
l (r̂)

)
con l = j ± 1

2 .

De esta manera, para encontrar el espectro de L̃2, basta encontrar sus au-
tovalores en cada sector de j,mj definidos. Como en esta base L2 es diagonal,
necesitamos solamente encontrar los elementos de matriz del operador σ · r̂. Para
eso, notamos que σ · r̂ es un operador impar frente a paridad, y que las funcio-
nes Ymjj,l (r̂) poseen paridad definida, de manera que los elementos diagonales del
operador en esta base deben anularse. Para determinar el elemento fuera de la
diagonal, notamos que (σ · r̂)2 = r̂ · r̂ = 1, de manera que sus autovalores son 1 y
−1, lo que implica que los elementos fuera de la diagonal son números complejos
de módulo 1. Puede verse adems que con la eleccin estandard de los coeficientes
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de Clebsh-Gordan que usamos en la definicin de Ymjj,l (r̂), los elementos de matriz
deben ser positivos. De esta manera, llegamos a que

〈j,mz, l = j +
1

2
|σ · r̂|j,mz, l = j − 1

2
〉 =

(
0 1

1 0

)
y, por lo tanto,

L̃2 = ~2

(
(j + 1/2)(j + 3/2)− Z2α2 iZα

iZα (j − 1/2)(j + 1/2)− Z2α2

)
cuyos autovalores son l̃(l̃ + 1) con

l̃± =

√(
j +

1

2

)2

− α2Z2−
(

1

2
± 1

2

)
= j± 1

2
+

√(
j +

1

2

)2

− α2Z2−
(
j +

1

2

)
que en el caso Z = 0 llevan a j ± 1

2 .
Remplazando en la enerǵıa,

En,l̃ = m0c
2

1 +

 Zα

N −
√(

j + 1
2

)2 − α2Z2 +
(
j + 1

2

)
2

−1/2

con N = n− (j± 1/2) = N − l es el número cuántico asociado a las enerǵıas no
relativistas.

Para recuperar las componentes de ψright, necesitamos saber la acción de
σ · ∇ sobre un un espinor con J2 y Jz definidos. Para eso, notamos primero que

∇ψ = r̂(r̂ · ∇ψ)− r̂ × r̂ ×∇ψ

por lo que

−i~c~σ · ∇ = −i~c(σ · r̂) ∂
∂r
ψ − ~σ · (~r × ~L)

r2
ψ

Pero, usando que σ · (v ×w) = (σ · ~v)(σ · ~w)− ~v · ~w, y que ~r · ~L = 0,

−i~c~σ · ∇ψ = c

(
−i~

∂

∂r
+

(~σ · ~L)

r

)
(~σ · r̂)ψ

, en términos de los operadores momento angular total y orbital,

−i~c~σ · ∇ = ~c
(
−i

∂

∂r
+

J2 − L2 − S2

~2r

)
(~σ · r̂)ψ

pero (σ · r̂)ψleft = l̃(l̃+1)−L2/~2+Z2α2

−iZα ψleft con lo que finalmente,

ψright(~r) =
~c
(
−i ∂∂r + J2−L2−S2

~2r

)
l̃(l̃+1)−L2/~2+Z2α2

−iZα − E − Zα
r

m0c2
ψleft(~r)
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6.0.4. Niveles de Landau

Consideremos ahora el caso de una part́ıcula de Dirac moviedose en pre-
sencia de un campo puramente magnético ~B(~x). Como vimos antes, el campo
magnético se introduce en la ecuación de Dirac a través del potencial vector
asociado ~B(~x) = ∇ × ~A(~x) de manera que el Hamiltoniano de Dirac toma la
forma

H = c~α · (−i~∇− e ~A(x)) + βm0c
2

y la correspondiente ecuación de autovalores

HΨ = EΨ

En la representación de Dirac, podemos escribir estas ecuaciones como(
m0c

2 − E c~σ · (−~i∇− e ~A)

c~σ · (−~i∇− e ~A) −(m0c
2 + E)

)(
ϕ
ξ

)
=

(
0
0

)
lo que nos permite escribir ξ en términos de ϕ:

ξ =
c~σ · (−~i∇− e ~A)ϕ

m0c2 + E

y por lo tanto (
−Λ +

(~σ · (−~i∇− e ~A))2

2m0

)
ϕ = 0

Donde introducimos la cantidad Λ = E2−(m0c
2)2

2m0c2
. Desarrollemos ahora (~σ ·

(−~i∇− e ~A))2 teniendo en cuenta la identidad

(~σ · ~V )(~σ · ~W ) = ~V · ~W + i~σ · (~V × ~W )

que es válida incluso si las componentes de los vectores ~V y ~W no conmutan:

(~σ · (−~i∇− e ~A))2ϕ = (−~i∇− e ~A)2ϕ+ e~~σ · (∇× ~A+ ~A×∇)ϕ

El segundo término puede reescribirse notando que

∇× ( ~Aϕ) = (∇× ~A)ϕ+ (∇ϕ)× ~A = ~Bϕ− ~A×∇ϕ

de lo que se sigue que

(−~i∇− e ~A)2 + 2e~~σ·B2

2m0
ϕ = Λϕ

que formalmente es un problema de autovalores idéntico al del Hamiltoniano
de una part́ıcula no relativista en un campo externo, donde remplazamos E
por Λ. La enerǵıa correspondiente a los estados se recupera despejandola de la
definición de Λ:

E = ±
√
m0c2(2Λ +m0c2) ≈ m0c

2 + Λ− Λ2

2m0c2

7. Ecuación de Dirac en un potencial central
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